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VORWORT. 



Schon seit längerer Zeit war es PlOcker's Absicht, die ftesammtheit 
seiner Forschungen über die von ihm in die Geometrie eingefflhrten Linien- 
gebilde, in einem grossem Werke vereinigt, der Oetfentlicnkeit zu (lliergeben; 
wobei denn nur zum Theil einige frühere Arbeiten*) reproducirt, grösstentheils 
aber Neues und bisher üngedrucktea gebracht weiden konnte. Es war ihm 
nicht vergönnt, .sein Vorhaben vollständig au-szufflhren; aber der grösste Theil 
des beabsichtigten Werke.s war bei .seinem T«le fertig gednickt und von ihm 
selbst durchge.«ehen. Der Herr Verleger wollte dem wlssen-schaftlichen Publicum 
Untersuchungen von so grosser Tragweite nicht langer als unumgänglich nöthig 
war vorenthalten sehen; und es erscheint also, wahrend .die Fort.setzung des 
Werkes möglichst beschleunigt werden soll, hier deijenige Theil , des-sen Druck 
noch unter Plücker's eigener Aufsicht vollendet worden ist. Derselbe enthalt 
na<*h der Entwicklung der allgemeinen Vorb(«riffe zunächst die Theorie der 
linearen Complexe, sodann aller die Anfänge einer aitsführlichen Theorie der 
Complcxe zweiten Grades, welche von Plöcker hier zum ersten Male liehandelt 
sind.**) In der letztem tieschaftigt ihn insbe.sondere eine Clas.se von merk- 
wflrtligen Flachen 4. Ordnung und 4. Classe, welche er Complexflachen genannt 
hat, und deren Darstellung durch aaschauliche Modelle ihm bei seiner Methode 
der Forschung wesentliche Unterstützung darbot. f) 

Für die Fortsetzung des Werkes liegt allerdings nur ein kleiner Theil 
des MaiuLscrijites vollständig ausgeführt vor; aber glücklichervi’eise ist Hen- 



*) Phil. Tiuntact. p. 726» flbcr»etzt in Liouv. Jouraal 2. Serie T. XI^ FroceeJing« of the 
Kojai Soc. 1865; Le» MondcK p. Hoigno. Jiuivier 1867, p. 79; Annali di mutematica Ser. II. T. I. p. 16ü 

**) UntcnuchuDgen Qber die»e Complexe hat in Folge von Plflcker’s Arbeit über Complexe 
ereten Grades Herr Buttaglini gegeben (Atti della Kealc Accademia di Napoli, vol. 1U-. Kine Reihe 
von Plücker’i Resultaten sind in diceer Arbeit bereits enthalten. Indessen hat Plücker die seinigen 
lellMUtändig gefunden; auch sind seine Methoden ganz andere» mehr geometrische» als die der neuern 
Algebra verwandten des italienischen Gelehrten» 

t) Eine grosso Anzahl eleganter Modelle dieser Art verfertigt nach Plücker's .\nweUung der 
Meclianicuji Epkeni in Bonn. 




IV 



Klein, bisher Assistent Plfleker’s in seinen pliysikalisehcn Vorlesungen, welcher 
sich Iwreits an der Ausarbeitung des Werkes in munuigfaeher Weise betheiligt 
hat, und sieh Geist und Methode der Untersuclnmg zu eigen zu machen 
wiL«ste, durch niOndliehe Mittheilungen dc>s Verstorbenen in den Stund 
gesetzt, die Lflcken des Manuscriptes in Plitcker's Sinn zu ergänzen. Man 
darf daher hoffen, das Ganze bald so nahe wie möglich in einer Weise 
vollendet zu sehen, wie sie Phtcker selbst wolü gewünscht und voruusgesehen 
hat, wenn, wie dies seit lüngercr Zeit öfters geschah, ein Vorgefühl des 
Todes ihm die Befürchtung aufdi-üngte, das.s es ihm nicht möglich sein werde, 
da.s Werk selbst zu vollenden. Diese Fortsetzungen werden die weitere Aus- 
führung der Tlieorie der Complexe 2. Ordnung zum Gegenstände haben, in 
einer WeLse, welche Plüc'ker'a Vorstellungen gemfl-ss der Theorie der Flüchen 
2. Ordnung analog ist. Die Midlnxlen PIflcker's wenlen dabei möglichst 
getreu iHÜbehalten werden. Es wird einer jüngeren Generation Vorbehalten 
bleiben, die reiche Fülle von Gedanken, welche Plücker in dieser, wie in 
allen seinen geometrischen Untersuchungen ausgeschüttet hat, auch im Sinne 
neuerer Metluslen au.szubeuten und zu gestalten. 

Und so wird (hin wisseaschaftlichen Publicum hiennit das gegenwärtige 
Werk als das Verraüchtniss des gi"ossen Geometers übergeben, welcher, nach- 
dem er in Jüngern Jahren Imhnbreihend in .seiner Wis.senschalt gewirkt, um 
Ende .seines Lebens sich der Geometrie wicsler zugewandt, und neue Ideen 
mit jugendlicher Frische entwickelnd, noch im Alter mit einem neuen und 
gros.sen Gebiete die Di.sciplin be.schenkte, welche seiner frühem Tliütigkeit 
so viel verdankt. 

Der Wuasch des Herrn Verlegers, welcher es dem Unterzeichneten möglich 
macht, durch eine acces.sorische Betheiligung an der Herausgabe seiner 
Verehnmg für den Verstorlxmen einen thatsüchlichen Ausdruck zu geben, 
bietet mir zugleich die willkommene Gelegenheit, die gewohnte Liberalität 
dankbar anzuerkennen , mit w'clcher der Herr Verleger Dnick und -\usstattung 
de.s Werkes angeoixlnet hat. 

Giessen, «Ion 8. Juni 

A. Clebsch. 
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Eiuleitende Botraclitiuij^on. 



» 1 - 

CoordiBat«ii der geraden Linie im Raume. Strahl und Axe. 



1. Kine gerade Linie können ^vir unter zwei versehiedeneii, gleich nll- 
geraeinen («esiditspuneten aufla.s.sen. 

2. Wir können ersten.s die gerade Linie als einen geometri-schen Ort von 
l’uncten, al.“» von einem Pimcte Iwsehrielieu, als einen Strahl betrachten. In 
dieser Anffassung können wir ims der Punct-Coordinaten x, y, z liedienen 
uml, in gewohnter Weise, eine gerade Linie durch die (ileichuugen ihrer 
Projectiouen auf zwei der drei Coordinaten-Elwnen : .\Z und l'Z, darstellen; 



X = rz + ( 1 , 
y — sz + 



( 1 ) 



aus welchen diuin die öleichiuig der Projection auf die dritte CoonlmaL;n- 



Ekne -VJV 
unmittelbar folgt. 



ry — .5.1' — > (ri! — .vj), 

Wir können, indem wir der Kürze wegen 



(t>) 



setzen , 



ra — sQ tj 



( 3 ) 



r, s, 9 , o-, y (4) 

als die fünf Coordinaten der geraden Linie, die wir als Strahl 
betrachten, bezeichnen. Diese fünf Coordinaten la.ssen sich in Folge der zwi- 
schen ihnen bestehenden Helation (3) auf die zur Bestimmimg der geraden 
Linie erforderlichen vier Constanten zurü(;kfOhren. 

Für einen Strahl, der durah einen gegel>enen Punkt (.r', y\ z') geht, ist 



Mithin kommt: 



x' — rz' -1- 9 . 
y' — »z' -I- ff. 



I*liirk«r« Üeomctri«. 



1 
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4 



4. Wenn dieselbe (ieriide Linie einmal als Strahl, dius andere 
Mal als .l.re la-stinunt werden soll, so m\iss je<ler der beiden l’unete (.r, //, r) 
und i'), dundi welche der Stnibl la'stiinmt ist, in jeiler der beiden 

nen (/, «. r) und (/', r') liefien, welche zur Hestiinmuni,' der Axe dienen, 

oder, was dnssellx^ heisst, jede der l>eiden Klienen muss durch jeden der 
Iwiden Puncte nehen. Dem entspreeheud erhalten wir die foljtenden vier 
Glei(“hunpen : 

+ u,v + >•- + 1 = b, 

1 . (141 

f.r' + III/' + !<:'+ 1 = n, 

/V + «y + r':' + 1 = 0, 

welche die Hedinpmuen enthalten, dass der dimdi die sechs Cooidinaten (5) 
bestimmte Strahl mit der duivh die sechs Coonlinaten (12) bestimmten Axe 
Zusammenfalle. 

Aus den lieiden ersUm und deu beiden letzten der t ileichun}{en (14) folgt: 

U — O -r + (« — «') ff + 0 — '■') : = b, 

(/ — /') .»•' 4- (ii — «') //' + (c— r') i' = 0, 

und hienvus, wenn wir nach einander (r — r') und (« — ii') eliminiren; 

. — (r’c — .rz') (( — t’) + (ijz — y’z) (« — i/) -- 0, 

■'■''/) (' — !’) — t'/-' — ff'-) (r — r”) — 0. 

Diese tileichungen lassen sich in die, in dem folgenden Ausdrucke zusammen- 
gefassten, Pro{iortionen aulltisen : 

(/ — O: (" - «'>: (P - '■') 

- (</--' - ff’zy. (.r'z - .rz-); (.ry' - ,r'y). 

Aus der ernten und dritten, der zweiten imd vierten der Gleichungen (14) folgt: 
(.,- _ .r-) Z -f (y - ;/•) « -f (z - z”) r = 

(,r — .r')/'+ (y — ff') «'-f (: — :') r'— ", 

und hieraus, wenn wir nach einander (z — z') und (y — y') eliminiren: 

— (Z> — Zr') (.!• — j ') -|- («r' — »V) (y — y') — = 0, 

(/„■ — z'«) (.»■ — .r') — («!•' — ii'r) (z — z") ~ b. 

Diese Gleichungen lassen sich in die folgenden l’roportionen autlösen; 

(.r — aO: (.ff — ff')- (- — *') 

= {uv' — ii'r): (Z’r — Zr'): (Z«' — Z'«). (16) 

Wenn wir endlich etwa zwischen den beiden ersten Gleichungen (14) .r, 
zwischen den beiden letzten .r' clbniniren, so kommt: 
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(/«' — f'ii) 1/ — (/'» — tp') z + (/ — /") “> 0, 

(/!/' — /’u) y — (/'» — Tr') (/ — /') = <•. 

und diinn witHloriun zwischen diesem fileichunfnMi etwa (t'v — Ir'), so ergibt sich; 
(/«• - /'«). (y:' - ;,'z) = {/ - O (- ~ 

woniuii: 

(/«' — /'«): (/ — /') = (r — iv- ~ (17) 

Diese neue Proportion verbindet die Ausdrücke (1.')) und (1(1) und fahrt so 
zu der folgernden allgenieiiuMi Zusammenstellnng gleicher Verhältnissen; 

(. 1 - — .r') ; (y — y') ; (i — .-') ; {yz' — y':) ; (.vz — .r:') ; (.ry' — .r'y) 

= (ur — «V); (r'r — Ar'); (/«' — /'«) ; (/ — /') ; (« — «') ; (r — r'). (1,S) 

Wir wollen die unhi^stimnit gehlie-henen Voi’zeichen der swhs CVxinlinaten 
so nehmen, wie sie in den voi'stehenden Proiiortionen auftreten. Es nöthigt 
uns dazu die ROeksicht auf die spätei-e Anwendung demelben Coordinaten 
zur Bestimmung von Knlfhai und Rotationen*). Bei dieser Annahme bedeu- 
ten nämlich, indem wir uns hier auf Betrachtung von Kräften iKcsehränkeii, 
die sechs Coonlinaten (.ö) die drei Projectionen auf die Coordinaten -Axen 
und die ilr«i dopi>elteu Dreluuigsmomente in Beziehung auf diesell)en der- 
jenigen Kraft, deren .\ngiilfspunct (.r, y. r.) deren Intensität dem Abstande 
der l>eideu Puncte (.r, y, i) und (.r, y, r') gleich, und ilie von dem ersten 
Pnncte zu dem zweiten gerichtet ist. 

h. ln der Zusammenstellung (1«) sind die Btslingungen enthalten, unb'r 
welchen, in der doii|Hdten Ccxmlinaten-Be.stimmuiig, ein und diesellie gerade 
Linie (als Strahl und Axe Ixdrachtet) dargestellt wird. Wenn wir zu den 
ursprilnglichen fünf Strahlen-Coordinaten unil den ursprünglichen fünf .\xen- 
t 'ooiilinaten znrflckgehn, so verwandelt sich (is) in; 

r ; 4- ; 1 : — a : q : ((ra — j.«)— »,) 

= — Jt ; .T : — : V ■ U ' 1 (*•') 

Wir Irehalteu « und % mit dem negativen Vorzeichen bei, weil dieses die' 
Sjnnmetrie der Coordinaten-lk;stiminung in Beziehung auf OX verlangt.. 

6. Wir können diu Proportionen (Ift) als aus den Pioportionen (18) 
diuliufh abgeleitet Iietrachftm, dass die Vonlerglieder dersellxm dun'h (i — j'), 
die Hintcrglieder dersellxm dundi (r — r') dividirt worden sind. Die l)eiden 
Divisoren können wir ganz Ixdiebig und unabhängig von einander liestimmen. 

Wrgl. Kimdiunouüil view« r^frAnJing Mechanic«. Phil. TrAn»nrtioiit>, ]>. :)r>9. 
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Diiniich können wir wiedeniin die Vünlerjdieder der Pixi|x)rtioni'n (IK) diireh 
eine beliebifre Hrösst' h. die llinteinlie<ler mit. einer belieliifieii Grösse / 
nmlti|iliciren und diese Grössen können wir sellwt (verj^leielie die lölfjende 
Nummer) imufdnAr nehmen. Die fftnf absoluten CiX)nlinuten sind daim 
einmal : 

A ’ A ’ A ’ A ' A ’ ^ 



da-s andere Jlal; 



X Tl (O !> <1 

r> F' n F' 



( 21 ) 



Die Gleiehunnen der drei Projeetionen der ({eraden Linie (1) und (2) wer- 
den nlsdauu: 

hx »« rz -(■ ij, 

h;/ — ,vr tf, 

h (ry — x.r) — (ro — sij) y. (22) 

Die Gleieluniffen der drei Punete, in welehen die C<K)rdinat(fn-Ebenen von 
der jL’eraden Linie nesclinitteu werden, (x) und (!•), erhalten die Form: 

II x jir 4- .T, 

/«— • yi> -F X, 

/ (//« — y/) — (/<* — y.T) f.j. (2;i) 

7. Eine ivelle fierade Linie lils.st sieh sowohl durch zwei imafiinäre als 
durch zwei reelle Punete bestimmen. Wir wollen, um auch diese Destim- 
mungswei.se einzaschliessen, die ('oonlinaten der beitleu Punete (.r, //, z) und 
(.r', y', r') in folgender Weise lH*stimmen: 

X = . 1 “ -f ixo, x' = X« - /.r„. 5 

/I ■= y“ -f >fi», y = y“ — I (-d) 

r — 2“ 4 - #i„, z’ •= z« — iz„, ) 

W'obei wir durch / die Einheit oder j/— l Ix-zeichnen, je nachdem die Ixdden 
Punete re«dl (xler imiiginilr sind. Die .sechs Stnililen-l'<K)rdinaten (ö), mit dem 
‘richtigen Vorzeichen genommen, werden alsdann: 

2/.r„, 2/y„, 2/:„, j 

2/ (y„2" — y“2«), 2/ (.r»:„ — .r„2"), 2/ (J.,y“ — .r'O/,,). i ( 

Da liei der llestirainung einer geraden Linie nur ilie (Quotienten je zweier 
ihrer sechs G<x>rdinaten in Hetraeht kommen, können wir den reellen oder 
imaginären Factor 2/, iler in allen vorstehenden Au.sdiflcken vorkommt, 

weglassen, und erhalten dann für die sechs Strahlend '(wixlinateii die folgen- 
den Ausdrücke: 
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(yoC" — y"!»). (.i»r„ — — .i:“//,,). (2U) 

Die Biwtiniiniinfr <ler fjeni<len Linie vennittelst der Grösstm .i’“, //", i” und 
.t„, //o. ist also immer eine reelle. Es sind .r», //", r" dü; C'oonlinaten 
der immer reellen Mitte zwiselien den landen nndlen mler inwfrinaren Pune- 
ten (.r, y, r) nntl (.i', y', durch welche die gerade Linie geht. Der 
Absfand der beiden Puncte von einander ist 2 / + y„’ + 1 /, die Cosinu-s 

der drei Winkel, welche die zu la-stimmende Linie mit den Coordinaten- 
.\xeii O.V, oy. OX bildet, verhalten sich wie .r„: y„; z„. 

Die llet rächt ungen iler vorigen Nummer übertragen sich unmittelbar 
auf den Fall, dass wir die ger.ule Linie statt als Strahl als Axe betrachten 
und demnach durch Ebenen liest immeu. Setzen wir: 

/ — + //„, /' = /»_ , 7 ,, \ 

« •• «» + /«„, k' «" — iuo, I (27) 

r mm -f- /dn, r' = I!“ 100 , 

so erhalten wir als neue .Vxen-l.VKirdinaten, die den StraUen-Coordinaten 
(26) entsju'wheu, die folgenden: 

ft>, 00, 00, 

((/„»•« — i/»e„), (/»f„ — (/»«" — f (2S) 

S. Wenn die neuen ('(xn-diniiten-Bestinmuiugcu (26) und (2S) sich auf 
dieselbe gerade Linie lH>ziehen sollen, so i.st: 

. 1 « : y* : To : (y„;“— y''r„) : (.i-'z„ — .r„:") : a-'y.,) 

— ()/„«'■■ — «%): (/"r., — /„r<') — e’w„) : : »o : »,>. (2!l) 

!i. Wir haben im Vointehenden gerade Linien durch Puncten-Paait: und 
ElH'uen-Paare bestimmt und für die.s<‘, was die t'oonlinateu-Bestimmung ivell 
llUsst, auch conjugirte imaginüre Puncte luid Ebenen genommen. Wir kön- 
nen alx'r auch, worauf wir hier nicht eingehen, imaginürej Linien durch 
ihre imaginilre Oxirdinaten in die Betrachtung einfflhren. 

10. Wir können endlich ilen sechs («xirdinaten tfer geraden Linie, sei 
es, dass wir diesellje als Strahl «xlur als Axe betrachten, eine allgemeinere 
Form gellen, wenn wir die Puncte und Elienen, von welchen wir ilmi t'on- 
struction abhängig gemacht lialxm, statt, wie bisher, durch drei Cixmlinaten, 
nunmehr durch vier Cooixlinaten, in der bekannten Weise, liestimmen. Wir 
wollen demnach für die CiMirdinuten der früheren Ixiden Ihmcte und Ix-iden 
Elienen : 



H 



y, T. 
t. II, r, w. 




T , 
ip' 









z , 




y\ 


mit 


X 


y 


, 


x’ 


y : 




r » 


T * 


t * 


T * 


T » t' » 


und 


/. 


Uy 


r. 


/', 


u\ v\ 


mit 


t 


U 


V 


/' 


u r' 




IV* 


Ü* 


w* 


fr» 


ir' » «•' ’ 



zu vertiiaschen. Nach dieser Vertauschung erhalten wir l'ilr die Bestim- 
mung der geraden Linie die Strahlen-L'oordinat(>u: 

(j-r'— a'r), (yt’— y'r), (zr'— z'r), (yz'—y'z), (j'z — .rz'), [.ry' — .ry) (30) 
und die Axen-Coordinaten : 

(«)/ — ur), (t'p — /r’l, {tu — /'«), (tw — /V), {uir — u>r), (rn: — rV), (31) 

wo wir in der ersten Bestimmung den Factor in der zweiten , 

fortgelassen hals»n. 

Zum Behuf der geometrischen Fonatruction der geraden Linie, die wir 
in den vorliegenden Untersucliungen als Bumnelement betrachten, mflssen 
wir von ilnvn (’oordiimten zu den vier Constanteu, von denen sie in allen 
Fällen abhängt, zurückgehn, llieiv.u bieten die neuen Ausdrücke für die 
Coonlinaten eine grössere Anzahl von t'onstanten, über die wir frei ver- 
fügen können, und hierin liegt, aljgi-sehen von der grös-seren Symmetrie, 
ihr Vorzug .vor den Coordinaten (5) und (12). 

11. Zur Erleichterung der Anschauung wollen wir Alles, was auf die 
Construction einer geraden Linie in der doppelten CüonUniiten-B(>stinimung 
Bezug hat, übersichtlich ziisainnieiistellen. 

Wir wollen für die drei Frojeedionen der zu bestimmenden geraden 
Linie auf VZ, X Z, ,\ )' die folgenden (üeichungen nehmen: 

hy = sz + «J, 

//.r = rz -h «, 
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1/ 

Fi^ur 1. 

Sie seien iu der lx;igeffl{iten Fipir (1) dureli die Linien ftK, F(i, /// dur- 
(ffstellt. Die Gleiehunfjen der drei F^^nete, in welchen dic“selbe f{era<le I^inie 
die Cüonliuiiten-Kl)enen schneidet, seien: 

!u — t/r K, 

h — pV + 3T, 

l„i — qt = 

Die drei Pimcte, welche auf den di’ei Projc'ctionen HE. FE. /// liegen, 
sind .1, F, C. Die Ownlinaten eines beliebigen Punctes .1/. welcher auf der 
geraden Linie liegt, sind: 

.c — ,1/p, y _ ,!/(>, z = .}//{, 

die drei Coordinuten einer beliebigen EIk'iic T C l welche durch die gerade 
Linie geht : 

_ 1 _ 1 , _ 1 
ör’ nv oj- 

Wir können die Coordinaten der drei Puwte .1, R, C in doppelter Weise 
Itestimmeu; einmal au» ihren Gleichungen, das andere Mal aus den Glei- 
chungen der drei Projectionen RE, FE, ///. indem wir in dens4dben die 
Ix'zilglichen Punct-t'oordinaten gleich Ntdl setzen. -4uf diese WeLse kommt: 

l’lac kfr, Grvmclfie. O 



Digitized by Google 




10 



; — l.\ — na 



+ 1= 



\y 



ß 



(' 



a,i = 01 

UH — OE 
Eß ^ OH = 



- + 






■ _ on • - 



I 

31 

IP 



9 

r’ 

+ ’’ 
^ Ar> 

a 



<t 

As’ 



Fr 

ßC _ OE = + ''''= + 

W ‘ 



+ A’ 

e 

A" 



(32) 



Elnniso können wir die (.'oordinatoii der drei l’rüjeetioiien DE, FG, ///ein- 
mal aus ihren Gleiehungen, das andere Mal dadmili bestimmen, dass wir 
in den (ileiehnnfien cler auf ihnen liependen Pnnede ß, V die bezflp- 
lichen Linien-CiHmlinuten pleuh Nidl setzen, and ei’halten so: 



DE 



FG 



/// 












I 

OE 

1 

OD 

1 

OC 

1 

OF 

1 

Ol 

1 

OH 



A 



e 

Ar 



P 

(O 

tp' 

X 

r 

i'i’ 



n + I 



(33) 



Ans der vorstehenden Zusammenstelhmp leiten wir hier nur noch die f'(jl- 
penden Relationen ab: 

-I- ^ = -I- ~ — tanp OEZ, -f ^ — taug FGZ, 



taug ßOZ. 



(34) 



= tanp .iOZ. -I- _ i 

hQ // ^ ' ha p 

12. Die ('«xn-dinaten eines Piuietes und tlie C(M)rdinaten einer Ebene 
andern sieh, wenn die (Joonlinaten-Axen, welche ihre pwimetri.sehe Con- 
•stmetion vermitteln, ihre Lapi? uiid Riehtunp andern. Die alten Coordina- 
ten sind lineare Functionen der neuen, die als (.'onstanten diejenigen Grössen 
enthalten, durch welche die Lage des neuen C'oonlinaten-Systems pepen das 
alte Ix-stimmt wird. Ein Gleiches gilt für die C(x)rdinaten der geraden 
Linie, sei es, dass wir di(*sell)c als Strahl (xler als Axe Ixirachten. 

Wir wollen mit den Strahlen -tVxirdinaten , für welche wir die sechs Grössen : 
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.j — j'. y — y, : — r', — y'z, a'i — xz', xy — xy, 

nehmen wollen, be}»innen. Nach einer jwrallelen Verschiehiuin der (’oordi- 
naten-Axen bleilien die ilrei ersten C'oojxlinaten unverändert. Wenn wir die 
Coordinuten des neuen Auf'anf<8puncte.s durch x«, yo, z" l>e/.eichnen und zur 
Unterscheidiuig die neiten Ooordinaten-Werthe in fetter Schrift .schreiben, 
ergibt .sich: 

(yx— y'z) — (yz'. — y'z) + y"(z — z') — r»(y— /), | 

(x'z — xz') — (^'i — Jr') — .r*(r — z') + — x’}, l (;55) 

(x y' — x' y ) — (xy — xy) + j-" (y — /) _ y« (.r _ ,t') . j 

und hieraus: 



(yz—y'z) — (yz'_y'z)_y<.(2 — *') + ro(y — y'l, j 
(.r'z — xz') =- (x'z — xz') + J-"(z — z') — z"(x — x'), l (.36) 
(xy'—xy) = (xy' — x'y) — .i-«(y— y') d-y^ix — x'l, | 
wobei (x—x'), iy—y), (z — z') identisch sind mitfx — x'). (y — y'), (z — z'). 
tVenn wir für die urspi-Onglichen Coordinaten r, s, o, q, tj nehmen und die 
entsprechenden neuen C’oonlinaten durch r, a', q, >/ i>ezeichnen, erhalten 
wir aas den letzten Gleichungen unmittelbar: 



r = r, s •= s, 
ti - ff' + y“ — z^x', 
o = p' + .»■“ — z“r', 
y = >/ — .r"f' + y“/. 



(.37) 



13. Wir können den Uebergang von einem Coonlinaten-S3'stem zu 
einem anderen, in welchem die Richtung der Coordinaten -Axen eine ver- 
schiedene ist, in drei einzelne Schritte zerlegen. In dem einfachsten Falle 
zum Beispiel, wo ein rechtwinkliges Coordinalen-S^'stem A'J'Z durch Drehung 
um den Anfangspunct irgend eine andere Lage .1" I" Z' annimmt, wollen 
w'ir erstens das urspröngliche Coordinaten -System Xi'Z um die A.xe HZ 
so (liehen, dass die Coordinaten -Ebene XZ, nach der Di-ehung, durch die 
der Lage nach gegebene neue Axe G/?' geht. Wir wollen zweitens, nach 
vollbrachter Drehung um <>Z, das Ckxirdinaten- System um die Axe HY in 
ihrer neuen Lage .so drehen, dass in der Ebene XZ die beiden Axen HZ und 
Zusammenfällen. Dann bleibt drittens nur noch übrig, dasSjcstem um 
HZ' so zu drehen, dass die beiden Axen HX und HY, die durch die beiden 
ersten Drehungen in die Cixirdinaten- Ebene X' Y' gebracht .sind, mit HX' 
und HY' zasammenfallen. Die drei Drelmngswinkel , von welchen die Lage 

2 * 
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iler neuen Axen gefteii die ulten liestimint ist, treten :ils Coastante in den 
be/üfjliehen Venvaiidluntjsl’orineln der Coordinäten des I’unetes, der Eb<»ne, 
der (»eniden Linie auL Wir wollen diese Winkel ein für allemal in dem 
Sinne rechnen, wie dieses l>ei den Drehungsmomeuteu zu (Geschehen i)Hegt, 
d. li. von 0.\ niieh Ol’, von OV nach OZ und von OZ nach 0.\. 

Wenn OZ seine Lage hehftlt, wiVlireud in der Et)ene XI' die landen 
Axen OX und oy sich Miehig um OZ drehen mul in ihrer neuen Lage 
OX’ und Ol" zwei Winkel « imd «' mit OX in der ursprünglichen Lage 
bilden, so erhalten wir zwischen ileii alten Punct -Coordinäten .r, //, z und 
. 1 -', y. z' und den neuen, die wir duR'h x, y , z und x', y’, z' lK.-zeichnen wollen, 
die Ibigendcn llelationen; 

■f — X cos « + y c<vs K. 

.r' = x' cos « + y' cos 
y = X sin n -f y sin 

y - x' sin « -f y' sin n, 

1 = 2 . ;' = z', 

und hiemus 

{.)• — j’) -= (x — x') cos i, + (y — y') cos 

(.//— y'l «= (x — x') sin n -f (y — y'j sin 

(r — i') = (z — z'). 

(yz' — y'z) •= — (x'z — xz') sin « + (yz' — y'z) sin 

(.f'z — .ir') — (x'z — xz') cos « — (yz' — y'z) cos«', 

(,ry — .r'y) — (xy' — x'y) sin ü. 
wenn wir der Kürze wegen 

«' — « ü 

setzen. Nehmen wir .statt der sechs Stnihlen- Coordinäten in den beiden 
Systemen die fflnl' C4x>rdinaten r, s. a, q. y und /•', s, a, q, y, so erhalten wir 
aus den voi-stehenden 01eicliung»m ünmittelbar die entspr(?chenden : 
r ^ r cos « d- s cos «', 

,v _ r sin « + s' sin «', 

ff — g' sin n -f o' sin «’, 

p — p' cos « -t- u' cos «'. 

y mm y sin it. 

Wenn inslwsondere auch die neuen Axen OX' und Ol" auf einander senk- 
recht stehen, kommt: 
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— i;j — 



— r cos n — s sin «, 

s — r sin « + s cos n. 

ti — = (/ sin « + «' cos (i, 

{> “= p' cos « — ff' sin <t. 

>/ — »/'• 



( 40 ) 



Wenn wir, statt die beiden Axen <>.\'und OJ' 7,11 drehen, die beiden Axen 0.\ 
und OZ in ihrer Ebeiii? lun O drehen und durcli / und y die AVinkel bezeich- 
nen, wel(4ie diese Axen in ihn-r neuen Lage O.V' und OZ' mit OZ in der 
ursprünglichen Lage bilden, so erhalten wir, um die sechs alten Strahlen- 
Coordinaten durch die neuen auszudnlcken, durch blosse Buchstaben Ver- 
tauschung aus den Gleichungen (d8) die folgenden: 



(.r_.r') = 
{y—y) - 

(r-f) = 
{yz—yz) = 
(.r’:— rr') = 
{xy—xtj) = 



(x — x'l sin / (z — z') sin y, 
(y-y'L 

(X — x') cos y -b (z — z') ISIS y, 

(yz'— y'z) cos y — (xy' -x'y) cos y, 
(x'z — xz'j sin 4t’, 

(yz' — y'z) sin ;• -b (xy'-x'y) sin •/, 



( 41 ) 



wonach fenier 



wobei wir der Kürze halber 

y — y-^ 0' 

gesetzt haben. Hienuis ergibt sich, wenn wir wiedenun zu den fünf Strahlen- 
tk)ordinuten fll>eigehen : 

r' sin y' -b sin y 

r' cos y' -b cos y ’ 
t 

r cos y -b cos y ’ 
d CO« y -b V cos y 
r cos y' -b cos y ’ 
e' sin a' 

r cos y -b cos y ’ 
a sin y -b ü' sin y' 
r cos y' -b C0.S y ’ 



l = 



sin it . 



( 42 ) 



Wenn insljesondere die neuen Coordinaten-Axen OX' imd OZ' auf einander 
senkrecht stehen, verwandeln sich die voisitehenden Gleichungen in die 
folgendtm : 
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/ COS y -|- «in y 
— r sin y -{- cos y ’ 



jt 



<y 

y 

V 

Q 



t 

— r sin y -j- cos y 
<j' cos y — rl «in y 

— r sin y -f“ <-‘<>8 7 

_ 

— r' sin y -f- cos y 
<y' sin y H“ »?* cos y 

— r »in y + cos y * 
P' 



( 43 ) 



s $ I 

AVeiin wir die Axen <IY und OZ um <>X drehen, so crhulten wir die 
entsprechenden Verwiindlunffsfonneln uniuittelhar durch Buchstaben -Vertau- 
schung, nicht nur für den Fall der sechs, sondern auch der ffl n f Strahlen- 
Ckxjrdmaten , wenn wir, was letztere betrifft, von den Formeln (42) aus- 
gehen. Damm erscdieint es unnüthig, die neuen Formeln hinzu.schreil>en. 
Indessen Ist zu bemerken, dsuss hei dieser Vertaaschiuig die Drehung von OZ 
nach <H' gemdmet wird, also in demsellien Sinne, wie der Winkel, des.sen 
trigonometrische Tangente in den Grund -tileichnngen (1) mit s bezeichnet 
worden ist. Soll sie in dein oben festgestellten Sinne, d. h. im Sinne des 
Drehungsmomentes um 0.\, genommen wenlen, so ergibt sich die Ziirück- 
führung damuf .sogleich. 

14. Wir können auch direct von den fünf Strahlen-t.'oordinaten in dem 
ersten Systeme zu den fünf Strahlen-Goordinaten in dem zweiten übergehn. 
Rs seien r, .v, p, o, die Goordinaten einer geraden Linie in dem ersten 
Coordiiiatensysteme, dann sind: 



.«• = n -b p, j 

’J = *- + ». I {-14) 

ry — sx = 11 . I 

die Gleichungen ihrer drei Projectionen. Sind r, p', o', r{ die Goordinaten 
derselben geraden Linie in dem zweiten Goordinaten.systeine, so sind die 
Gleichungen ihrer drei Projectionen in die.sem Systeme: 

X = r'z + p', j 

y = »’z + o, l (45) 

r'y — sx = j;'. | 



Sind die neuen Goordinaten- Axen den alten panillel und betrügt die A'er- 
schiebung nach OX, OY, OZ liezOglich .!•*, y“, so ist: 
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X = j>, y — Ij — If. Z “ z—z". 

Hiernsicb venvaiulcln sidi di*- lotztcn (lrt*i (ileithiiiigun in: 

■r = r'z + (p' + r’ — /r), 
y = sz + (u' + y» — /:»). 
ry — s'x = »/ + r'y" — /.r“, , 

und diirnit diesu Oleidumgwi mit dun tilfichiingun (4-1) iduntisrii werden, 
ergibt sich, wie in der Nunimer 12. (d7): 

/■ = r , s = .v'. 



■ <i =- <j' -f- y» — x'z“. 

V “ >i + r'y' — .v'j-». 

Drehen wir, wie in der Id. Xuuinier, die Axen O.V nnd O F in ihrer ElKMie 
um O, so gehen die ersten lieiden (ileicliungen (44), indem wir 
I = z, 

.!■ = X cos e -f y cos 
y — X sin « y sin «' 

.setzen, in die folgenden Ols-r:’ 

X w>s « + y cos «' = /’z + (?> 

X sin n + y sin «' = .vz + <i. 

Aus diesen (ileicliungen ergelien sich, wenn wir wiederum «' — « l^ setzen, 
die folgenden : 

r sin «' — s cos ft' p sin — tf cos «' 

* “ ■ «. • z + ■ „ 

8111 4t ' Sin 0 

r sin « — Ä cih* c p sin a — n cos « 

^ sin » ^ sin 0 ’ 



welche, wenn wir sie den Iteiden ersten der Oleichungen (4.')) identisch .setzen, 
die folgenden Kelationen gelnm: 

r sin it = /• sin ci — .v (os 

— .v' .sin il =• ;• sin « — s <os a , 

Q sin it =■ y sin k — « cos 

— n sin it = y sin « — « cos «, 

und hieraiLs folgt, in UelH-reinstimmung mit den Oleichungen (iW): 
r = r cos « + / cos 

s — r' sin « + •'* sin 

y = y’ cos « -f <i' CO.S «’ . 

i; = y' sin « + »' sin 
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mul 



»/ = »/ sin il. 

Auf gleiolif Weise la.sseii sich die Formeln (42) ahleiten. 



15. Wir können in Folge der Pro]»ortioneu (19) aus den entwickelten 
Fonnoln fflr 'die Verwandlung der Strahlen -Coordinaten einer gegeljenen 
geraden Linie sogleich die Venvandlungsfünueln für die Axeu-Coordinaten 
deisu-llmi ableiten. W'enn wir die Axen-Coordinaten in dem ursprünglichen 
Sy.stenie mit: 

/'. y. -T. X, C.J. 

in dem neuen Systeme mit: 

//, <i , a , X , f./ 



Ix'zeichnen, .so ist: 



/' = 


a 


1''. “ 


a 




9 


= 


e' 


'i = 


v’ 


»/' 




$ 


• 


s' 


.T = 


n ’ 


-T 


>i' 




r 




r 


X 


~ <l' 


X * 


'( 


<kJ = 


1 


f.}" = 


1 



Wenn wir hieniach die Hichtung der Cooiüinaten- Axeu Ixdlx-halten uud den 
Anfangspunct in irgend einen Punct (a", y", z") verlegen, .so gelx-u die 
tileichungen (37): 

' 1 — je”*' — y"*' ’ 

g'+x"a + z"x' 



.T 

X 



Tt* 



1— jr®a' — y'^se' ' 
x' 



o' 



(4G) 



Wenn die Axeii (iX und <tY so in ilirer Ebene gedreht werden, dass sie 
in ihrer neuen Lage mit O .V in der ursprünglicheu Lage die Winkel n und n 
bilden, .so geben die Gleichungen (39): 
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// » 



7 “ 



V. “» 



p siu «' — q siu « 
sin 

q cos n — p tos a 
sin 9 

7t’ Hin «' — X siu a 
sin d 

x' cos « — Ä tos tt 
sin ^ 



M') 



ö* 

~ sin ^ 

Wenn wir emlliclt 0\\ und 0% in ihrer KI>ene um O di*ehen, st> gel)en, 
unter Beihehaltunj^ der frfthereii Bezeielinun^, die Gleichungen (42): 

// tos y — tos y 

— // sin Y + sin / * 

q’ sin 

^ ^ p‘ sin y + *«in y 

n 

.T = . . , » 

— p Sin y + sin y 

X sin / — w' sin y 

— // siu y + sin y' 



(•> 



m' 

— p’ sin y + sin y 



Ueber Gomplexe uud Congruenzen im Ällgemeineu. 



Iß. Wenn 

(I — •>■') : (a—y) ; : (i'-'—y'i) 

= (wp’ — Hr)-.{fr — lr):{lu — fu): (/ — t) : (« — u) ; (p — r'), 

so gühören ilie Stnihlcn-Coordiimteii: 

(t— . i'), {y—y). {z — :). iyz—y':), (.i'r — . 1 (.ry— .t'y) 

und dk* Axen-Coordinaten: 

{uv — ur). {t’v — fr), {tu — tu), (/ — t), (« — «'), (p — p') 
derselben geraden Linie an. Folglieh sind es aueh dieselben geraden 
Linien, deren Strahlen- und Axen-Coordinaten die folgenden l>eiden (tleiehun- 
gen befriedigen ; 

A’((.p— j"). (y—y)- (z—z). {yz—yz). (.?'r— .r:'). i-ry—ry)] Si. — 0. (1) 

A’[(«p' — u'v), (t'v — fr), {tu — t u), (/— 0> (" — "’)• (*■ — “■ (2) 

wenn /’ dieselbe homogene Function der jedesmaligen sechs 

Würkfr. CvwmHri«. 3 
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(’ooriliniiten bezeichnet. Wir.safjen, dass die (iesanuntheit aller fremden 
Linien, deren C<M)rdinaten solche homof;ene tileichuiigen Ixd'riedigeu , einen 
Complex bilden. Wir untemcheiden Linieuconiplexe nach ihrem Grade n, für 
welchen wir den Grad ihivr Gleichnnfjen nehmen. .Jede Linie des Gomjdexes 
kaiui als Strahl oder als Axe aiifiesehcn werden; diulurch wird die zwi(>- 
fache Art iHHÜnfrt, einen Linieucouiplex durch Gleiclmn};en gleichen Grades: 
JI. = 0. - (t, 

die unmittelbar fregenseitifr aus einander folgiii, darzustellen. 

17. ln dertileitdumfrll), weli he die allfremeine, hoinofrene des »"* Grades 
sein map, sind die Linien dc*s Complexes dui'ch irpend zwei ihrer Puncte 
(.r. y. ;) und(y, y', :') bestimmt. Uetnichten wir einen dieser Puncte (.»•', y', r') 
als pegelxMi, so stellt dieselbe Gleichunp (1) — indem wir .r', y’; r' als coii- 
stant, 4', y, i alx>r, wie bi.sher, als vei-ilnderlich anseheu — miiunehr nur 
iKxh solche perade Linien dar, die- durch den pepebeuen Punct pehen imd 
also eine Ki^eltlilche der (h'dnmip bilden, die in diesem Puncte ihren 
Mittelpnnct hat. 

1 S. In der Gleichunp (2). welche wir wiedernni für die allpemeine homo- 
pene (ileichunp des Grades nehmen wollen, werden die Linien de-sselben 
Complexes durch irpend zwei Ebenen (/, «. r) und (/'. u'. r") Ix'stinunt. weh-he 
in ihnen sich sihneideu. lletrachten wir eine dieser EIxmen, (/'. c'), als 

pepelx-n, so stellt die Gleichunp (2), die bisher den Complex darstellte, nun- 
mehr — indem wir f", r als (smstant, f. «, r alx‘r luxh als veränderlich 
l)etracht^n — nur n<x-h .solche Linien des Coni|)lexes dar, welche innerhalb der 
pegelwneu Ebene liepen und also eine Cun'c ii'" blasse in derselben umhflllen. 

1!). Wir halxai in den voripen Ixäden Xummeni die folpenden Sfltze 
liewieseu : 

In einem- Complexe des «"“Grades bilden die Linien, welche 
durch einen gepebenen Punct des Haumes pehen, eine Kepcl- 
flaehe der «"' Ordnung. 

In einem Complexe des «""Grades umhftlllen die Linien, wel- 
che in einer gegebenen, den Raum durchziehenden Ebene liepen, 
eine Curve der Classe. 

Diese Ixnden Satze enthalten , jc-der tilr sich , die allgemeine geometrische 
Definition eines Liniencomplextsi des «"“ Grades. Einer der landen Sätze ist 
eine uoth wendige Folge aus dem andern. 

Wir können hiernach die Linien eines Complexes in doppelter Weise 
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zu.sunimenj^nippii'eu; fiiinial so, «lass sie Kej{elflileheii bilden uiiif jtsler Punct 
des Raumes Mittel]>ijuet einer solchen Kejielflftclie ist; das andere Mid so, 
dass sie Cunen umhfllleii und jede den Raiini durchziehende Ebene eine* 
solche t'urve eiithillt. Der lirad des l'oinplexes ist sowohl die Ordnung der 
Keg<!ltläche‘, als auch die ('lasse «ler ebenen Our\'e. Daher kann ein Linien- 
coniplex «"* önules auch als ein Com))lex von Kegelllächen Ordnimg luid 
als ein Complex von ebenen Curven n'" (.lasse angesehen werden. 

"iO. Diejenigen Ijinien zweier gegebenen (.'omplexe, welche Zusammen- 
fällen, bilden eine Congruenz. Ihre Coowlinaten l>efriedigen ghüchz«‘itig die 
(ileichungen ladiler t'omplexe, die wir, liei der Anwendung v«m fönf Stralden- 
Cooixlinaten, durch die allgemeinen Oleichungen: 

a. ■= 0. — 0, (:i) 

liei der Aiiwemlung von fünf Axen-Coordinaten, durch 

</>. — 0, '1*, — II, (4) 

wobei m und « den Orad der beiden ('omplexe bezeichnen, dai-stellen wollen. 

Diu-ch jeden Punct des Raumes gehen m « gerade Linien einer Con- 
grnenz, welches die Durch.schnittslinien zweier Kegel der m. uiul u. Ordnung 
sind, ln jeder den Kaum durchziehenden El)ene liegen mn gera<le Linien 
der Congruenz, weiche die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Cun’en der 
m. und n. (liisse sind. 

Die Linien einer Coiignienz gehören unendlich vielen (’omplexen an, die, 
wenn wir durch i« einen unliestimmten Coefficienten liezeicimen, silinmtlich 
fhm.-h die Olcichung: 

-1- (i-/», = 0, (.0) 

ofler dimdi die Gleichung: 

-f !«■'/>, = II (tl) 

dargestellt wenlen. Wi'r sagen, da.ss alle solche ('omplexe eine ‘zweigliedrige 
Gruppe von Complexen bilden. .leile der letzten Gleichungen, welche 
eine .solche Gruppe darstellen, i.st da.s Svmlxil einer (longnienz, in gewissem 
.Sinne die Gleichung derselben. 

. 21. Die Congnienzen classificiren sich nach «ler Anzahl ihrer Linien, 

welche durch einen gegebenen Punct gehen, oder welche in einer gegebenen 
Ebene liegen. Diese .\nzahl ist in dem Vorstehenden: 

m n k. 

Alle ('omplexe, denen eine gegi'bene Congruenz angehört, sind, im Allgemei- 
nen. von gleichem Graile. Wenn aller diese Complexe nicht die allgemeinen 

. • 3» 
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iliivs Gradi^smd, kann iint^r di'nselln*n siidi einer befinden, deeisen (irud 
peringer Ist. Difs findet Statt in dem Falle <ler Oleiehimpen (ä) iinil (b), in 
welehen, wenn *»>«, der Grad der Gomplexe im Allgemeinen m ist, aber 
fflr den besüiideren Falt, dass fi nnendlieh giDss wird, auf « sich reitiu-irt. 

Ks bilden 'die t’ongnienzeii, in welchen die Anzahl der Linien, welche 
durch eineu gegelieneu Pniud g(>hen oder welche in euier gegebenen Ebene 
liegen, k Indrilgt, so viele etxn'dinirfe Arten, als die Zahl k sich in Factoren 
m und H zerlegen lilsst; also nur eme einzige, wenn k eine I’rimzahl ist. 
Daher l)ezeichnen wii' die Art der Gongruenz ilurch das Symtx)!: 

['"• "]• (<) 

22. Die Strahlen- ixler Axcu-Cooitiinateii derjenigen Linien, welche 
dreien Gomplexeii zugleich angrdiören, befritKligen gleichzeitig die entsprechen- 
den Gleichungen der drei Gomplexe, die wir diiitdi; 

- 0, .‘i. ~ .O = 0, («) 

oder duivh: 

</<„ -0, - 0, = 0 (!l) 

darstellen wollen. Sie sind dadurch dreien Bedingungen untenvorfen. Da 
eine geinde Linie durch vier ihrer fünf Gtwrdinaten bestimmt ist, so folgt, 
dass jede dieser Gooixlinaten Function jeder der drei anderen, (xler, was das- 
.selbe ist, jrnle dieser Grsjrdinaten Function einer beliebig angenommenen 
VerUnderlichen Lst. Nehmen wir für diese, siiiltern Entwickelungen vor- 
greifend, die Zeit, so Lst dimdi da.s Vorstehende au.sgesprochon, das-s die 
Irezflgliche genide Linie, wenn wir die Zeit sich continuirlich ilndern la.ssen, 
eine Fläche erzeugt. Eine .solche Fläche, die durch die Bewegtmg einer ge- 
raden Linie eraeugt wird , wollen wir — die triviale Bezeichnung als- wind- 
schiefe Flä<-he venneidend — eine Strahlen- oder Axenfläche nennen, und, 
indem wir diesfe Ansdi-ücke als synonym betrachten, eine solche Mäche auch 
al-s Linienfläche bezeichnen. 

Die zusainmenfallenden Linien dreier Gomplexe bilden eine 
Strahlen- oder .■Vxenfläche. 

Die Strahlen- oder Axen -Fläche gehört gleichzeitig allen Gomplexen an, 
welche, wenn g und g' unbestimmt«- Goeflicienten bedeuten, durch je«le der 
I leiden Gleichungen : 

ll. -f g/2. -f g■.'^, - 0, ■ (10) 

+ g</<, -t- g'</<, — 0 (11) 

dargestellt werden; sie gehört jeder Gongruenz an, die durch irgend zwei 
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dieser Coraplexi- bestimmt winl. Wir sagen, diiss silmratlielie l'omplexe, wel- 
elien eine gegebene StnililenfliU-he angeliört , eine diireh jfsle der beiden vor- 
stehenden lileicdmngen dargestellte, dreigliedrigeConiplexgruppe bilden. 
Wenn wir und .'ä, als Fuuetionen der fünf Strahlen-t'oordiiiaten 

Ijetniehten, sü erhalten wir die Gleichung der Stralüenllilche in 
Punet-L'<Kjrdinateii .r, y. wenn wir /.wischen <len drei Gleichungen (K) unil 
•len folgenden drei Gleichungen: 

fj — rij — .v(i, 
a- = rz -1- f>, 
y = »•: + « 

die fünf Strahlen -l'oordinaten eliininiren. Die resultirende Gleichung in x, y, z 
ist im Allgemeinen vom tirade imny. 

Wenn wir >/>„, '1», als Function der fünf Axen-Ccsuxlinafen y. y, .t. *. w 

betrachten, .so erhalten wir die Gleichung der Axenflüche in Plan-Coordinuten 
I, 11 . i>, wenn wir zwischen den drei Gleichungen (!)) und den folgenden 
drei Gleichungen: 

(o = yx — y.T, 

/ = yr + .r, 

u — yr -f- X 

die fünf Strahlen -t'oordinaten eliminiren. Die resultirende Gleichung ist im 
Allgemeinen vom Grade 'Immj. 

Sline Strahlen- oder Axenfläche ist ini Allgemeinen von 
gleicher Ordnung und Classe. 

Strahlen -Flächen einer gegebenen Ordnung und Cla.sae oidnen sich in 
vemhiedene c<xjnlinirte Arten. Die.se Arten ergeben sich durch den Grad 
der die Fläche lx>stinimenden Complexe. Bezeichnen wir Ordnung imd Cla.sse 
der Fläche diurh 2Jl, so ist die Anzahl solcher .\rten gleich der Anzahl der 
möglichen Zerlegungtm von i in drei Factoren. Nehmen wir m, n, y für 
irgend di-ei .solcher Fimtoren , so können wir die Art der Fläcdie näher durch 
das Symbol; 

r«, u, y\ 

iHizeichnen. 

23. V ier Complexe haben nur eine endliche Anzald von Linien gemein. 
Wenn der Grad der vier Complexe bezüglich m, «. y, h ist, so lyeträgt diese 
Anzahl : 

'Irnnyh . 
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wil' sich iininittelllur cr;'il)t, wenn wir zwischen den vier (ileichunjicn der 
(’(imi>lexe und der (ileiclnnif;: 

>j ■= i'it — so, 

oder hezüiilich: 

(.) = /»X — // .T , 

die ftlnf ('(xn'dimitenwertin* l)estiinmen. 

24. Et)ene L'nrven wenlen entweder diiivh ihre Pnnct«> oder durcli ihre ■ 
’ranj>enten lH‘stiinint. Zwei .solcher (.’iirven hal)en eine pewis-se Anzahl von 
DiirciischnittspHncten und von tremeinschnfllichen TanK»“nten. Gehen wir von 
den landen Dimcnisionen der Elanie zu den drei Dimensionen des llaunies 
nher, so erhelM'n wir uns von ehenen Gurven zu Flächen, die entweder durch 
ihre Puncte (xler durch ihre Tungeutialeheiien l>estimint werden. Zwei 
Flächen schneiden sich in inner räumlichen Curve und werden von einer 
Ah Wickel im<;sfläche umhüllt; drei Flächen haben eine gewisse Anzahl von 
Dnrchschnittspuncten und ;remein.sehaftlichen Tanfientialcbenen. Von Flächen 
steififU wir zu C'oin])lexen auf, welche aus fieraden Linien liestehen, die wir 
einei-seits als Strahlen, anderereeits als Axen betrachten können. Die ge- 
raden Linien, welche in zwei t'omplexen Zusammenfällen — in welchen ge- 
wi.ssenna.s.seri die beiden l’omplexe sich .siJmeiden — bilden eine Gougruenz, 
diejenigen, welche dreien Gomplexen zugleich angehören, eine Stmhlen- laler 
Axenhäche. Vier Gomplexen zugleich ents])rieht nur eine gewi.s.se Anzahl 
von Strahlen (xler Axen. 

Es gibt eine Analj’sis zweier veränderlichen Grössen, die sich in der 
Ebene, eine .\nalysis dreier Veränderlichen, die sich im Raume bildlich dar- 
.stelleii lässt. Die Analysis von vier Veränderlichen findet ihre bildliche Dar- 
stellung, wenn wir diesen Veiänderlichen die Bedeutung von Linien-Goor- 
dinaten gelK-n. 

2.Ö. Hiermit ist für die Entwicklungen des vorliegenden Bandes die 
Gränze gezogen. Aber der Weg zu neuen Verallgemeinerungen Ist angebahnt. 
Wir können zu den vier unabhängigen Goordinaten der geraden Ijinie noi-h 
eine fünfte hinzufflgen. Hier bi^egneu wir wiciler c(K)rdinirt<ai Beziehungen, 
dem entsprechend, dass wir die gerade Linie einmal als .Strahl, das andere 
Mal als Axe lietrachten. Wenn wir in der ersten Auffassung zu den vier 
Goordinaten einer geraden Linie als fünfte Goordinate ein der Gnösse nach 
gigel)enes Segment nehmen , da« wir auf der geraden Linie entwcsler beliebig, 
oder von einem gegelH'iien Puncte aus, auftragen, so hat>en wir dadurah 
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ein«!, Kraft lastimnit. Ihre fünf Coonlimiten sind ihn* liitensitiU uiul die vii*r 
Stralilen-tVMmliimten di*r jieruden Linie, nach welcher sie wirkt. Die Sym- 
metrica nnd Einfachheit der Dai-stellimg verlangt, dass wir auch hier, statt 
der vier imahhangigi*n Strahlen-foordinaten , die filnf t'oordinaten /*, .v, (». ir. »; 
nehmen, zwischen welchen die Uelation hesteht, da.ss: 

1 / •=■ ra — .vy. 

nnd die wir aus den .sechs roordinuten der geraden Linie dadurch ahleiten, 
das.s wir eine derselben in die fünf anderen dividireii. Wir haben aber 
Ijereit.s beiläufig heiworgehoben, dass diese sechs (.'oordimitcn die Projectionen 
.1 . .V, Z eini*r iH'liebigen, nach der geniden Linie wirkenden Kraft auf dii* 
Eoonlinaten-Axen und die* do|)[)(*lten Momente /.. .1/, .V dieser Kraft in Ile- 
ziehnng auf dieselben Axeii btslenten. Wenn die (ii’ös.se der Kraft gi*gelx.*n 
ist, so sind diese sechs (Irfissen, zwischen welchen die Helation: 

. /, + y. M j ,V — 0 

fortbe.steht , als die sechs t'oordinaten der Kraft zu iKÜrachten. Die- 
sellcen t'ixtrdinaten , welche für Strahlen nur ralative Werthi* erhalten, be- 
kommen für Ki'ätte alisolute Werthe. Strahlen- t'omplexe weixlen durch 
homogene fileichungen, Kräfte -t'omplexe durch allgemeine (ileichnngen 
zwischen den sechs Coordiiiat<>n dargestellt. 

So wie w'ir eine Kraft dini-h eine, als Strahl Ixdrachtete, gerade Linie' 
und durch zwei auf ihr liegende* l’uiicte darstellen, .so kramen wir eine Ho- 
tation (richtiger aasgedrückt, die andere Art von Kraft, welche eine Hotation 
heiTorl)ringt I durch eine als Axe bet nulltet«! gerade Linie und dun*h zwt*i 
durch die Axe gelegt,«* Ebenen «lai*st«*llen. Indem wir dann Punct-('cK>r«linaten 
mit Plan-t'<K)r«linat«*n und, dem entspr«*chen«l, Strahlen-f'tMmlinaten mit Axeii- 
t'cMmlinaten vei-taus«*hen, gtchi'U die sechs Kräfte-l'oonliiiaten: 

.V, r, Z, L, M, .V 

ütier in andere Aasdrücki*: 

.V. ?). 3. V. 91. 

zwischen welchen die Kelatimi: 

.\' *. S! -f 9) - 'PI -f 3 ■ = " 

lx*steht. Di«.*se scsdis Ausdrü«*ke Ix'stimmen eine llotatnai und sind als die 
sechs t'oordiniiten dieser Uotation anzaseheii. Sie mliu'iren .sich in 
Folge der letzten Uedingirngs-Oleiehung auf die fünf unalihängigen ('ooitiinat«*n 
dersellxni. Di«'selben C<Kmlimit«*n, welche für Axen nur relative Werthe besitzen, 
erhalt<!ii für Kotationen absolut«*. Homogene (ileicbungen zwis<-hi*n «len stx'hs 
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('oonliiiaten finer Rotation stollen Axon-Coiiiplcxe, nicht hoino(ieno 
Olwhunf'cn zwis<'hen «hiiscllwn Coorclinuton Rotationen-t'ornplexe dar. 

Willirt'iid alH>r Strahlen nnd .Vxen an und f'ör sieli identisch dasselbe 
sind, stellen sieh Knifte und Rotationen wiedenun eooitiinirt nel«‘u einander, 
analog wie Riinete und KlK'uen. Ibis Prineip der Reei|)roeit!tt tindet auf 
KrJVfte und Rotationen diesidbe Amveinhinf: als auf Ihincte und KlM'uen. Aber 
Aehnliches , wie Is'lin Uel>er}jan)je von den drei t'oordiuut«'U von l’uneten unii 
Ebenen zu den vier ( l<M)rdinat<‘u fjerader länien, tindi't auch dann Statt, wenn 
wir von den fflnf unabhflngij'en t'oonlinaten von Kräften nnd Rotationen zu 
den sechs uimbhän^en t'oonlinnten von Dvnainen Olx'rjjehen. 

Dundi den Ausdnuk „Dvnanie*’ haU“ ich die Umielie einer t>eliebii{en 
Bewifjini)! eines starren Systems, <«ler, da sieh die Xatnr ditNt-r Ursai-he, 
wie die Natur einer Kraft fllH-rhaupt, unseivm Erkirnnnugsvennöfien entzieht, 
die Rewefiiuin selbst: statt der Ursache die AVirkung, bezeichnet. Da Ixnde 
pro])ortioiml sin<l, kommt dies in diT mathematischen Dai-stellnnfi darauf 
hinaus, au die Stelle einer idealen Einheit eine concrete zn setzen. — Be- 
liebige Kräfte und Rotationen la.ssen sieh, wimn sie ghachzeitig wirken, in 
unen<Uich verschiedener Wei.se sowohl auf zwei Kräfte als auf zwei Rotatio- 
nen zuiAekführen. So können wir also eine Dyname in zwit‘facher Weise 
auffa.s,sen und iH-stimmen: einmal durch zwei Kräfte, divs andeiv Mal duiih 
zwei Rotationen, unil dein entsprwhend das eine Mal durch die ('(Huxlinateii 
zweier Kräfte, das andere Mal dun'h die tkiordhiaten zweier Rotationen 
darstellen. 

Die sechs C'oordinaten einer Dynanu* aber sind dieselben sechs (irftssen 

.V. r, Z. L. M. V, 

oder 

.¥, 3), 3, ^ W. 'Ji. 

welche uiLs urspnlnglieh zur Ih-stimmnng von geraden Linien gedient halxui, 
indem wir ihnen nur relative Werthe beilegten mul zwischen ihnen eine 
Ib'dingungsgleichung statuirten; dann zur Bestimmung von Kräften uml 
Rotationen, imlem wir ihnen, unter Vorau-ssetziuig der iH-schi-änk enden Be- 
dingungsgleichnng, absolute Werthe gaben. Dadurch, da.ss diese Betlingungs- 
gleichung forttällt, wenlen sie die roonlinaten von Dyimmen. Fftr eine 
gegebene Dyname erhalten die sechs Coonlinaft-n absolute Werthe, und um- 
gekehrt, wenn wir diesen Coordinaten Indiebige Werthe lieilegim, iH-stimmen 
sie in lineaivr Weise eine Dyname. 
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So wie in einer geraden Linie die IJeciproeitat zwischen Punet und Eliene 
iiufgeht, so geht in einer Dyname die Kecijnix-ität zwischen Kraft und Ro- 
tation auf. ln zwiefacher Coordmaten-Hestimmung können wir einen Linien- 
(.'omplex «lurch eine (lleielnmg chii>itellen, ehen.s«i in zwiefaciier t'oordinaten- 
Hestiinmung einen Dynamen-Coinple.v. Die Eigen-schaften beider Comple.\e 
sind in analogem Sinne dualistisch. 

In der vonstehenden Desiuction flher Cswrslinaten ist ein Mittelglied nn- 
lierOcksiehtigt geblielsen, betreffend denjenigen Fall, dass die sechs fraglichen 
Coordinaten der l>eschrilnkenslen Bedingung nicht unterworfen sind, wir den- 
selben aber mu' relative Werthe IxMlt^eil, und, tlein entsprechend, an die 
Stelle der allgemeinen (Heichungen, welche Dymimeu-Complexe ilnrst eilen, 
homogene Gleichungen treten lu-ssen. Dann entschwindet das sjiecifisch Mecha- 
niss-he, und, um mich auf eine kiii-ze Andeutung zu beschranken: t« treten 
geometrische Gebilde auf, welche zu Dynamen in dersellam Beziehung stehen, 
wie gerade Linien zu Krüften und Rotationen. 

In den Dynamcii linden die voisitehenden Betrachtungen ihren AbschliLss. 
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Die Liiiieii-romplexe des ersten Grades und ihre 
Conjiruenzen. 



» >• 

Die Linien -Complexe ersten Grades. 

2G. Wenn wir l'ör die allgemeine liomojreiie Gleiehuiit' des eiviten (tnules 
zwiseheii den .seeh.a Stnihlen-CVwilinateii: 

(.«■ — . 1 '). — U — {y:—y’z), (/r — . 1 :'). (‘y'—i'y) (1) 

<lie folfienden nehmen: 

.ll^—y) + my~y> + rt:—z') + /Hy:’—y':) + Ah’:—Jz') + flr/—yy)’~IK (■>) 
tun einen <-'omi>lex ersten Gmdcs ilarzn.stelleii, so erhalten wir ('leiehzeitig 
zur DiiiMtelhing desselhen Comi>lexes zwischen den Axen-Gitordinnten: 

(/ — /'). (« — «'), (r — r'), («<•' — «>), Wv — fr), (/«' — /«) (:i) 

die folgende Gleichung: 

/>(/ — /') 4- A’(k — «') 4- /’(<' — r') + .lli/p ' — «'(•) + ßlf" r — /r') -f — ( u) — 0. (l) 

Um von einer dieser heidcii Gleichungen zu tler anderen Olierzugehen , hal)en 
wir blos.s die Punct-Uoordinaten .r. //, z, y. z' mit den Plan-Uoortlinaten 
t, li, r, (, H, p' und zugleich ß. C mit ß, A', F gegen.«eitig zu vertauschen. 

Wenn wir .statt der .scclis CWmlimiten (1) und (.'!) liezOglich die fftnf 
Coordinaten : 

r, a, tf. y. »/ (.')) 

und 

/I, y. X. .T, f.» (ü) 

nehmen, gehen die Gleichungen (ä) und (4) nach der 2. und .3. Nummer 
nher in: 

.Ir -j- ßs -I- (' — ßa + A’y -f- fy = 0, (7) 
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und 

/>/< + A’y + /■’ — .Ix + //.7 “ ••■*) (><) 

27. Wir können die lieiden (ileieliniigeii (.1) und (4), welche densell)en 
t'omplex daivtellen, in folj^»ntler Wei.se entwickeln; 

( I + />' — K-) -r 

+ ( y? — F.V d /'-'ly 

-f ( /• -t- K.r - n,j) z 

- (,/y-l- = 0, (9) 

und 

( /> -t- Cu — //!■') / 

-i- ( Ä’ — /V -f .1(0« 

fff — ./(/) (> 

— (/>/ -i- Eu + Fv) = 0. (10) 

Wenn ersten.s (.t', //,z') ein gegeltener Punct i.st, und wir demnach in 

(9) x‘,ij,z als coastant, .r, y, ; als vt'ründerlieh lietrnchteii , so stellt diese 
tileichuii}; eine El)ene dar, den tteometrischen Ort heliehiger I’uncte solcher 
Strahlen, welcher dundi den geifehenen Pimct '*>'1' anderen Worten, 

den {;eonietri.schen Ort dieser Strahlen seihst. Die Oleichung winl befriisligt, 
wenn wir t'ör die veränderlichen Orö.sseii die tVwrdinateii des gegeljcneti 
Punctes einsetzen: die liezdgliche Ek-iie geht durch dii-sen Punct. Jedem 
Pnnctc des liaumcs entspricht demnach eine Ebene, welche alle durch diesen 
Punct gehende Lini(m des Complexes enthfllt. 

Wenn wir zweitens in (10) f, «', r auf eine gegeljcue Elx.'ue (/, r') 

beziehen und demnach als constant betrachten, wähn-nd /, «, (^ veränderlich 
bleiben, so stellt diese Oleichung in Plan-Ooordinaten einen Punct dar, wel- 
cher von den in der gegebenen Elsme liegenden Axen des C'oniplexes umhüllt 



•; Wir kennen nicht vermeitlpn, in tU»r antilytixchcn DiirtttoUuiig <l«r gi^rudon IJnie «ine d«r 
drei Coordinateu- Axen aiuxuzeickiten. InUeui wir die Cttciehungen (1) und der eitdeitonden De* 
trachtunir zu Grund« legten, haben wir 07. für die«« Ax« gtrnommen und, damit in Beziehung auf 
die»« Axe Alles »yramctriiK'h werde, in den Indden Kl>enen XZ und FZ von din»er Axe auz die 
Wmkel gerechnet Hiermit im Widei>)»nuh ii<t die Art und Webe, wie in der Meduuiik diu Brehungz- 
monicnte in Beziehung auf die drei Cuordüuten-Axen genommen werden. 

Bückiiebteo auf die späteren Untersuchungen ül»er Mechanik bestimmen uns, daran fe»tzahalteo, 
durch die drei letzten Coorditmten (I) auch dem Zeichen nach die drei doppelten Momente darzu- 
»teilen. Dadurch wird die gewünschte Symzuetrie in Beziehung auf OZ uufgehol>en. Um sie aber 
in den analytUchen Untersurhungen üWr Coniplexe wieder herzu«(eUen, in dem Falle, da»« wir (7> 
und (8) für die allgemeinen Gleichungen nehmen, müssen wir da« po«itirc 0 , und, dementsprechend, 
da» pofiitiTe % aU Coordinaten l>etrachten, die Glieder aber, welche a und h in ungeraden Potenzen 
enthalten, mit dein negativen Ztüchon einführen. Dem entepruchend kommen in den beiden Oleirhun* 
gen (7) und <8) 0<f und A% mit dem negativen Zeichen vor. 

1 * 
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wird, das heisst, in weldiem diese Axon sieh selineiden. [u jeiler Elx’uo 
liegen also nueudlieh viele Linien des C'oinplexes, welche in einem Ihmeh» 
dersellK'ii sicli vereinigen, von dem wir sageji, dass er der Ebene enf spreche. 

Durch jeden Pnnct des Itaumes gehen unendlich viele Linien 
des (.'omplexes, welche in einer durch diesen Punct gehenden 
Ebene liegen. In jeder den llsium durchziehenden Ebene liegen 
unendlich viele Linien des Complexe.s, welche in einem Puncte 
der Ebene sich schneiden. 

Die Ix-ideu Tlieile des Satzes be<lingen einander. ' Die Beziehung von 
Punct und Elx*ne ist eine gegenseitige. Es gibt fOr jeden l>elielngen Punct 
des Kiiumes eine Et*ene, welche die durch die.sen Punct gehenden Linien des 
C'oinplexes entlntlt, und, umgekehrt, fVlr ditsie Eliene i.st es wiedemm jener 
Punct, in welchem alle Linien di*s ('omplexes, welche in dieser Ebene liegen, 
sich schnei«len. 

28. Die einem gegelienen Puncte entsiirechende Eliene ist tiestimmt 
durch irgend zwei in dem l’uncte sich schneidende Linien des t'oniplexes, 
der einer gegelienen Eliene en(.si>rechende Punct durch zwei in der Ebene 
liegende Linien des ('omple.\es. 

Es seien /'und/*' zwei Puncte, dui-ch welche sich die gerade Linie (/'/'') 
legen lasst, und // die Ix'iden diesen Piimden entsprechenden Elxuien, welche 
sich in einer zweiten geiwlen Linie (/'/' ) schneiden. Dann gehören alle 
Linien, die durch /' o<ler /'' gidien und die genule Linie (y'/'") schneiden, 
dem C'omplexe an. Schneiden sich zwei Linien, die duivh /' mul hezftglich 
durch /'' gehen, in irgend einem Puncte von (/'//), so ist die Ebene, weli-he 
diese Ix'iden genulen Linien enthalt, die ihrem Diu’chschnittspuncte aufl/j//) 
entsprechende Eliene, und diese Ebene geht durch (/'/''). Eben.so Ist denn 
auch Iiewiesen, da.ss nicht nur die den beiden Pimcten P und /'', sondeni 
fllierhauiit die allen Puncten der geraden Linie (/'/'') entsprechenden Ehernen 
sich in der Linie {pp) schneiden. Wir nennen die lieiden gemden Linien 
{PP’) und (pp), deren Beziehung zu einander eine gegenseitige ist, zwei 
conjngirte Polaren in Beziehung auf den (Jomplex. 

Jede Linie des Itaumes hat ihre conjngirte Polare. Jede 
Linie desBaume.s kann als Strahl betrachtet werden: wenn die- 
selbe durch einen Punct beschrieben wird, so umhüllen die die- 
sem Puncte entsprechenden Ebenen eine Axe, die dem Strahle 
conjugirt ist. Jede Linie des Baumes kann als Axe betrachtet 
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werden: wahrend dieselbe von einer sich drehenden Khene um- 
hüllt wird,- hesehreibt der dieser Ebene entsprechende Punct 
einen Struhl, der der Axe conjugirt ist. Jede der zwei con- 
jngirten Linien kann als Strahl und als Axe angesehen werden. 

Jede gerade Linie, welche zwei conjugirte Polaren schnei- • 
det, ist eine Linie des Complexes. 

Jede Linie des Complexes ist als zwei zusainmenfallende 
conjugirte Linien anzusehen. 

2h. Ein Complex ist durch fünf seiner Linien vollkommen htstimmt. 
.Ttsle der Linien liefert, eine lineare (Heichung zur Bestimmimg der fünf 
unahhüngigen Constanten der allgemeinen Complex-fileichung. Vier der fünf 
Constauten können dadureh ersetzt werden, dass irgend zwei zugeordnete 
Polaren des Complexes gegela-n sind. Weil nämlich jede gegelsme gerade 
Linie nur eine zugeordnete hat, die sich in linearer Weise durch vier Con- 
stante bestimmt, so erhalten wir vner lineare Hedingungs-Gleichungen zwi- 
schen den Con-stanten der allgemeinen Gleichung, wenn irgend zwei zuge- 
ordnete Polaren eines Complexes gegeben sind. Zwei gegebene zugeordnete 
Polaren eines Complexes sind also für tlie Bestimmung dessellien aipiivalent 
mit vier gegebenen seiner Linien, so dass der Complex vollkommen bestimmt 
ist, sobald wir, ausser den Ijeiden zugeonlueten Polaren, noch irgend eine 
Linie dessellien kennen. 

Hiernach eigibt sich eine einfache Construction eines Complexes, wenn 
iigend fünf seiner Linien gegeben sind. Wemi wir von diesen fünf Linien 
irgend vier Miebig ftuswahlen, so sind die lieiden geraden Linien, welche 
diese vier Linien schneiden, zwei zugeonlneto Polaren des Complexes, und 
jede neue Linie, welche diese Ixüden zugeordneten Polaren schneidet, ist 
eine neue Linie des Complexes. Wenn wir die gegebenen fünf geraden 
Linien in anderer Weise zu je vier combiniren, erhalten wir neue Piuire 
zugeonlneter Polaren, und jedem Paare entsprechen unendlich viele neue 
Linien des Complexes. Und so können wir fortfahren, indem wir die ge- 
fundenen Linien mit hinzuziehen , um neue Combinationen zu je vier 
zu bilden. Hierbei dürfen wir nicht übersehen, dass vier reelle gerade 
Linien nicht immer von zwei reellen geraden Linien geschnitten werden, 
sondern dass diese beiden Linien auch imaginär sein können.*) 

*> l>n-i der fnaf ge^*beneri geraden Ltnion kCnncn immer als drei Linien einer der beiden Enten- 
gungen eines Hjrperboloids angesehen werden. Wenn eine vierte Linie das livfierLoloid schneidet« 



Digitized by Google 




30 



Wenn ein C'üiii|>lex diireli fniif seiner Linien ^e^relwn ist, können wir 
fflr je<len f;e};el>enen Piinet die entspree-hende Kl>ene, für jeile myela-ne Klx-ne 
den entspreelieiideii Piniet eonstmiren. Dureh je vier {{ejieiHmi? gerade 
Linien ist ein Paar zugeuiilneter Polaren des tVnnplexes bestimmt. Duii li 
einen gegelH-nen Puuct lilsst sieh eine einzige Linie legen, welehe die bei<leii 
Polaren jedes Paaivs sehneidet. Die so bestimmten geraden Linien liegen 
in der dem Punete entsprechenden Klane, welehe dureh zwei derselben 
vollkommen iHs-timmt ist. Eine gegebene Klane schneiden die laiden Pohi- 
lan jedes Paares in zwei Puiuteii. Die geraden Linien, welehe die beiden 
Durehsehnittspum-te jedes Paares verbinden, s<'hueiden sieh in dem der Klane 
entsprechenden Pnni te, welcher dureh zwei dieser Linie)) lH‘sli)i))ut ist. 

Die vorstehende)) Uetraehtungen sehliessen sieh a)i die allge)nei))e Theorie 
der Keeipnaitat. Die fileiehungen des C'o)ui)lexes (2) und (4) können 
betniehtet wolle)) iiLs lasf)))dere Kalle der allge)))ei))en Gleiehnng in Pimets 
< 'oorxliuate)) a-, y, z, .r', y, z', u))d in Pla)i-('oordi))aten I, u, v, v. 

dureh welehe tlie Heeip)xaitat zweier Systoue Ola^rhaupt ausgeilnlekt winl. 
Weim diese (.ileielumgen in Beziehimg auf .r, y, z luid .r'. y, z' und in 
Beziehung auf /, u, r und /' h, v symmetrisch sind, so entspricht demsel- 
ben Punet u))d dosiclla)) Eboie in jedem der takle)) Systeme lazAglieh 
diesclla Polar-ElHUie und do-sella Pol in d«-)n andeivn Systeme. Das findet 
i)i de))) Falle der C’omplex-Oleiehungen Statt. Alar t*s ko))))nt ilie Iteiliu- 
gung hi))zu. dass der Pol einer gegebene)) Ebene in dieser Ela))e sellist liege. 
Dt)rcl) cliese ))eue Be)li))gO))g wird es ))ieht )nehr )nöglieh, Pole u))d Polar- 
Ebe)) 0 ) i)) gewoh))ter Weise vennittelst Flachen zweiter ttrdnung und Cli)sse 
zu co))struiren. *) Wahrend i>n Allgoneinen die Polar-Ebene eines l’unctes 



«o tiirh (tiiri-ii joden dor lioiden r)nrch»rhnitb>|iimcte eine Linie der zweiton Krzeugun^ de« 

Hyperljoloiils le^cn. welche «•ummtlidie vier Linien r>chiK*irlet. Wenn die Leiden DurclitKdiiiitt«<|imu’tc 
iinatrinur üindt ttind en auch die enUi>roch<mdea beiden geruden Linien. 

*; Iter uiuilyti«tcbo Grund hiervon liegt in dem Folgenden. Im allgemeioen Fülle i»t die Grund- 
Gleichung der Reoijtrocitüt (w'ir betn-hräiiken unit hier auf den Fuü von l'uuct-Courdinuteu und machen 
die Gleichungen durch Kinfilhrung von r hoinugem: 

4- <6x'+ + C|s' + rfit’)y 4 (c*’4f,y 4c,*'4rf,t*)z 

4 ‘ dx 4 "l" *— tt- 

Schreilien wir in dem ersten Theile dieser GIcichuug x\ y‘, t' für «, g, s, t, »o wird dicvtdbe 
eine homogene Function des zweiten Grades: 

TJ ax‘* 4 2fixV+ 2rxV4 2rfx't*4 Äig** 4 Sr,gV4 2 d,g*T'4 rf z** 4 * 

Dureh Vermittolnng dieser Function künuen wir die Hecii»rocitilt«gleicbung in der nachstehenden 
Wewe Bchreibeu! 



jtn 

tix' 



x4 



d/7 

dy’ 






ftn 
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durch drei ilirer Ihincte, der Pol einer Ebene durch drei in <lcni.sell)en sich 
schneidende Ebenen bestinunt ist,, reichen hier zu dieser Bestimmuiifr braflft- 
lich zwei Puncte unil zwei Ebenen hin. — Wenn eine penide Linie, sich 
um i-inen festen l’unct drehend, eine Kcfielfiache «. thilnung bescdireiht, 
uuihallt die zugitnilnete Polare eine C'urve n. Chus.se in der dem fisiten 
Pun< te entsprechenden, durch diesen Punct gehenden Elxme. Die n Linien, 
in welchen die dem Mittelpimcte des Kegels entspiix-hende Ebene von dein- 
sellren gi'schnitten winl, sind zugleich die « Tangenten, welche von dem 
Mittelpuncte aus, der gegeaseitig der El>ene entspricht, an die Curve in 
dies«*r Ebene sich legen las.sen. Da nämlich diese Linien dem Complexe 
angehi'^ren, sind sie ihiv eigenen zugwrdneten Polaren. 

.-50. AVir wenden uns zu dem rein analytischen Gange <ler Unter- 
suchung zurück. 



Die g(’wöhn)i< hen Coonlinaten des Punctes, welcher der gegebenen Elxme 
(/', c') entspricht und in Phin-Coonlinaten durch <lie Gleichung (1(») ilar- 

gestellt wird, .sind: 

_ l)-\- Cu — /?(-■ 

'* Cu Fv ’ 



E — CfJr AF 
JH‘ Ftt' FF ' 
F I>!' — Au 
F.u -t- Fr ‘ 



01 ) 



AAAmn die gegeljene Elxme parallel mit sich .selbst veracholxm wird, so Ix“- 
.schreibt dev in <lerstdlx>n liegende, ihr entsprechende Punct einen geome- 
trischen Ort. Unterschehleu wir durch .r„. //«. i., die (.ooixlinaten d<?s (uit- 
sprechenden Punctes deijenigen unter den parallelen Ebenen, welche durch 
den Anfangspnnct der fVxjrdinaten geht, so ergibt sich, indem wir r 

gleich 30 .setzen: 



Wuim wir Xt y\ t »U vonlmlerlich Uptnuhton, 

n = 0 

cino Kiriclit* iweitor Ortlmmg ilar. In dem F'allo. dua«» die Comi*lex-(tIciclinn*? an die Stelle der 
allgemeinen K*‘i'iproi'itat«>(}leidiiinK tritt, wird die Function fl idenüi<ch gleich Null. 

Ich verweise, wiu die ull^meine Theorie tler Reciprocität betriflt, auf mein System der anu> 
lytischen fJeometrio den Raumes, 184ß‘* p. 10— H. — Die liOMondere Art von Keeiprocitftt ist zuerst 
von Herrn Möhiu» im 10. Rande dox C'relle'srhen .lournaU hervor^hol>en und »päter von T>. J. Mh^- 
nuB in meiner ,,Siimmlunp^ von Anffpihen nun der uniilytuchen Geometrie de« KAumes, 1837’*, p. 
139—145 hrhondelt worden. 
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luul hiertisicli: 



Wir zielifU liienuis; 



_ Cu — //!’• 

^ Hr+Eu '+Fv' 

_ — r/' + Av' 

'J’‘~ ///'+Av+/y ’ 

l>t ' — Au' 

’ 

• _ _ * _ 

’’ “ m' + Eii +Fi '’ 

_ _ _ E 

~ Z»f' + >.V + /V ’ 
, _ , E 



( 12 ) 



(13) 



(j- — j„) : (.// — y„) /•', (U) 

wonafli d».T fnifiliolie <{eoinetris(he Oi-t dii?, <hurh die Doiipel-Oleichun": 

•r y y — y. i« 

I) ^ E E 



(15) 



diirgi'stfllt.L‘, fiLTiidü liinie ist. Die lliclitniij; dieser fjeraden Linie ist von der 
Kiehtuiif; der imnillelen Elwnen unabhängig. Wir nennen sie einen Durch- 
messer des Liuieu-Complexes er.sten Orade.s, und .sagen, die paral- 
lelen EIxmen .seien dem Dtux'hrae.s.ser zugeordnet, und gegenseitig, jeder 
der parallelen Elx.*nen sei der Durehines.ser zugeordnet. 

Alle Durchmesser eines Linien-Complexes ersten Grades 
sind einander parallel. Durch jeden Punct des llaumes geht 
ein solcher Durchmesser. 

31. Unter den Durchmessern des Comj)lexcs gibt es einen einzigen, 
welcher auf den ihm zugeordneten El>enen senkrecht steht, und den wir die 
Axe des Complexes nennen wollen. Soll die dopjx'lte Gleichung (15) 
diese Axe darstellen, so kommt, um auszudrilck<“ii, diiss sie auf den paral- 
lelen Elxmen W, u, t') senkrecht steht: 

/' : tt' : r' — /> : A’ : A'. 

wonach die Gleichungen (12) die folgenden Werthe fflr .r„. y„, gehen: 

HE— CF. 

fl’ 

CD—.4F 

.V» = 

AE— Ith 
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Jiifse Cooriliuatenwertlu! wt?nlen iiwbesoiulere (ileieh- Null , und die Axe (»elit 
durch den Anfangspunct, wenn; 

J : C = n : : F. (17) 

Die auf der Axe »enkreehten Ebenen wollen wir Hauptschnitte des Com* 
I)lexes nennen. Der durch den Anfan}'si)unet gehende Hauptsehnitt hat zur 
Gleichung: 

/y .1 + Fy + Fz — 0. (IS) • 

Wenn F verschwindet, sind die Durchmes.ser des Complexes, unter 
welchen .sich auch die Axe des.selben befindet, der Ebene .17' ()arallel. Wenn 
F und C gleichzeitig verschwinden, werden .lo und y» gleieh Null. Dann 
schneidet die Axe des Complexes die Coordinaten-.\xe OZ-, fQr den Durch- 
schnittspunct behlllt r„ den obigen Werth. pQr die Axe sind die Coor- 
dinaten (j- — x), (y — y'), {yz — y'z), (x'z — xz') gleich Null. Diese .\xe 
ist also eine Linie des Complexes, wenn F und C verschwinden, und zwar 
eine solche, die von der Axe dcssellxui geschnitten wird. DiU'ch dieselbe 
geht der Hauptsehnitt: 

/Jx + A’y = 0. 



;V2. In gleicher Weise wollen wir die Gleichung (!>) behandeln, welche 
.diejenige Eteie darstellt, die alle Linien tles Comple.\es enthält, welche 
durch einen gegebenen Punct (.r', y', z') gehen,- die, mit anderen Worten, 
diestun Puncte entspricht. Nennen wir die Coordimiten die.ser Ebene /, it, i\ 
80 kommt: 

/ = _ 7 + /y — Fz' 

/li'i- Ily' + Cz' ’ 



F—^x^_nz' 
Ax -\-ßy ^ z 



(lil) 



f+Ao;'— Dy 
A X i“ It y C z 



Weim wir annehmen, dass der Punct (.r, y', j') auf einer festen, durch 
den Anfangspunct gehenden geraden Linie fortrilckt, so bleibt das Verhält ui.ss 
der (Jocjrdinaten des Punctes x' :y' : z' constant. Dem auf der festen Linie un- 
enillich weit gerockten Puncte entspricht eine bestimmte Ebene, fflr welche, 
wenn wir zur Unterscheidung die Coordinaten demilien dimii /o. »o, r“ 
bezeichnen : 

, Fy'-Ez 

" Ay’i- C’i" 

I'ldrk4>r, ^ 
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— f Dz 

Ax + Uy + Cz‘ 

Ex — />y' 

Ji+iiy'-fVz’ ' 

Es folgt hieraus: 

/ _ / == _ _ - _d__ 

A X -J- B y *t“ Cz ^ 

u — = 

c 

® Ax + ilff+Cz’' 

wonach ; 



( 20 ) 



( 21 ) 



(/ — /„) : {« — «<,) : (r — r„) .1 ■. B : C. 

Wenn wir /, m. v als veitlnderlich tetrachten, so stellt die Doppel-fileichung: 

'~i« !'~3 ‘'-■üi'» /..o\ 

A ^ B c (—/ 



eine gerade Linie dar, die uinhflllt winl von denjenigen Ebenen, welche 
dc‘ii Punctcn einer festc*n, durch den Anfangsjcunct gehenden Linie ent- 
sprt’chen. Da der Anfangspunct der Ccxcrdinaten bei der willkürlichen An- 
nahme dcsvselben in keiner la*sonderen neziehung znm Coniplexe steht, ist 
in dem Vorstehenden der allgcmieine Satz flla'r conjugirte Polaren bewiesen 
(siehe Nr. 28). 

Die tileichungen (1!)) zeigen, da.ss, wenn der Pnnct (.r'. >j, r") in der 
dnnh die Oleichung: 

A.r + By + Cz = 0 (23) 

dargc-stellten Ebene liegt, die Coordinaten (, v der entsprechenden Eliene 
unendlich gix)ss werden, die Elcene selbst also durch den Anfangspunct geht. 
Daraus folgt, das.s die Eljcue (23) diejenige ist, welche dem Anfangspuncte 
entsjcricht, und dass .sie folglich der geometrische Ort für diejenigcm Linien 
ist, welche solchen, die durch den Anfangspunct gehen, conjugirt .sind. 
Linien, die in der Eliene liegen und zugleich durch den Anfangsjinnct gehen, 
sind ihre eigenen conjugirten und gehören also dem Complexe an. 

Betrachten wir unter den durch den Anfangspunct gehenden geraden 
Linien in-sbesondere den durch diesen Pnnct gehenden Dun hmesser des t'om- 
plexes, .so ist, in Folge der Dopjiel-Oleichnng (l.b) für jeden Punct {x>y> -’) 
de.ssellxm ; 

X \ y z' = B \ E \ F. (24) 

Dann folgt aus den tileichungen (20): 



Digitized by Google 



— :fö — 

— 0, «I. — 0, t’n = 0, 

und die Doppel-frleidumg (21), indem sie sich auf die folgende: 

I « V 

A ■/; c 

reducirt, gibt für die dem Durchmesser conjugirte Polare die in der Ebene 
(23) unendlich weit entfernt liegende Linie. 

Bei der willkürlichen Annahme des Anfangspunctes des Coordinaten- 
Systeras ist hiermit ausgesprochen, da-ss die einem beliebigen Diuthmessei' 
des Complexes zugeordnete Linie in der einem Pimcte desselben enl.si)rechen- 
den El)ene unendlich weit liegt. Eine genule Linie aber, welche in einer 
gegebenen Ebene unendlich weit gerückt ist, läast, indem sie ihre Richtung 
verloren hat, keine nähere Bestimmung inehr zu und bleibt dieselbe, wenn 
die Eljene, welche sie enthält, i»arallel mit sich seihst verschollen wii-d. 
Eine unendlich weit entfernte gerade Linie ist immer einer gegebenen Eliene 
iwrallel, und nimmt, wenn diese Ebene um einen ihrer Puncte sich dreht, 
in unendlicher Entfernung alle möglichen Lagen an. In jeder solchen Lage 
entsjiricht ihr ein' Durchmesser des Complexes. Alle unendlich weit ent- 
leniten Linien des Raumes bilden eine unendlich weit entfernt liegende 
Ebene, deren entsprechender Punct, weil er in ihr liegt, sellist nach gege- 
liener Richtimg unendlich weit entfernt ist. Eine Folge davon ist, da.ss 
die in diesem Puncte convergirenden Durchmesser unter einander (»nillel sind. 

Ausgezeichnet unter deryenigen geraden Linien, 'welche durch den 
Anfangspimct gehen, ist endlich diejenige, welche auf der dem Anfangs- 
puncl entsprechenden Elieue: 

/la- + % + C'z = 0 (25) 

senkrecht steht, und also senkrecht steht auf jeder in dieser Elaine liegen- 
den geraden Linie, d. h. auf jeder geraden Linie, die einer durch den An- 
fangspunct gehenden zugeordnet ist, iiwliesondere auf der ihr seltet zu- 
geordneten. Die fragliche Linie ist dadurch charakterisirt, da-ss für jeden 
ihrer Puncte : 

•i' .y-.z=A:B:C, ' (26) 

wonach /o. «o. »’o die folgenden Werthe erhalten; 

!t^-CE 

+ ' 

CD — AF (27) 

5 « 
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‘Wenn wir «lii-so Wi-rtlit* in ilie DopinJ-fiIcichunp (21) einsntzen, so stellt 
diese (Jlcichung in der Klx^no (23) diejenige gerade Linie dar, welclie der 
durch den Antangspuni t gehenden (2(i) zuginmlnet. L«t. 

Wenn durch dt»n Anfungs|miu t der < ’oordimiten die Axe des Coinplexes 
gellt, so ist sie es, jlie auf diy: ihr zugeonlneten Linie .senkrecht steht. 
Dann aller ist, nach (15): 

X h-.K-.F, 

mithin: 

A -. H.C= /) ■. i: -. h' 
in Ueherein-stiinmung mit (17). 

33. Ans den Oleiciningen (10) ergelK-n sich: 

Ctt — fl V + // =5 0 , 

— <7 + ,lf + /; = 0, , (2«) 

fit — A« + /' = 0 

für die tlleichungen der drei Piincte, welche den Coonlüiaten-Elx-nen i'Z, 
.\X, -V/' entsprechen, wahrend: 

fU 4- Ku 4 - Ar = 0 (2!t) 

denjenigen I’iinct darstellt, welcher der unendlich weit entfemU-n ElH.aie 
entspricht uml .sellist nach gegebener llichtung unendlich weit liegt. 

Aus den tlleichungen (!l) ergelien sich: 

Fy — Ez + ./ = 0 , 

— Fx + Hz + ß ^ 0, (30) 

Ex — Jhj -f- <-' = 0 

fflr die Uleichnngen der drei Ebenen, welche den Puncten entsprechen, 
die nach den Kichtnngen der drei Cooniinuten-Axen ttX, OF, ttZ unendlich 
weit liegen, wahrend, ivas bereits bemerkt (23): 

Ax + ß,j + Cz = 0 

die dem Ant'angspunct entsprechende Ebene darstellt. 

3-1. Aus den drei Uleichimgen (ü) und den dn»i tileichimgen (10) erhal- 
ten wir übereinstimmend, wenn (.r, y. z) ein Punct, (/, «, r) eine Ebene ist, 
die in Beziehung auf den Complex sich gegenseitig entsprechen, die Bcslin- 
gungs-Gleichung : 

(Ax + ßy -h Cz) (ß! + Eu + Fr) -f (.1 /) -i- ß E + CF) = 0. (31) 

Die vorstehende Gleichung sehlies.st als einen sjwciellen Fall ein, ila.ss: 



Digitized by Google 




37 



,lß + ff A’ +('/■’= 0. (32) 

Diesein spei-iellen Falle entspricht eine Particularisation ile.s t'oinplexes 
ersten Gnules. 

35. Die beiden allKonieineu Gleichuiinen; 

1 (.« — .f') + ff{y—>J\ + C(z—z) + b(ijz—ijz) + E(xz — .rr') + A'(.rii—x>j) = 0, 
/>(/ — r') + A’(m — «') + /'(c^ r') 4- ■! («F — «’c) ff(tv — fv)-\-V(tu — Ah\ = {), 
welche in der dopi>elten t'oordinaten-Hestinunung die Complexe ersten Gra- 
des darstellen, vereinfachen sich, wenn wir eine der drei rechtwinkligen 
O)onlinaten-A.ven mit der A.xe des Complexes /iLsammenfallen la.ssen, wo- 
nach die lieiden andeivn in einem Hnu)>tschnitte des.selben liegen. W.'llilen 
wir fflr die mit der Axe des Complexes zu.saminenlallende Coordinaten-Axe, 
nach einander, OZ, Ol', 0.\, .so nehmen durch das Ixjzflgliche Ver- 
schwinden von; 

.1. ff und ff, E, 

.i, C und />, E, 
ff , C und A', E 

die vorstehenden beiden Gleichungen folgende Fonnen an: 

U lf — .r'y) -|- A (i — j') «= 0, (v — F) -|- k (tu — l'u) Ö, 

(.,'z — .rO + k(jf- y') - 0 , (3.3) (« - u) + k (Fr - /F) - 0, (34) 

(xij — .Fy) k (.1- — .F) — ■ 0 , (/ — /”) -f k («F — H>) = 0. 

Unter dieser Form eni halten sie mir luxh eine einzige Coiwtante (/■), und 

diese ist dieselbe in allen Gleichungen. Dieses ist von Vorne heivin 
ersichtlich. Denn einmal ändert sich dieser Werth nicht, wenn wir von 
einer der lieiden Gleichungen in deisielben Zeile zu der andern über- 
gehen. Es folgt dies aus der dopiielten Uestiinmung der genulen Linie ver- 
mittelst Punct- und Plan-Coordinateii, wonach z. li. 

XIJ — x'ij __ p — F 

z — z' tu— l'u' 

Aber auch beim Ueliergange von einer der di-ei unter einander stehenden 
Gleichungen de« Complexes zu einer anderen bleibt der Werth der Constanten 
k unverändert. Die AiusdrOeke: 

.ry" — x'ij x'z — xz' yz' — y'z' 
z — z' ■ y — y_ ’ x — x' 

z. 11. halx;n, wenn sie auf eine beliebige Linie des Complexes bezogen wer- 
den, eine absolute geometrische Hedeutnng, vermittelt durch das jedesmalige 
Coonlinaten-Systein , aber unabhängig von denisellx;n. Beim UelHU-gange 
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von dem einen Cbordinaten-Sj'steme zmn andern gehen die vorstehenden 
tlroi AnsdrOc'ke diireli die entsprechende Coonlinaten-Vertausdmng in. ein- 
ander Aber; aber ihre geometrische Bedeut ung, was die-selbe immer sein 
mag, Ändert sich nicht und folglich ändert sich auch X- nicht. 

AVir Wüllen die Orös.se X-, wekJie die Länge einer Linie darstellt, den 
Parameter des Coraplexea nennen. Der Complex ist, wemi wir von .seiner 
Lage im Raume alwehen, durch seinen Parameter vollkommen liestimmL 

36. Die idlgeineine Gleichung eines Linieu-Complexes des ersten Grades 
enthält in jeder der beiden Coonlimiten-Bestiinmungen frtnf von einander 
umibhängige Constauten. Die Gleiehnngen (33) und (34) haljcn mu- n<x;h 
eine einzige Constante behalten. Die Anzahl der Constauten hat sieh 
also pm vier reducirt. Ater da wir zur Bestimmung eines neuen Coordi- 
naten-Systeras üter sechs Constauten verfügen können, so ist das den letz- 
ten Gleichungen zu Gnmde lit^gende Coordinaten-System nur unvollkommen 
be.stimmt. Wir können ma-h über zwei Constanten der Lage verfügen, 
ohne dass dit>se (lleichungen irgendwie sich ändern. Wir werden dies in 
der folgenden Nummer bestätigt finden. 

37. Die erste der drei Gleichungen (33) 

(jy — . 1 » -I- X- (: — r') «= 0, 

die wir willkürlich answählen, ändert sich nicht, wenn der Anfangspunct 
der Clocirdinaten auf OZ, der Axe des Complcxes, beliebig fort rückt. Die- 
selbe Gleichung bleibt auch dann ungeändert , wenn sich das Coordinaten- 
System Iwliebig um OZ dreht. Denn (dnerseits bleibt dann i und z unver- 
ändert und andererseits behält auch xy — x'tj seinen AVerth. Dieser Aus- 
druck stellt nämlich die Projection amf .1'/' der doppelten Fläche desjenigen 
Dreie»-ks dar, welches den Anfangspunct der Coordinaten und die beiden 
Pimcte {x, y, z) und (x\ y, z'), durch welche die Linien des Coraplexcs te*- 
stinimt werden, zu .seinen drei Winkel puncten hat, und diese Projection 
ändert sich nicht, wenn der Complex um seine Axe OZ gedreht winl. So- 
mit Weiten clie Gleichungen (33), und folglich auch die Gleichungen (34) 
ungeändert Rieselten, wne auch der Anfangspunct auf der Axe des Com- 
plexes fortrOcken »md das Coordinaten-System sich um diese Axe drehen 
mag. Oder, mit andera AVorten; . 

Ein Linien-Complex ersten Grades bleibt unverändert, so- 
wohl wenn derselbe parallel mit seiner Axe verschoben, als 
auch wenn er um dieselbe gedreht wird. 
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Alle Linien de« Complexes in der iirsprünglithen Lage kommen nach 
der Verschiebung und Drehimg mit anderen Linien desselben zur Deckung. 

38. Wir können durch Aendening des Coordinaten-Systems die allge- 
meinen Complex-Gleichungen (2), (4) schrittweise in die sechs Oleichungeu 
(33), (34) umfoimen. Da die einzige Constante, welche in diesen Glei- 
chungen vorkommt, densellien Werth (X) hat, so handelt es .sich liei diesen 

Umlbnmmgen nur um die Be.stimmung von k, und es ist genflgend, in 

einem einzigen Falle die Transformation durchzufohren. Wenn wir statt 
der Gleichungen (2), (4) der Kflrze wegen die Gleichungen: 

.4r -f- Bs — />fj -f- Ap Al) = 0, (7) 

Dp-^ Eg + B— .1* -f Ä.T + Am = 0 (8) 

zu Oninde legen, nehmen die Gleiclumgen (33) und (34) die folgende Form an: 



-f X' M 0 , 


T -f- - = 0, 




Q X‘.v = 0, (.: 


1.5) 


(36) 


ij -|- kv Oj 


— X -f = 0. 

X 





Wir Ix^schränkeu un.s darauf, aus der Gleichung (7) die erate der Irleichun- 
gen (35) abzuleiten. 

Wenn war das ursprüngliche Coonlinaten-System, auf welches die (ilei- 
chiing (7) liezogen ist, parallel mit sich .selbst verschielien, und die Coordi- 
naten des neuen Anfangsimnctes .f’, y", i“ sind, so geht unter Anwendung 
der Verwandlungsfonneln (37) der 12. Nummer die.se Gleichung tllier in die 
folgende : 

(,/ -)- Fg" — Ez”) r {B — A.r" -f />i") s -f- {(' -f- Ex" — Bg") 

— Ba + Eg + /•■(/ — 0. (37) 

Wenn insbesondere : 

/I E ^ F' 

■so wird durch die Verschiebung des t.'oordinaten-Systems die Form der 
ursprftnglichen Gleichung nicht geändert. Der Goraplex bleibt al.so derselbe, 
wenn er verschoben wird parallel mit der Richtung deijenigen genideii 
Linie, welche durch die letzte Gleichung daige.stellt wird, wenn wir in ihr 
a'“. y. r“ als veränderlich betrimhten — d. h. parallel mit der Dim-hmes.ser- 
Richtung (vergl. (15)). 

Wir erhalten für die Cosinus der Winkel, welche diese Durchmesj«-r- 
Richtung mit den drei Coordinaten-Axeu G.V, OF, OZ bildet;’ 
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D K F 

y IF + iT- -!-/•> ’ } t>‘ + /■’ + ’ / l>- + + F‘ ' 

Wir wollen das ui>ipraii>{liche Coordinaten -System mn OZ ilureh einen 
Winkel « in dem Nr. 13. festfiestellten Sinne divhen. Dann venvandelt sieh 
die allf;emeine Cileiehuii}; (7) nach den Verwand! inifrslbniieln (40) der 13. Niuu- 
mer in die folgende: 

(,l eos tt -y R sin a) r -f- ( — .1 sin e 4- R cos n) ^' + T 
— (/> cos f! -f- A'sin «)«'-)- ( — h sin « -(- A'eos <t) q -4- /•’>/ — 0. (3.s) 



Wir wollen « so hestimineu, da-ss: 

— /> sin « 4- A’eos« — = 0, (.39) 



wonach' 



cos * tt 



n^-y-p' 



( 40 ) 



Dann können wir, unter Fortlivssuiig der Accente, die tJleiehung de.s Com- 
plexes in folgender Weise sidireihen: 



fr + ICs + e — //.V -r- Ffi = 0, (41) 

eine Gleichung, die, weil p fehlt, den hezflglichen Complex als einen solchen 
charakterisirt , de.ssen Dun‘hmes.ser der Ebene XZ parallel sind. Während 
C und /■' die früheren AVerthe C und F Mialten, kommt: 

,r - (.1/) 4-//A’)"*-, 

/r - (_,IA'+ /?A) (42) 

//_!(/>. + A-')™7-. 



um! hieraas: 

Ä /y A f) B E , 

//» . R‘ + A\ 

Nach vollbrachG'r erster Di'ehung de« Coordinateusystems wollen wir 
da-sselbe um OF durch einen Winkel y drehen, der, wie in der 13. Nr. von 
OZ nach OX gerechnet werden mag. Daun geben die Verwandlungsfonneln 
(43) der 13. Nummer für die Gleichung des t'omplexes: 

(.'1' ms Y — C sin y) F + R' s + (4' sin y -)- C cos ;-) 

— (// cos y — /"sin ;-) «' -f- ( — /^'sinj» -f A'coay)»/ — 0. (44) 

Damit die neue Axe <>Z mit dem durch den Anfangspunct laufenden Diirch- 
mcs.ser des t'omplexes Zusammenfalle, mass aus der 'Gleichung (41) o' aas- 
fallen. Dem entsprechend setzen wir: 
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• ff cos Y — F sin y = 0, (4ö) 

wonach 

cos»;- = , • (46) 

Dann können wir, der Kilrze wegen, die Complex-Gleichung (44) folgender- 
nmssen schreiben: 

Ä'r + F'i + C + r't; — 0. (47) 

Wahrend ff den früheren Werth B )>ehaJt, koinnit: 

r 

r -(.r// + (48) 



_ r - (//« + r*) -'“7-, 



und liienius: 

7^ = /y» + jp» 

AD-yBE-\-Cf 
■ B + F -irF ' 



(49) 



Verschieljen wir endlidi liie (’ooniinaten-Äxen i>amllel mit sich selbst, 
wie in der 12. Nummer, so wii-d die Gleichung (47); 



(.4" •+ Y"y") r +{ß" 


- F"x«) s + C" + F'i)’ = 0 , 


(50) 


und reducirti sich, wenn wir 






A 


B' 




y“ “ - 7 .. 


X- - T,..- 


(51) 


nehmen, auf 


, + X- - 0, 


(52) 


indem wir der Kfli-ze w'cgen: 






/■ — 


AI>-\-BE+CY 


(53) 



st'tzen. Dann Lst der Complex auf seine Axe als Coordinaten-Axe <tZ l»e- 
zogen, wahrend die beiden anderen, auf einander und auf OZ senkrechten 
t'oonlinaten-Axeii O.V und OY nach übrigens beliebiger Kichtung in einem 
beliebigen Puncte von OZ sich schneiden. 



.89. Wir erhalten unmittelbar die Deutung der Gleichungsfonn : 

4- X- = 0, {xy — .r» + X- (r — z) = 0. 

Denken wir uns eine Kraft von beliebiger Intensität, welche nach der llich- 
tung irgend einer Linie des Complexes wirkt, so können wir den Ausilnick 

l'lickrr, Ccomdnp. (3 
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(xy — x'y) als das dopiwlte Moment dieser Ki-aft in Beziehmig auf die’Axe 
des Cornplexe» und (r — 2 ) als die Proportion der Kraft auf diese Axe lie- 
trachten. Also: 

Wenn nach den Linien eines linearen Complexes beliebige 
Kräfte wirken, so ist das Verhältniss der Projection dieser 
Kräfte auf die Axe des Complexes zu dem Momente dieser Kraft 
in Beziehung auf dieselbe Axe constant und dem Parameter des 
Complexes gleich*). 

Wenn wir insteondere fftr die lieiden Pimcte (a-, y, :) und (.r', y', 2 '), 
durch welche die Linien des Complexes Ijestinujit werden, die beiden Puncte 
A und ß nehmen, in welchen die Coonlinaten- Ebenen von ihr geschnitten 
werden, so verschwinden die Werthe von x und y. Daun kommt: 

,r> = A(i — i'), (54) 



z 





Fiiftir ‘J. 



(Vur 3. 



also mit Beziehung auf die Figur (Fig. 2, 3):**) 

. _ 0// 0J 
^ EG ’ 

was eine unmittelbare Folge au.s dem vorstehenden Satze ist, 



(55) 

wie es auch 



*) Dieser Sats wird, bei der späteroD Ausführati^ des mechauUcben Tbeila, in seinem natürlidien 
Zusammenhangs mit anderen uuftreten. 

**) Es bietet für unsere Zwecke diejenige Drojectionsweise 4finen besonderen Vortlteil , in welcher 
die auf einander ernkreehten drei Coordinaten • Axen OZ, 0\ in derselben Ebene so darge«tellt 
werden, dusa etwa />Z und Uire natürliche Lage behalten, die positive Erstreckung von oy aber 
mit der negativen Krstreekung von zusammennillt. 
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unmittelbar aus der Ctniatautenliestiimmmg der geraden Linie folgt (vergleiche 
die 11. Nummer). AVir erhalten für jede beliebige Linie des Complexes: 

— ij - —(UcoimgßF.X = OJ Lang OJh' — OK = k. (,ä6) 

— H •^OH-^^ = ^t//cotang.l/>i'= — O/f tang ^///A" — OK' - k. (.b7) 

Es ist hierl>ei ./ K senkrecht auf O F und // A" senkrecht auf E D gezogen. 
In dem Fidle der ersten Figur ist k ixwitiv, in dem Falle der zweiten Figur 
/• negativ. 

Wir haben nach der el)en angezogenen Nummer (11.), wenn wir uns der 
Axen-Coordinaten einer geraden Linie statt ihrer Stiiihlen-Coordinaten l*e- 
dienen, und demnach die fileichungen: 

w ^ — 0, (o — p') + X (/«' — l'ii) = 0 

zu Grunde legen: 

_ i _ =^()F XaimAOZ = — W tangtt/ A" = —OK'^k, (.W) 

Gl Ulr 

— i — — — = -on- tang noz—of) taug O /) K = OK = k. (,')9) 

Es ist hierbei FA" senkrecht auf it.i und DK senkrecht auf OR gezc^en. 

Auch die folgende C'oustniction venlient noch ungefnhrt_ zu werden 
(Figur 4, .5). 



i \ 




Fiffiir 4. Hk««" 

Wir können durch D E und Ffl , die Projectionen einer gegelienen geraden 
Linie des Comple.xcs, in einziger Welse ein System zweier unter sich panil- 
leler Eljcnen legen: E D F’ und ED' F, welche auf den (.'oordinateii-.Axen 
OZ, OF, OX l»ez(lglich in den Puncten E und E. D und D‘, F' und F ein- 
schneiden. Dann erhalten wir: 

EE — '' . DD' = — A’'F= 

m r s 

ß« 
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und hieraus: 



— 



DIf F J^ 
EG 



(60) 



Um diesen Ausdruck zu constniiren, legen wir durch 0 eine mit A'y paral' 
leie Ebene, welche l)E in .1 und E'E in .V schneidet. Dann ist; 



DU. F F 
EG 



AG .GM 

eg’ 



GK = 



k. 



( 61 ) 



wenn K in dem Dreiecke AME derjenige Punct i.st, in welchem die von 
den drei Winkelpuncten auf die gegennl>erliegenden Seiten gefilllten Perpen- 
dikel sich schneiden. In der ersten der beiden Figuren Lst /■ jwsitiv, in der 
zweiten negativ. 

40. Weil, wenn die Axe des Complcxes gegeben ist und als eine der 
drei Coordinaten-Axen genommen wird, die Gleichung dessellien nur eine 
einzige Constante enthält, so ist auch, wenn zugleich mit der Axe eine ein- 
zige gerade Linie des f’omplexes gegetien ist, dieser Complex vollkommen 
bestimmt. So wne in den letzten Entwickelungen die Constante k Iwstimmt 
worden ist, sobald eine Linie des Complexes gegelwn war, so können auch 
umgekehrt, wenn k gegeix'n ist, idle Linien des Complexes constniirt werden. 
Wir können die Linie, welche wir Ijestimmen wollen, von vomeherein dreien 
linearen Bedingimgen unterwerfen, und begegnen so einer Iteihe von Auf- 
galien, die ich hier nicht weiter Iierflhre. 



41. Nehmen wir wieder: 

(xy — .f’y) -f 4-(r — r) — 0 (33) 

för die Gleichung des Complexes; .so ist, wenn wir x, y, z als veränderlich 
betrachten, ■ 

y ■ X — x' • y k ■ z — k ■ z — 0 (62) 

die Gleichung der Eliene, welche irgend einem Piuicte (.r, y', i') entspricht. 
Nennen wir den Winkel, welchen diese Elxnie mit der Axe des Complexe.s 
bildet, X, so ist: 



folglich: 



sin’ X 



_A» 



(63) 



y> -f y* _ 



taug’ A 



Die Deutung der vorstehenden Gleichungen 
trischen Beziehungen. 

Wenn irgend ein Punct /'gegeben ist. 



(64) 

gibt die folgenden geonu> 
so geht die demselb.en 
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zugeordncte Ebene durch diejenige gerade Linie, welche durch 
den Punct senkrecht zur Axe des Complexes gezogen werden 
kann. Die zugeordneten Ebenen aller Pnncte, welche gleichen 
Abstand von der Axe des Complexes haben, bilden mit dieser 
Axe gleiche Winkel. Wahrend der Punct, um die Axe sich dre- 
hend, einen Kreis beschreibt, umhüllt die zugeordnete Ebene 
einen Rotiitionskegel, welcher denjenigen Punct zum Mittel- 
puncte hat, in welchem die Ebene des Kreises die Axe schneidet.. 
Wenn die Punctc des Kreises, parallel mit der Axe fortrflckend, 
Dnrchniosser beschreiben, so verschiebt sich der Kegel parallel 
mit sich selbst, so dass sein Mittelpnnct immer auf der Axe 
bleibt. Solche Durchmesser, welche gleichen Abstand von der 
Axe des Complexes haben, bilden mit ihren zugeordneten Ebenen 
gleiche Winkel. 



42. Wenn wir die von einem gegetenen Punctc P senkrecht nach der 
Axe gezogene gerade Linie als Axe O.V nehmen, ve^hwinden die Cooixlinaten- 
Werthe z und y'. Dann wird die flleichung der zugeordneten El)ene; 

X )j = kz. (C.*)) 

Für die Pimcte deijenigen geraden Linie, in welcher diese die Ebene Y Z 
schneidet, ist: 

|-=tangi = |,, (66) 

fftr die Linie, welche senkrecht duniuf stellt, und durch den Anfanpspunct geht : 



X , r k 

oder — — — 

k t/ X 



(67) 



Wenn k gegeben ist, können wir hiernach .sogleich die einem beliebigen 
Pnncte P zugeonlnete Ebene liestimmen, und umgekehrt, wenn iigend ein 
Punct und seine zugeordnete Ebene gegeben sind, den Parameter des Com- 
plexes, k. 



Es .sei in der oben gewühlten Projectionsweise in dem auf OX angenom- 
menen Puncte P ein Per))endikel PK auf diese Axe errichtet, imd gleich k 
genommen. Dann ist diejenige Linie 0 L , welche senki-echt auf O K durch O 
gezogen ist, die Durclischnittslinie der dem Pnncte P entsjux'chenden Elxnie 
mit der Ojoi-dinaten-Elxne YZ. Damit ist die Ebene selbst gefunden. Eljenso 
ei^bt sich, wenn die Eljcne Att.i'und X' gegeben sind, unmittelbar der dieser 
Ebene zugeonlnete Punct /'. 
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Wurm der Punct P sieh von der Axe entfernt , nimint tang * im Ver- 
hältnisse der Kiitfemung ah. 

Da.s Vorstehende erleiehtert die An.schauuirg eines t^oniplexes. Alle Linien, 
weiche durch den beliehigen Punct P gehen und die Linie OL schneiden, 
gehören dem Complexe an, und thun es dann noch, wenn der Punct P imd 
die Linie OL parallel mit der Axe verschoten werden, auch dann noch, 
wenn der Punct mit OL imi die Axe sich dreht. Dem Kreise, welchen der 
Punct bei dieser Umdrehung iKcschreiht, entspricht ein ümdrehungs- Kegel, 
dessen Axe durch den Mittelpunct des Kreises geht und auf der El)ene des- 
sellxm .senkrecht steht; so, da.ss jede Linie des C'omplexes, welche dureh 
einen Pimct des Kreises gidit, diesen Kegel Iwrflhrt. Bei der Umkehi-ung 
dieses Satzes ist zu Ijcrflck-sichtigen, dicss in Oemö.ssheit der Gleichungen (63) 
(64) derselljc Kegel demselben Kreise in zwei verschiedenen Comj)lexen ent- 
spricht, deren Parameter gleiche alwolnte Werthe, al>er entgcgengesetzte.s Vor- 
zeichen hallen. Von den lieiden Tangentialel>enen, welche von einem Pimcte 
des Kreises aus an den Kegel sich legen la.saen, Ist, evenn das Zeichen des 
Paraniet<!rs k gegelxin Ist, nur diejenige zu nehmen, deren Durchschnitts- 
linie mit der i'Z-Ebene mit der Axe des Complexes einen Winkel bildet, 

des-sen trigonometrische Tangente (66) gleich y ist. Dass der dem Kreise 

entsprechende Kegel, wenn der Kreis imndlel mit sich selbst nach der Axe 
O^ fortriiekend einen Hotatiouscylinder beschreibt, in gleicher Weise parallel 
mit sich selljst fortröckt, wiirde schon in der vorigen Nimnner gesiagt. 

43. Die Linien des Raumes ordnen sich mit Bezug auf einen gegebenen 
Complex paanvelse zusammen, so da-ss jede Linie ihre zugeordnete hat und 
die Beziehung irgend zweier zugeonlneter Linien zu einander eine gegen- 
seitige ist, welche dureh den (.tomplex in linearer Weise vermittelt wii-d. 
AVir wollen liei den Erörtenmgen hierOlwr wiederum die einfachste Gleichung 
<lis Complexes; 

(.r/ — .f» -t- /•(; — :’) — 0, 

wol>ei die Axe des Complexes als Axe O^ genommen ist, zu Grunde legen. 

Es seien (.r'.y'.z') und (.r", y", »") iigend zwei Puncte un Raume, die 
genule Linie, welche sie verbindet, eine von zwei coiyiigirten Polaren. Die 
Gleichungen die.ser geraden Linie sind; 

(z'-r> - 

: )y — (y — y ) r — (y I — y : ), 
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uml ihre fünf Strahlen -C'oonlinaten, die wir diuxdi r», So. ß.i, «o. tjo unter- 
scheiden wollen: 



r» 



g„ 



V" = 



Sfi — 

On = — 

- t y — js"y' 
z’ — z" 



V —u 
z' — z"’ 

!/'z"-ij'z' 



(G9) 



Die zweiten der Ijeiden zugeordneten Polaren können ^s•ir als den Durch-, 
schnitt derjenigen beiden Ebenen construiren, welche den beulen Puncten 
{j;', >/, z') und (jr", y", i"), die auf der ersten litten, entsprechen und die die 
folgenden sind: 

y’.r — J.'s/ -(- Az — A z' = 0, 
y'.r — x"y -|- A'z — Az" = O.- 
Aus diesen Ixdden Gleichungen ergibt sich nach successiver Elimination von 
1 / und .r: 

(•r>" — ■r”y')a- -f X[— (.r— a")i -|- (xz" — x~z’)] = 0, 

{xf — xy)y -i- A\—{y—y")z + (y'z" — y"j')] = 0, 
imd hiernach für die vier ersten der fünf Coordinatcn der zweiten Linie, 
die wu- zur Unterscheidung mit r", «», p", a", r/’, bezeichnen wollen: 

r“ = X- . - 

xif -xy- x'y'-xy" 



( 70 ) 



( 71 ) 



A- 



e“ 



— A ■ V- .. . 

xy —X y 



xy —X y 

Aus der Zasammenstellung der voi-stehenden vier Gleichungen mit den 
Gleichungen (CD) ergibt sich eine Reihe von Relationen zwischen den fünf 
Cotjrdinaten der beiden conjugirten Polaren: 



P» 



feraer; 



9 

r„ r" ’ 

r„ r“ 

»■„ “ 1"’ 

>l„ ” A ' 
P'> _ P" 



P« 

«ü 



fs. 

< 1.1 

On 



IJ.I * ' »/., 

und hieraus, indem wir lierflcksichtigeu, dass 

1^1) = jOjpti, 



e" 

‘ 

P“ 

T’ 

A ’ 



( 73 ) 



( 74 ) 
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folgt: 



Wir können die sanimtliclien Itelationen in die folgemlen Gleichungen vm- 
sHmmenfas-sen; 




*n ft. 0„ 

“ p" “ <f" 



* 



A- 



(7G) 



ln diessen Gleichungen ist zugleich die reciproke Beziehung der beiden zu- 
geordneten Linien zu einander ausgesprochen. Um von der zweiten der lx‘i- 
den conjugirten Polaren zu der ersten zurflckzugehen, erhallen wir: 
r° r„ *” *„ 

* ' ’{ * (77) 

P ft. ® = ?!L 

))” “ 7 - • 1 |” * ■ 



Wenn wir iK-rflcksichtigen, da.ss irgend zwei auf einander senkrechte 
Ebenen, welche durch die Axe OZ gehen, zu Cooixlinaten-Elienen XZ, FZ 
genommen wenlen können, ohne dass die Gleichung des Complexes irgendwie 
sich ändert, so entnehmen wir aus den lieiden ersten Gleichungen (73), das.s 
jeile durch die Axe des Complexe.s gelegte Ebene von je zwei zugbordneten 
Linien so geschnitten winl, da.ss die landen Durckschnittspuncte auf einer 
geraden Linie liegen, welche auf der Axe senkrecht steht. 

Da.s Quadrat des Alwtandes desjenigen Punctes, in welchem die eine der 
beiden zugeordneten geraden Linien die durch irgend einen Werth von z 
bestimmte auf der Axe OZ senkrechte Eliene schneidet. Ist: 

(x„i -f ff,.)» + (/-„z -f 9d». 

Der Werth von z, fftr welchen dieser Abstand ein Miniinnin winl, ist: 



«..ft. + ri,ft, 



(78) 



+ e,.’ 

Wenn wir, wodurch die Gleichung des Complexes nicht geändert wird, die 
Ebene FF durch den kflr/esten AI)stand legen, .so erhalten wir die Be- 
dingungsgleichung : 

x,.ffo + nQ, = 0, (79) 

und der kilrzeste Atistand sell)st wird: * 



ffo* + p,.'- 

Die Ikslingungsgleichung (79) bringt fftr die andere coiyugirte Polaiv die 
entsprechende: 

.»« ff“ -)-/■“ = 0 (gQj 

mit sich. 
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Die kürzesten Abstande irgend zweier zngeordneter Polaren 
von der Axe des Complexea liegen in derselben auf dieser Axe 
senkrecbten Ebene, und fallen in dieser Ebene in derselben ge- 
raden Linie zusamiuen. 

Der letzte Theil dieses Satzes folgt unmittellmr a>is dem vorhergehenden 
Satze. Der direete Beweis liegt darin, dass, wenn wir die Axe OZ mit dem 
kürzesten Abstande der einen zugeordneten Linie zUsannnenfallen lassen, o., 
verschwindet, was mit sich bringt, dass auch o” verschwindet (74). In Folge 
der Gleichnng (70) verschwindet alsdann »v, und also, nach (74), auch r". Da 
die Gleichung (HO) hiernach liefrietligt winl, ist der Beweis geführt,- 

Die kürzesten Abstande sellist sind und q". Es Ist: 

= ^i7 = — ^pT,- (HI) 

44. Es gibt unendlich viele Complexe, welche eine gegeixme gerade 
Linie zur Axe haben. .Iwler dersellxm ist durch eine seiner Linien vollkom- 
men liestimnrt. dwle von zwei conjugirten Linien bestimmt also einen Com- 
plex, der die Axe des gegebenen auch zu der seinigen hat, auf welchem sie 
•sellwt liegt. Der Parameter des gegebenen tbmplexes i.st mittlere Proijortionale 
zwischen den lieiden Parameteni der beiden neuen Complexe. Alle Linien 
eines dessellxm hal>en solche Linien zu conjugirten, die auf dem anderen 
liegen. Wir können die beiden Complexe zwei Polar- Complexe in Bezug 
auf den gegebenen nennen. 

Das Vorstehende liefert in der von uns gebrauchten Darstellungswei.se 
eine Reihe einfacher (V)nstnictionen. Wenn der Complex 

X' = 0 

gegelien ist, können wir für jede gegel)ene genule Linie die zugeorduete 
coastruiren, und, wenn die Axe des Complexes und ein System von zwei 
conjugirten Polaren gegeben ist, welches die Bedingungen erfüllt, die es nach 
der vorigen Nummer bei gegebener Complex -Axe zu Ix’friedigen hat, den 
Complex vollstündig t>estimmen. 

Es seien ß„K und Ao<r’ die I’roje<;tionen einer gegidfenen geraden Linie 
auf I'.;? und .1 (Pig.ß). Daun wissen wir, wenn OZ die Axe des Complexes 
ist, da.ss die entsprechenden Projectionen der cotgugirten geraden Linie eben- 
falls durch A’ und A' gehen, und es bleibt, zur Bestimmung dieser geraden 
Linie, nur noch übrig, die beiden Puucte ß" und A’" zu suchen, in welchen 
ihre beiden Projectionen G/' und G.F. schneiden. Wir wollen noch in analoger 

t'litck«r, Oronrinr. | 
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ILE, 

zweite 



von 

n\ 



iUlt' 



JJ!. Diis erste Perjiendikel 



Wei.-se, wie frflher, die 
Punete , in welchen die 
^feoeliene pterode Linie die 
t'oordinaten - El>enen V Z 
und ,\Z trilft, durch ./„ 
und n„ uml deren Projectio- 
nen auf OV, hezflKlich OX 
durch Jo und //., lK‘zeich- 
nen. Es sei endlich der 
Coinf>lex-Parnineter X- — 
r>A' = — OE'. 

Man lillle in der Figur 
von A" ein Perpendikel auf 
schneidet. Ol' in D'\ das 



Man ziehe durch h luid A" zwei gerade Linien nach Jo und //„ und 
fillle auf diese l>eiden Linien Ix^zflglich von O luid E zwei Perjjendikel. Diese 
beiden PerjK'udikel ssrhneiden OX und OV in F'> und //'. 

Die beiden vorstehenden t'onstnictionen knOpfeii .sich unmittelbar an 
die (ileichungen (74). 

Es ist einerseits in (ieni!l.s.sheit der Coustniction (g 1. (-Id)]: 



a" — = X- ^’ = tang7/"”o^ — *IE'- tang///>/4.= OA" fang OE'/l« — (S3) 



und andererseits [g 1. (33)]: 



taug F“fl O o= — r" 
taug fl" EO = — 



r.i 


OK 


OF" 


<lo ÖJo 


"" 00 


$„ 


Ok- 


0/1" 


% " 


~ "(OL 


“ ÖE 



(84) 

(85) 



Aus den vorstehenden Constnictionen können wir andere sogleich ab- 
leiten, welche statt der Projectionen der zu l>estimmenden genulen Linie 
nnmittelbsu’ die Pimcte geben, in welchen sie die Coordinaten-Eltenen schneidet. 



Etjen.so erlmlten wir, wenn die lieiden zugeordneten Polaren gegelam 
siml, unmittelbar den Complex-Parameter X- = OK — — o E’. Es sind E und 
A ' die Kreuznngspuncte der Peqanulikel, weiche in den Dreiecken JoL F" 
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und !UE von den Winkelpuneten auf die tjenenflber liegenden Seiten ge- 
filUt werden können. 

Die Parameter der beiden Polareoinidexe, die wir duivli /■,> vind k' 
unterselieiden wollen, ergeteu sich unmittelbar nach <ler fröheren Nummer. 
Man fÄlIe durch />„ und D" PeqMjndikel auf OBa und OB\ welche in A, 
und Ä“ schneiden. Dann ist (Nr. 3D): • 



OF,, 


k' — OF«, 


(«C) 


OF, 


OF« = OF«. 


(87) 



4.Ö. Wenn der Parameter des Complexes k verschwindet, so parti- 
cularisirt sich der C'omplex. Die Gleichung des.sell)en: , 

xy' — .ry = 0 (88) 

zeigt, da.«s alle Linien des Complexes seine Axe schneiden. Die allgemeine 
geometri.sche Definition eines C^omplexes erstem Grade.s, da.s.s diutdi jeden Pnnct 
des Ilaumes imendlich viele Linien des-sellxm gehen, die alle in derselben 
Ebene liegen, und dass, entsprechend, jede den Hautn durchziehende Eliene 
unendlich viele Linien dessell>en entliAlt, welch’e in dem.sellHm Puncte sich 
schneiden, behält, auch nach der ParticularLsation, ihre Geltung. Nur schnei- 
den sich die Elienen, welche beliebigen Puncten zugemrdnet sind, alle in 
der Axe des Complexfts, so wie die Puncte, welche beliebigen EIxmeu zu- 
geonlnet sind, alle auf dieser Axe liegen. Alle Durchmes.«er des Complexes 
iallen in seiner Axe zusammen. Jeder beliebigen geraden Linie ist die Axe 
zugeordnet. 

Wenn nnr den C'omplex diu-ch die allgemeine Gleichung: 

Ar -\- Bs -f C— Da + A> + Fy = 0 
darstellen, so 'erhalten wir, um aiwzudi-ücken , dass er in der fraglichen 
AVeise sich particularisirt (vergl. auch Nr. 34), die Gleichung: 

AD + BF+CF-Ö% (89) ’ 



*) Wir »vlien hi«*r von ciciu Falle ab, das« />, £ mul F {{leiphzetti}^ vurochwiiulea mul «ouiU: 

* “ ' /?*■+ £* + >'» 

uiU'tulUcli gros« wird. I>er (iniud dazu ist der folgende. Kin C'omplex mit unendlich gOdnem Fara« 
meter, fflr dessen (ileiclumg wir die folgende nehmen wollen: 

(«•y' — x'y) -f A- , r — z') = O. 

enthult nur diejenigen Linien, welche der KWne XF parallel sind oder die unendlich w'eit liegen. 
IHe votf^tehende (tleichung winl nämlich nur befriedigt, wenn inan entweder hut: 

X — 1'=0, 



oder 
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Zur Hest immun}; ilerjeni};en Linien iles Cornjilexes, welilie iliin.'!» einen 

ge}^lxmen Piinet (.r, y, 2 ) gehen, können wir zwischen der allgemeinen 
Gleichung des Complexes imd den Gleichungen: 

4- ~ rz + y, 

1 / — A-2 + «, 

rif — s.1-^ >/, 

welche aush'ücken , dass der gi>gel>ene Funct auf der geraden Linie (r, x, y. tj, tj) 
Iie}rf'., y, ff und ^ climiiiiren. In der resultirenden Gleichung: 

f.l + Fy — Kz)r + (/y — F.v + f>z)x + (C + A.'.c — /Jjf) — 0 (90) 

la'stimmen r und x die Kichtung der Elx?ne, welche dem I’uncte (j, //, 2 ) 
•zugeonlnet ist. Wenn die drei Gleicluuigen: 

,1 + Fl/ — Kz = 0, 

/y — A’.r 4- /yr — 0, (iU) 

f /yy — 0 

gleichzeitig liefrietligt werden, wa.s die Bedingun);s};leichung (89) votuassetzt, 
so wird die Richtung der zugeordneten Ebene unl>estimmt. Dann ist der 
Puiict (.r, y, 2 ) auf einer geraden Linie angenommen worden, deren drei 
Projectionen, wenn wir x, y, z als veränderlich Iwtrachten, diu-ch die drei 
letzten Gleichuii};eu dargestellt werden. Diese gerade Linie ist die Axe des 
Complexes. 

Ohne die Iteschränkende Ue<lingungsgleichnng (89) stellen die vorstehen- 
den di-ei Gleichimgen einzeln genommen diejenigen Ebenen daf, welche 
Puncten entsj)rechen, die nach der Kichtung derCoordinaten-Axen O.V, i)Y, OZ 
unendlich weit liegen. 

Auf ähnliche Weise stellen die drei Gleichungen: 

/y -{- Cu — Äe = 0, 

K — Cl + Ar — 0, (92) 

F -Y Ft — Au — 0 




Für L’ioL'n Bolcbvn Couiplex lullt ulao tlvr der Axc al» einer vollHtündii? )*e»timinteii ^enulen 

Linie fort, indem jetln zu OZ pandlvlti Linie auf diesen Niunen mit gleichem Heckte iVueprucli macht. 

Dennelbeti Complex künnen wir aber auch betrachten uU einen Complex d<^r bcH)ndoren Art, 
dev^en Parameter gleich Null und deinen Axe in der Ebene X y unendlich weit li»-«t. Dahn liegt 
die Hcrechtigung, «obuld die liedinguug: 

erfüllt ist, uLlgeniein von einem Complexe besonderer Art, dexH»n Pammeter gleich Null ixt. zu 
i>pr<‘chen (vergl. Gleichung (i>l) des Textet)« 
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in (Ifn (.'oordiiiaten-Klieneu i'Z, \Z, A I' die I'unete dar, welche dierieii 
Khenen zu^'eoi'dnet sind. Diese divi (ileichungen iH'stehen fjleiclizeitig, wenn 
die Bwlingungsgleichnng (89) belrietligt wnixl. Dann liegen die drei Puncte 
in gerader Linie und sind diejenigen , in welchen die dnn tV)ordinaten-El>enen 
von der Axe des Complexes geschnitten werden. 

Die Bedingtnigsgleichung (89) Ijesteht ungeiliulert , wenn wir den C'oinplex 
als einen Axen-(.k)niplex betrachten und dein entspreche ml durch die (tleichnng: 
h/i + El) + /’ — .Ix + //.-T + Cm = (I 
darstellen. Aller es ist zu tteinerken, dass diese Gleichung in dem besonderen 
Falle, den wir betrachten, dann illu.sorLsch wird, wenn wir, wie wir es in 
dem Falle von Stnihlen-Coonlinaten gethan haben, die Axe des Coniplexw 
zu einer der drei C<xnxlinaten-Axen nehmen. 

Wir können die Bedingungsgleichiuig (89) iladurch hetrieiligen, dass wir 
von den Coirstanten der allgemeinen Coraplex-Gleichnng drei gleich Niül setzen, 
und erhalten vier wesentlich verschiedene Falle, wenn wir nach einander filr 
die verschwindenden (.'onstanteiu 

/>, E. E. .1. rt, C, /). E. I, n, F. 



wählen. Die.sen vier Fallen entsin-echen die Iblgenden Gleichungen in Strahlen- 
und Axeu -i’oonlinaten : 



.!/■ -b //.f + r =0,1 
— + /Va' + Cm = 0, ) 


(93) 


— Elf 4- El» + Fl/ = 0, 1 
/>// + El/ + F — 0, 1 


(94) 


Ir 4- //.V 4- Fl/ = 0,1 
— Ix + Ult 4- C = 0, ( 


(9,5) 


C — DfS 4- Kl/ =« 0, 1 
Cm 4- f>p 4- Kl/ — 0,1 


(9fi) 



In dem Falle der Gleichungen (93) liegt die Axe des Complexist, auf der 
alle Linien sich schneiden, unendlich weit; sie i.st, wie alle Linien des t'om- 
plexcs, der durch die Oleichimg: 



./.r + % + t ’2 — 0 (97) 

dargestellten Ebene parallel [vergl; die Note zu (89)]. 

In dem Falle der Gleichungen (94) steht die Axe des Complexes im 
Anfangspmicte auf der diuxjh die Gleichung: 

f>x + Ky + Fz — (98) 

daiye.stellten Eliene .senkrecht. 
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hl dem Falle der (ileiehungen (Üöl ist die Axe des Coinplexes der C'oor- 
dinaten-Axe parallel mid sehueidet die Ebene -VJ' in einem Puncte, der 
in 'dieser Eliene dureh die Gleiehimg: 

Bt — Am + Fr — 0 (9!)) 

dargestellt wild. 

In dem Falle der Gleiehnngen (9G) eiuUich liegt die Ihigliclie Axe in der 
Eliene -VJ' luid wird in dieser Ebene duivli die Gleichung: 

C + A’.r — = 0 (100) 

dargestellt. 

40. Wir haben ini Vorstehenden, indem wir die Axe eines t'oiniilexes 
zu einer der drei Cixiidinateii-Axeii OZ, (fF, 0\ genommen, die Gleichung 
desselben auf die folgenden einfachen Formen zuröckgefttlirt: 

i; + /• •“ 0, Q 4* “0, . (f — Ar = 0, 

in welchen A- den Parameter des Coraplexis liedeutet. Der Anfangspuiict kann 
hierlH'i auf der Axe des Complexes eine lieliebige Lage haben und die lieiden 
übrigen Coordinaten-Axeii, unter der Dcsliiigung, do.s.s .sie auf einander und 
auf der Axe des Complexes .senkrecht bleiben, lieliebig uiigenonunen werden. 
Wir wollen nunmehr statt der Axe einen lieliebigen der ihr parallelen Durch- 
messer des Coinjilexes zur Axe (>Z nehmen. UnlH*sihadet der Allgemeinheit 
können wir diu Ebene FZ durch den Lhirchme.sser und die Axe legen. Den 
Abstand des I)urchmes.sere von der Axe wollen wir dureh y“ Ixizeichneu. 
Dann winl, indem wir (Nr. 14) 

>j mit »j -|- iF-r 

vertaustrhen, derselbe Complex, welcher früher durch die Gleichung: 

+ A- = 0 

dargestellt wurde, nunmehr durch die Gleiehimg: 

tl+f‘r + A=() (101) 

datgestellt. Wenn wir hieraach, während die Axun G,? und imverändert 
bh*iben, die Axe OX in der Eliene XZ so drehen, da.ss sie, mu-h der 
Drehung, mit OZ einen Winkel d bildet, so geben die Verwandlungsfonnein 
(42) der 13. Nummer, indem wir in denselben / — 3, y = 0 schreilien, für 

r imd 1 / 

die folgenden AusdrOcke: 

r sin 4 tj sin 4 

»• CO» 4 4" 1 »■ CO» 4 4- 1 

Setzen wir diese Amsdrilcke in die Gleichung des Complexes ein, .so kommt: 
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rj sin d + yr sin ri + A-{r cos d + 1) = (*. (102) 

Rs hcdeutet d die Neigung der Ebene .1'/' gegen die Axe OZ, also gt>gen 
die Diux’hmesseiTiehtung des Complexes. Bestimmen wir die Neigung durch 
die Gleichung: 





ß sin d -)- /■ cos d = 0, 


(103) 


■SO vereinfacht sich die Gleichung des Complexes in die folgende: 








(104) 


ixler 


»/ + X' = 0, 


(10.5) 


indem wir 


-- X' 

sm 0 


(10«) 



setzen. Wir halx-n die Constante /■ den Parameter des Complexes genannt, 
wir können sie auch den Panimeter der Axe des (Komplexes nennen und in 
diesem Sinne Oberliaupt von dem Parameter eines Wiebigen Durchmessers 
sprechen und A' in.sbesondere als den Parameter des als Axe OZ genommenen 
Dimhmes.sers liezeichnen. Unter allen Durehniesssem eines Complexes hat 
die Axe den kleinsten Panuneter. 

Indem wir den Complex durch die vorstehende Oleiehuug darstellen, 
beziehen wir ihn auf einen beliebigen seiner Durchmesser als Axe OZ und 
nehmen eine beliebige zugeordnete Ebene diesc*s Durchmessers zur Ebene .V/'. 
Die' Ixjiden Axen OX und OV in dieser Ebene sind auf einander senkrecht 
geblieben, und Gi’ Ist die I^rojection des Durehmesseis* auf die ihm zu- 
geordnete Eiliene. 

Um also von dem lieliebigen Durchmesser zur Axe znrflckzugeheu. 
bmuchen wir blos diesen Durchnusaer nach derjenigen Linie innerh.'db der 
conjugirten Eixme, die auf dem I)urchmes.ser senkrecht steht, zu verschieben, 
und zwar um ein Stück: 

— Iß ~ /■' cos d. 

Die Gleichung des Complexes, die wir auch miter der Form: 

{.rij—x'ij) -1- X'(: — O = 0 (107) 

schreiben können, bleibt unverilndert dieselbe, wenn wir innerhalb der Eliene 
Xy die rechtwünkligen (kwrtlinaten-Axen b<*liebig drehen. Drehen wir sie 
aber von einander unabhängig so, dass sie nach der Drehung einen Winkel f 
mit einander machen, so haben war: 
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mit 



.*>*» 

{.nj—xy) um! 



(.l y' — x'y) sin t imil y sin t 

zu vcrtiiasLlien. IHe Fonn der ( VmipluxgleiehnnK bleibt iilso mich dann nix h 
dicscllic: 



1 / “f* /■ — 0, 



wobei wir: 



sin f 



_ r 

sin f Hill 0 



( 108 ) 



( 109 ) 



setzen. Das ist die Oleiehimg des L'oniplexes. wenn wir einen lieliebiffen 
Dim-lime-sser, der mit seiner zugeordneten Ebene einen AVinkel d bildet, als 
Axe OZ nehmen und in der ziigtsirdneten Ebene zwei beliebige Axen 
mul OJ' Wilhlen, die den Winkel » einschliesseu. 

Wir erhalten die entspreehenden (lleiehungslonneii : 



t» + 



At 



sin d sin t 



0 . 



*»■ _ 

sin d sin < ’ 



(110) 



weim wir statt AA Z nach einander t> .V imd O /' mit der Axe des Complexes 
ziisaiiuueurallen lassen. 



47. Wir hallen bisher in der Discus.sion der (.'oinplexe noch nneWirtert 
gelassen, welehen Eindnss das Zeichen des Par.uuetei's auf die Natur der- 
•sellH'U hat. Dem doppelten Zeichen dieses Werthes entspi-eehend erhalten 
wir zwei wesentlich verschiedene Arten von C'omplexen ersten 
Grades. 



Wenn wir irgend eine geraile Linie, die wir unter den Linien eines 
Complexes auswitlüen , luirallel mit dei- Axe des Complexes beliebig vemdilelwii 
und um diese Axe beliebig drehen, so lAllt sie in allen ilireu neuen Lagen 
mit aiideru Linien des Complexes zusammen. Sie lienHirt hierbei fortwährend 
einen Itotation.scylinder, dessen Axe die Axe des Complexes ist, und dessen 
Kreis.sehnitte die kürzeste Entfenumg der geindeii Linie von der Axe des 
Complexes zum Itiidins haben. Die den Cylinder berülirende gerade Linie 
kann sich in tJeliereinstimmung mit dem (^iosagten um den Cylinder so Ix*- 
wegeii, dass sie eine Curve umhilllt. Diese Curve ist dann 'eine auf 
dem Cylinder liegende Schranbenlinie. Wenn wir die Schraulx'nlinie 
um die Ufihe eines Sehnuibenganges auf dem Cylinder vei'schielx-n , gelxui 
die Tangenten der Schraubenlinie in den verschietlenen Lagen dieser letzteren 
silmmtliehu Complexlinien, wi'lche den Cylinder berflhmi. 
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-f" X’ (/‘(f — s q) X' = i) 
dii- Oleichung dos Complescs, 

r + = ( 111 ) 

die Gleichung eines Rotationscylinders, der die Axe des Complexes zu der 
seinigen, und dessen kmsförniige Basis /t zuin Radius hat. Dann Ut eine 
ger.ule Linie, demi drei Qwrdinaten: 

;• = 0, <> = Xf, u = 0 (112) 

sind, eine Tangente diw Cylindere. Um auszudi-flcken , dass sie dem Komplex 
angeliört, erhalten wir: 

Jt« — X-. (113) 

Die gerade Linie liegt in einer der Cooitlinaten-EI>ene l'ji parallelen Ebene. 
Wenn ilire Projeetion mit OJ^ einen Winkel i bildet, der eine jx)si- 

tive trigonometrische Tangente hat, so ist sie die Tangente einer dem Cy- 
linder aufgeschrieberiou, rechtsgewundenen Schraulwnlinie. Dann ist, in 
Folge der letzten Gleichung: 

/Lv = /f tangi = X-, (114) 

der Parameter des Complexes, X-, positiv. Wenn mngekehrt lang 1 
neg-ativ Ist, ist die gerade Linie Tangente einer dem.sell>en Cylinder auf- 
geschriebenen liuksgewundenen Sehraub*:nlinie, und dann Ist der Para- 
meter des Complexes, X-, negativ. Aus der letzten Gleichung folgt 
aber, wenn wir in ihr für /? beliebige positive Werthe setzen, dass alle 
Linien eines Complexes Tangenten reeht.sgewmulener Schraulwnlinien sind, 
wenn eine Linie dessellwn eine rechtsgewundene Schraubenlinie IjerQhrt, so 
wie, dass alle Linien eines Complexes Tangenten link.sgewundener Schraulx-n- 
linien .sind, wenn eine Linie des.selben eine linksgewundene Sclu’auljenlinie 
tieröhrt. Wir halxm also zwei wesentlich verschiedene Arten der Complexe 
ersten Grades, die wir als rechtsgewundene und linksgewundene 
Complexe unterscheiden wollen. 

Wir kflnnen eiHien Complex ersten Grades auffassen als die 
Gesammtheit der Tangenten von Sehraub'enlinien, welche Ro- 
tationscylindern aufgeschrieben sind, deren Axeu mit der Axe 
des Complexes zusammenfallen und deren Kreisschnitte Radien 
haben, welche von 0 bis <x> wachsen. Für denselben Complex 
sind alle Schraubenlinien gleich gewunden. 

Die Höhe der Schraubengänge. />, ist für jetlen Cylinder durch die Gleichung: 

l’IAcker, (icHiRietrte. 




h = 



beritinimt. Eliminiivn wir 
den, MO kommt; 



A zwisohfii dieser (tleidmn'» 



(llö) 

und der vorhei’gehen- 



hk = (ll(i) 

das heisst: fflr jeden C'ylinder ist das Produet der Höhe des 
Schraubenganf?es in den Parameter des C'oiiiplexes der doppel- 
ten Flftehe seiner Kreisselinitte gleich. 



48. Wenn wir einen C'omplex durch die allgi*nieine' Gleichung : 



.4/’~|- Hs C — T)a Kq — 0 
ilaiNtellen , .so halam wir tftr den Parameter de.s.selbeu: 



. AIi-\-BE+CF 
^ + E‘ + . 

Iter t'oniplex ist also ein rechtsgewnndener, wenn: 

,l/> -f fl/; -I- < /■> (», (117) 

er ist ein linksgewundener, weim: 

.Ifl -J- fl/; -f r/’ < 0 . Ul«) 



Dem Uelx'rgangsfalle 

.1 fl ;t- flfl -f CF = 0 (119) 

entspricht, dass die Axe des Coniplexes von allen Linien de.sselben 
geschnitten wird (vergl. Nr. 45.). 

ln zwei coi\jugirten l'oinplexen sind die Windhe der C'onstanten k gleich, 
al>er von entgegengesetztem Zeichen. Die SchmulH-nlinien beider (bmple.xe 
sind entgegenges(*tzt gewunden. Wir können von zwei conjugirten Complexen, 
um d<>r Anschauung zu Hülfe zu kommen, jtslen als das S]>ic>gelbild des 
ainleren betrachten , wobei wir uns die Ebene des Spiegels senkrecht auf der 
gemeinsamen Axe der Complexe denken. 

In je<lem Puncte de.s Kamnes schneiden sich zwei den Ixiden conjugirten 
Complexen angehöiige, demselben Cjiinder anfge-schriebene, entgegengi’setzt 
gewundene SchraulH>nlinien. Die Tangenten dt>r Iwideu SchniulM‘ulinicu in 
diesem Puncte sind dm-ch deasollxm gehende Linien der laiden Complexe. 
Der Winkel, den sic mit eiimnder bilden. Ist 2(.t — X). Es ist alH-r: 

tang (.-r — i) — y. (12H) 



mithin die Tangente des Winkels, unter welchem die Linien der beiden 
Complexe sich schneiden: 
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tung 2 (-T — /.I - jiiTÄr U 2 1 ( 

Difsei- Diirchsclmittswinkel nimmt mit dem Abstmwle des l’iiiiet<>s von der 
Axe dm C'timplexes zu. Er fleht, wenn » 

X - n, 

diu'di einen rechten Winkid hiudiufli, imcV winl, wenn H dann ferner ikhIi 
wadist, immer f^Vser, fflr It = oo der («nlnze .t sich annflhenid. 

Durch je<leii eeedjenen Pumtt geht nur eine einzige Sdiraulx'iilmie eine* 
Complexes. Die Tangimte die.ser Schraubenlinie in dem gegelwnen Pimcte 
ist eine Linie des Comidexes und liegt demnach in der diesem Puncte ent- 
spredieuden Elx-ue. Durch eine zweite, durch den gegelxmen Pimct gehende, 
dem Coiiiplex ungehörige gerade Linie ist dic-se Ebene vollkommen Ijestimmt. 
Eine .solche finden wir in der con.secutiven Tangente deiNdben S(?hrauben- 
linie. Die Ebene, welche ilie beiden Tangenten enthalt, i.«t die Dsculations- 
Eliene der Schraulxnlinie in dem gegebenen Puncte. 

Die Osculations- Ebene einer Complex-Schraubenlinie in 
einem ihrer Punete i.st die die.sera Puncte entsprechende Ebene. 

Die Bestätigung dieses Satzes Huden wir diU'in, dass Ix-ide Ebenen 
eineixeits durch die Tangente der Schraulxmlinie in dem gegebenen Pniwte, 
nnderers«‘it.s durch dasjenige Peq)endikel, welches von diesem Puncte aus 
auf die Axe gefallt werden kann, gehen. 

Wenn ein Punct auf einer von zwei zugeordneten Polaren fortidickt, 
so entspricht demselben in jeder Luge eine Schraubenlinie imd eine Oscula- 
tion.s-Elx‘ue derselln-n, die fort wählend <lurch die andere Polare geht. Ist 
die gerade Linie die SeiL^ eines t'ylinders, dem Schraulienlinien des t'om- 
plexes aufgescluielKm sind, mit andern Worten, ein Duiehmesser des Coin- 
plexes, so wenlen die entsprechenden Osculations-Ebenfu unter sich parallel 
uikI siud dem Durchmesser zugeorduetc Elxaien, in welchen die dem Diurh- 
me.s.ser zugt>ordnete Polare unendlich weit liegt.*) 

4!l. Ich schliesse diese Untersuchungen ülx-r t'omplexe eraten Grades 
mit einigen allgemeinen Bemerkungen. 

So wie wir aus geraden Linleu Polygone bilden können, deren Winkel- 



*) Wir halten tUe Coii»taiiteii in der allxeiueiuen UletchuuK einefi C'oiuplexoi» uml deumnch 
Auch k inmuT n*eU genommen. Wenn wir Aber mehrere Com|>lexi> zuKiiuniU'iiKtxdlen , rerlniij^t die 
All^cmoinheit der l'ntervut-hui)};. da»ft wir auch Com|dexe mit imuj^nären ('om>tatiten berück* 
sichtigen. 

8 -^ 
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piincU* in einer Ebene liegen, und kör))erliclie Ecken, demi Ebe- 

nen durch einen gegel*enen Punct gehen, so kennen wir auch aus Linien 
eines Komplexes ei-steii Grades gleichzeitig nluinliclie Polygone imd Polyeder 
bilden, welche sich entsprechen. Die Seiten des räumlichen Polygons sind 
Kanten des Polyetlers. In den Winkel]>uncten des Polygons schneiden sich 
zwei auf einander folgende Seiten desselben, die Ebene, wehhe dureh zwei 
solche Seiten geht, ist die in dem Complexe dem Winkelpimcte entspre- 
chende Ebene und eine Flache dtsi Polye<lers. Die gegenseitigen Beziehungen 
zwischen Polygon und Polyeiler sind die l>ereits in aler Kote zur 2!». Kunmier 
bespns'henen. 

Wir wollen ein räumliches Polygon, de.ssen Seiten Linien des t'oinplexe.s 
sind, ein t'omplex-Polygon, das entsprechende Polyetler ein Co mp lex - 
Polyeder nennen. 

Um ein ('omi)lex-Polygon zu lx»schreil>en , nehnien wir eine Linie des 
t.'oini)lexes und auf ihr einen ersten Winkelptmet des Polygons an. Wie in 
der Ebene durch einen Punct unendlich viele Linien der Ebene gehen, .so 
gehen auch im Complexe dundi einen Punct unendlich viele Linien des 
Complexe«. Auf einer dun;h den ei'sten AVinkelpimct des Polygons gehenden 
Complex-Linie nehmen wir den zweiten Winkelpunct, auf einer durch die.s<!n 
gehendenden Coinplexlinie den dritten an imd so fort. Um das Polygon zu 
schliessen, li^vn wir durch den zuletzt Ix'stiinmten Punct die diesem Puncte 
in dem Complexe entsprwhende Eliene. Dieselbe .schneidet die erste Complex- 
Linie in einem Puncte. Die Linie, W'elche beide Puncte verbindet , ist eine 
Linie ties C'omi»lexe« und sclüiesst this Polygon. Ein Complex-Polyeder ktm- 
nen wir aiLs dem entsprechenden Comjdex-Polygon ableiten, oder auch, in 
analoger Wei.se wie ^dieses, direct constmiren. Zu diesem Ende betrach- 
ten wir eine gegebene Complex-Linie als Kante de,s Polyeders und legen 
durch diese Kante die erste Flache desselben, durch eine beliebige Complex- 
Linie in dieser Elxuie legen wir die zw'eite Fläche, durch eine beliebige 
Complex-Linie in der letzteren die dritte, und so fort., ln der zuletzt 
bestimmten Polye<terfläche bestimmen wir den, im Complexe, derselljcn ent- 
sprechenden Punct. Diejenige Eirene, welche durch diesen Punct und die 
erste Complex-Linie geht, schliesst das Polyeder. 

Die Seiten eines Complex-Polygons .sind gleich orientirt — da.« heisst, 
sie sind Tangenten gleichgewundener Schmubenlinien und das hat eine 
characteristische Aufeinanderfolge der Ek-kpuncte de.s.sr'lben zur Folge. Die 
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Flätheii eines Coniplex-Polyetlei>), durch zwei ovientirte Kanten dessellxm 
gehend, sind in gleichem Sinne gedreht. Polygone und Polytnler kramen 
wir, je nachdem .sie rechts- oder linksgewundenen (.'omplexen angehdren, 
für sich .selbst als rechts- oder link-sgewunilene bezeiclmen. Das Spiegelbild 
— wir bcslienen uns der früheren An.sehauungswei.se und nehmen witslenun 
die spiegelnde Flilclie auf der t'oniple.\-Axe senkrecht — eines t'omple.v- 
Polygoas oder C'omplex- Polyeder» gehdrt dem conjugirten Complexe an und 
Ist entgegengesetzt gewimden. 

.50. Durch eine in der Elxne continuirlich sich bewegende geriule Linit? 
wiixl eine.elx-ne t'iuTc umliüllt, durch eine gerade Linie, welche nm einen 
ihrer Puncte sich divht, eine Kegelflilcdie Ix'schriebeii. Duivh eine couti- 
nuirlich sich bewegende gerade Linie, die in allen ihren •Lagen einem gege- 
lienen Complexe angehört., %vinl eine räumliche Cuire umhüllt, währenil von 
dersellien gleichzeitig eine Abwickelungsllilche Ixschrielx-n wird. Jene 
bezeichnen wir als eine Curve, diese als eine Abwicklungstlache des 
Comiilexes ersten Grades. 

Wir können jefler gegebenen Flüche imendlich viele Curven in einem 
gegelxnen t.'omplexe aufschreilien. Durch jeden gegelienen Punct der 
gegelienen Flüche geht eine .solche Complex-Cur\'e. Die Tangente der Complex- 
Curve in diesem Rmcte Ist diejenige gerade Linie, in welcher die in dem 
Complexe dem gegelxmen l’imcte entsprechende Ebene und die Tangential- 
Ebene der Hache in diesem Puncte sich schneiden.*) 

E.S gibt, um in einem Worte Alle.s ziLsammenzufa.s.sen, wie es eine 
Geometrie der Ebene gibt, auch 'eine Geometrie der Complexe 
ersten Grade.s. 



*) Um die olI^emeineD Ikdrachttin^ui de» Toxtee durch ein cinfacbcH Bviepiel zu vcr.inKhau- 
lichen, wollen wir als Oberfläche eine Ku^el nehmen, deren Mittelpunct in die Axe des Complexe« 
nillt, und deren Haidius II «in beliebiger ist. Die dieser Kugel aufgeMrhriebeuen Cumplcx-Cun’cii 
bilden ein System von Loxodromen, welche die Metidiane der K1lg^'l unter einem Winkel l schnei- 
den. der durch die (tleichung: 



gegelsen ist. 
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Die Congruemen zweier linearer Gomplexe. 

51. Die zibiiinnueniiillenden Linien zweier Linieu-Coinplexe des eisten 
(.inwies bilden eine Li nien-Conf'rueuz. AVir können die Linien e'mer 
Cimgnienz als Stndili'ii und als Axen betnwhten und, dein ent.spivthend, die 
Ciingnienz in zwiidiulier AVeise darstellen, einmal dureli «las System zweier 
( ileiehung«*n in Strahlen -(.'«M>i’dinaten: 

Sl -Ir-)- //* + C — /Jfi + k'o /■'>/ = (I, I 

A'r + //■«+ i' Ö«; + /;■(< + /”v = 0. I *'* 

das andere Mal durch das System zweicT Oleiehungtm in Axen-C'<xj«linat:en: 

'/' z: />/' k-f/ + f — -Ik + //.T + I , 

— />’/) + E' >1 F' — tXk -f- ^ + ("«a ” 0. I 

52. lu jedem det lieitleil (,'omplexe, durch welche ilie (’ongruenz Ih>- 
stimmt winl, gehen durch einen gig«;l>enen Pnnct unendlich viele Linien, 
di«' in der dem l’uncte ent.spivchtmden Els-n«! lu-gpo. Die Durclischnittslinie 
der Is-iilen dem geg«*lM*n<ni l’uncte entspi-echenden Elnnien ist die einzige 
Lini«*, welche durch dies«>n Punct g«>ht und beiden t'omplexen zugleich, also 
der tongnienz angehört. Durch jeden Punct des Bauiiies geht eine ein- 
zige gerade Lini««, vuii der wir .sagen, «la.s,s sie, in d«>r (.'ongrtnmz, dem 
Puncte entspreche. 

In j«!dem der Ix-iilen Complexe liegen innerhalb einer gegebenen Elanie 
unendlich viele Linien, die in dem -iler Elame ent.sim>chenden Puijcte sich 
schneiden. Diejenige g<.>nwle Linie, welche in der gegelamen Elx-ne «lie l»ei- 
den «■ntspnxhenileii Puncte verbindet. Ist die einzige, welche in dieser Ebene 
liegt und beid««n t'omplexen zugleich, also der C'ongnienz ang«»hört. In jeder 
den Raum durchzielwnden Eliene liegt eine einzige gerade Linie, von 
der wir sagen, da.ss sie, in der Congnienz, der Ebene entspreche. 

Di«' bi'iden vorsteh«'ndi*n Relationt'ii, von welchen eine die nothweiulige 
Folge der amleren ist, können wir als die geometri.sche Delinitiou 
einer C'ongruenz linearer Comiilexe ansehen. 

5;t. IW der Ilestimmung einer Congnienz ki'mnen wir die beiden ge- 
gelK'uen Complexe: 

Si — 0, Si' — II, 

durch irgend zwei andei-e el'setzen, welche, l«‘i lieliebigi'r Annahme de» 
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unbestimmten Coefficicnten ii, durth die folgende Gleiehnng; 

Sl + l<^^' — 0 (3) 

diirgestellt werden, und dftrfen dabei auch ■/> und </*' an die Stelle von .‘i 
und Si setzen. Wir sagen, da.s.s alle Complexe, welche durch die vorstehende 
(ileiehung dargestellt wenlen, und von welchen je zwei die Congnienz la*- 
stimmen, eine zweigliedrige Gruppe linearer Complexe bilden. 

.")4. Wir erhidten nach der 31. Nummer fflr d«? durch den Anfangs|nmct 
der CVwrdinaten gehenden Hauptschnitte der Complexe (3) die Gleichung: 

/>a- + Ey + Fz + + E' y + F' z) 0, . (4) 

und diese Gleichung winl für beliebige Werthe von ij liefrkxligt, wenn 
gleichzeitig: 

IKv 4- Ey 4- “ b, 

//j; 4- ETx 4- Fz = 0. 

Ihi der Anfangspimct der Coordinaten von vornherein willkürlich angenommen 
ist, so ist hiermit ausgesprochen, da.ss in allen Comi)lexen einer zweiglitslrigen 
Gruppe, wc'lchen dii- Congnienz angehört, die durch irgend einen gegebenen 
I’unct gehenden Hauptschnitte in dersellxm geraden Linie sich schneiden. 
Hanius ergibt .sich, weil die Uurchnnwser eines Complexes auf den Haupt- 
sclmitten desselben .senkrcHiht stehen, der folgende Satz: 

Uie Durchmesser aller Complexe einer zweigliedrigen Gruppe 
sind derselben Ebene parallel. 

55. Zur Bestiimnimg d«' Kichtungen der Dun’hmesser erhalten wir die 
folgende Doppelgleichung : 



X y z 

D + ytf ~ + ~ F + yF" 

und, wenn wr die Richtungs-Constanteii r und *■ einfülireu: 

F+yF'’ F+iiF' 

Eliminiren wir zwischen diesen Gleichungen (i. so finden wir: 

(E‘F~EF')r — (H F— HF')s 4- (H E— HE') = 0. 



«i) 

('» 

(^*) 



Diuxii diese Gleichung ist die llichtung der Ebene bestimmt, welcher die 
Durchmesser aller Complexe parallel sind. Indem wir für r und .v einsetzen 



^ und erhalten wir die Gleichung: 



(E'F— EF)x — (HF— HF')y + (HE — H E')z = 0, (9) 

welche in gewöhnlichen I’nnct- Coordinaten die durch tlen Anfangspunct 
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Rchemle Kl)eiif von «lor hestimiuton Ilichtuiif' iliiKtollt , und hiernach /.m- 
Kt^tiininiing der auf dieser Elwue senkii!chten Richtun}? die Doi)pelgleichiuig: 

X y z 

k’F-EF‘ “ ~ Vf-TTf' “ b'lf^bF' 

AVenn \vir der Axe OZ dic-se Richtung gel)en, so vei-schwinden F und F‘ und 
in ilen Cora|>lex- Gleichungen (1) wird: 

n - Ar 4- ns + r — na + /;<? — o, 

ii' .l'r + ITs + c — n‘n + A”(» — ü. 

I)iuni simi die Durclunesser sllnuntlicher C'omplexe der tiruiijM.* (3) der Ebene 
.\y piinillel. 

öij. Wenn eine der folgenden drei Hedingimgs-Gleichungen: 

n F — nF = 0, n'F— nr - o, kf— ff - o (i2) 

besteht, so liegt, ihe gerade Linie, in der die diueh den Anfaugspunct gehen- 
den Haupt .schnitte aller Coinplexe der Grup|>e .sich schneiden, bezöglich in 
einer der drei t'<X)vdinaten- Ebenen XY , XZ, FZ. Die Durchine.sser saninit- 
licher Coinplexe sind dann einer Eliene parallel, welche bezüglich dureh OZ. 
OY, OX geht. Wenlen die drei Hedingungsgleichungen (12) gleichzeitig be- 
friedigt, so l#st sich der Wideisäimich, da.s.s eine Ebene gleichzeitig den tlrei 
Cooi-dinaten-Axen parallel wiixl, dadurch, da-ss jede He.stimniung über diese 
ElH-iie fortlhllt. Dann befindet sich unter den Coinplexen der Ginij>|ie (3) 
einer, entsprechend: 

_ /) E F 

“ if ff “ f" 

für disksen Gleichung wir die folgende nehmen können: 

{A'n — An')r 4 - (/r /> — ///) ).» + {c n — cn’) — n. (i;3) 

Alle Linien dieses Coinplexes sind der diu'ch die Gleichung: 

(An — .f/>)a + {F n — ni/Mj + (vn — cn')z — o (u) 

dargestellten Elxme imrallel. Die Congnienz ist in diesem Falle dadurch 
particularisirt, dass ihre Linien, weil sie silmnitlich auch diesem Coinplexe 
angehören, der eben bestimmten Eliene parallel sind. Dalxd werden 
die Axen sünuntlicher Coinplexe der zweigliedrigen Grupiie einander parallel, 
wie ans der Dopjielgieichung (10) zu ersehen ist. Wir wollen solch eine 
Congnienz als eine parabolische bezeicimeii. Von den folgenden Betrach- 
tungen .schliessen wir .sie aus imd unterwerfen sie .«|>Ater (Nr. 7."») einer 1 h:- 
soialereu Discu.ssion. 
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Diwer Full tritt inshi-somlfre auch dann ein, wenn Fund/“ versehnin- 
den, und überdies: 

///’— //F' — o. (lä) 

57. Wenn wir eleu Anfangspunet der C'ooitlimiten in irgend einen l’unet 
(j'>, </“) verlegen, so winl da-s constante Olied in der Gleiehung der t'oniple.x- 
gnippe (;t): 

(<’ + F.i- — Df) + (<(/•' + F'a* — D' f). 

Dieses Olied fällt also aus, wenn der neue Aufangspunct in der Eliene -\ i' 
auf der durch die Oleichung: 

(C + Kx — Du) + II (r + /;'.r — ////) — U (Ui) 

dargcstc-llten genulen Linie angenommen wird. Nehmen wir für diesen l’unet 
den Durehsehnitt der Iteiden geraden liinien; 

(' + Ex — Dy =0, 1 
r'+ E'x— Dy = 0, j 
.so vei'schwindet au.s der Oleiehung aller C'omplexe der Onipjx.- da.s constante 
Olietl. Dann kommt : 

<l Ar + H.t — Da + A'<. = •», | 

Si _ A'r + D's — D a + F'<) = (I. ) 

Wir haben überhaupt für die allgemeine Oleiclumg dei^jenigen Elxaieu, 
welche in den verschitHlenen t'omplexen der Orupjx- (3) dem Anfangspnncte 
entsprechen (Nr. 32.): 

Ax + Dy 4- Vz + ii(A’x + /Fy + r'z) = 0 , (1<J) 

und diese Oleichung winl, unabhüngig von ilem jedesmaligen Werthe von p, 
lielriedigt, wenn gleichzeitig: 

Ax 4- Dy + (’z = o, ^ 

. fx A- /fy + C'z = t). I 
Alle dem Anfungs]wncte entsin-echenden Ebenen schneiden sich also auf der 
durch die beiden Oleiclumgen dnrgeatellten geniden Linie, und da der An- 
Ihngspunct von vonieherom wnllkürlich angeiioinnien ist. gelangen wir zu 
dem Hdgenden Satze: 

In den (Jomplexen einer zweigliedrigen Oruppe entsprechen 
eiueni gegebenen l’unete Ebenen, welche in derselben Linie 
.sich schneiden. 

Dieser Satz Ist nninittelbar ilnrch die Ziisammen.stelhing der 52. und 
53. Nummer gegelxn. 

Wenn (' und C verschwinden, schneiden sich die Ebenen, welche in 

l’IArkrr. (K*«itietr>e, ^ 



( 20 ) 
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«leii viM'schitHleuen Complext-n dw zweifiliudrigcn (TrupjH! di'in Anfungspiuicte 
i>ntsprethen , luif iltT Axe OZ. 



.'iX. Whui glfk-liz('itig /'und T und f vei'>ich\vinddti , winl OZ eine 
gemeinselmttliche Linie aller (.'oniplexe und al«) eine Linie der Congnienz, 
welelie von den Axen aller Coniplexe geschnitten wii-d (vergl. Nr. dl.). 

In jeder Cougruenz gibt es, iin Allgeineinen, eine einzige 
und vollkommen bestimmte gerade Linie, welche von den Axen 
.silmmtliclier Complexe der zweigliedrigen Gruppe, durch welche 
die t'ongruenz bestimmt ist, geschnitten wird. 

Diese gerade Linie, welche zur Congnienz eine ausschliessliche Beziehung 
hat, wollgn wir die Axe der Congnienz nennen. Indem wir die Functions- 
Bestimmung der Gleichungen (18) zu Grande legen, nehmen wir die Axe 
der Congnienz zur Axe <>Z. 

AVenn die Bcslingungs-Gleichung 

nz— hE' — 0 



liesteht, kann ilie Cougruenz im Allgemeinen nicht mehr durch da.s t'ystem 
der lieiden Gleichungen (IS) dargestellt wenlen. Einmal k'nmen F und F' 
nicht ausfallen. Denn die dim'h den Anfangspnnct gehenden Ilaujit schnitte 
aller Coniplexe der zweigliwlrigen Grappe schneiden sich, wenn die obige 
lUslingungs-Gleiclumg Indriedigt wird, auf einer in der (VKirdinati'n-ElK'iie 
liegenden geraden Linie, deren Gleichung die folgende ist; 



y + 



E 



_ I II 

y = *’• 



Die DuR-hmesser und insbesondiTc die Axen aller Comi>lexe dertirupjie sind 
nach der Ö4, Nuiiuner einer Ebene iiarallel, welche auf dieser Linie senk- 
recht steht. Hiernach kann die Ebene .VF den Durahmes-sern, im .Allgemeinen, 
nicht panillel sein, und daher die Unmöglichkeit de.s \^‘i-schwindens von F 
und F. Erst wenn 

b’ F: ’ 

das heisst, in dem Falle der paraliolLschen Congnienz, tritt düse Möglichkeit 
dadurch wieder ein. da-ss die Gleichungen (.ö) identisch wenlen mid, dem 
entsprechend, alle durch den Anfangspnnct gehenden Hauptschnitte in der- 
sellien Elame zusammenfallen. Alle Complex-Axen stehen dann .senkrecht 
auf dieser Ebene und sind demnach, in Ueberein-stimmung mit der .5(1. Num- 
mer. unter einander parallel. Es braucht also nur, damit F und /” ausfallen. 
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diu Elnjiie .\T so •'eiiomnien zu 'Werden, dass sie selitst auf der ti-afilidieii 
El)epe seiikreelit steht, wler was dassellie heisst, die Axe muss in dieser 
Elx*ne liegen, kann alter in dersellH-n jede Iteliebige Richtung haben. 

Aber auch C und C können, wenn die obige Bedingungs-OIeichung be- 
steht, iin Allgemeinen nüdit gleichzeitig ansfallen. Dann wird nämlich 
innerhalb .Vf die Verlegung des Anfangspunctes der t'oordinaten, wotlurch 
dieses Ausfallen bwlingt. wird, illusorisch und zwar dadimdi, dsiss die beiden 
geraden Linien (17), in deren Durchschnitt <ler neue Anfangspunct liegt, 
parallel werden. (Es kommen hierbei die Wertlie von F und F' nicht in 
Befracht.) Nur wenn gleichzeitig 

C ^ ^ ^ 

, 1 / // « ' ’ 



und in Folge davon die Iteiden geraden Linien (17) in eine einzige zu.sammen- 
fallen, können fiuid C wiederum duix-h Verlegung des Anfangspunctes fort- 
geschafft werden, und zwar können wir zu diesem Ende jetlen beliebigen 
Ibinct der geraden Linie 



. F.r Ay 

~C C~ ~ 



1 + 



E'x 

C 






zum niaien Anfangspuncte der CtKtrdinaten nehmen. Wir weiden dem Falle, 
d.oss die beiden geraden Linien (17) in eine einzige zusammenfallen, .s]tJlter 

(Nr. 75) begegnen und dann sehen, dass dieses Zusammenfallen in einer 

besonderen Lage der Congmenz gegen das Coonliiiaten-System seinen Grund hat. 
fl!). Wenn eine einzelne der drei Bedingungen: 

. (7/ _ (I, .rc-.ir-^o, n c—nr^^) (ii) 

belritdigt winl, so liegt, diejenige geraile Linie, in welcher alle dem Anfangs- 

luincte ents|)m-hende Ebenen sich .schneiden, Ix'züglich in den Csxtrdinateii- 
Ebenen .Vf, XZ, Y Z. Wenn gleichzeitig zwei ilieser Gleichungen und, in 
Folge davon, alle drei Itefriedigt. werden, so gibt es unter deu Complexeii 
der Gruppe (.'!), entsprechend: 

_A tt _ C 



einen, des.sen Linitm .sich .sammtlich auf .seiner Axtt .schneiden, und diese 
Axe geht duivh ilen Anfangppunct. Prtr die Gleichung desselben können wir 
— (.(' n — A //) (s + (V F — A A") p + (.f F — A F') rj = 0 (22) 

nehmen. Diesen BtHlingnngen winl entsprochen, wenn (' und (" verschwinden 
un<l gleichzeitig: 

./•/)— 1// = 0. (23) 

9* 
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Dann lie^t die .\se des Complexes , welche durch den Ant'auKsiumct jjeht, in 
der Elxnie l'X. 

Wenn zufileich C nnd C, F und /■” vei'schwinden und zuKleieh die 
li<'dinpinß (23) erfiült wiid, tilllt die Axe des C'onji»lex(*s mit der (.'<x>rdinaten- 
Axe )>y zusammen. Die Discnssion die.ser Ffllle winl ihre Erledinim^r s[)Ater 
(in Nr. 70.) finden. 

00. Die Com]ilexe !l mul ii sind irfjeiiil zwei, welche wir Ixdiehi^ aus 
der t'omplex-tirujijH* (3) genommen halM-n. l-nU-r den unendlich vielen 
t'iimplexen der (Irupin- lietinden sich aher im All|ienieinen solche, die von 
einer (.'onstanten wenif;er ahhilnK<'n und deren silmmtliclu* Linien die Axe 
schneiden (vergl. Nr. lö.). Uei der IJestiinnnm^ dieser (.'omplexe wollen wir 
di<‘ Functions-Bestimmunf; (IS) zu tinmde h‘Ken, was, nach dem Vorstehen- 
den, mit Ausnahme des Falles, da.ss die lUslinjiunfjsi'leichuiif'en (12) zu- 
gleich iHsilehen , immer nestattct i.st. Dann schneiden alle .\xen der t'om- 
plexe, die nunmehr «lurch die (ileichniif;: 

(.Ir -j- //.»■ — /y« -f- A'o) -f- u (.l'r //'.v — //« -f- A”ii) = (• (24) 

daroestellt wenlen, unter rechtem Winkel. 

Wenn der einem Isdiehiffen Werthe von /i eutsprecheiule t'omiilex von 
der lH*zeii.'hneten Art ist, erhalten wir nach der 4ö. Nummer tflr die Glei- 
chungen der drei Proji-cf ionen seiner Axe die folgenden: • 



(•< - 


A’-') + .. (./' 


- A”.-) - 0, 


(•2:.) 


(// -f 


/>z) -f- ,, (//■ 


+ 


(20) 


(Ä-r 


f>'j) + !i (A".l 


- //,//) - 0. 


(■27) 



ln einem solchen (omplexe ist die einem l’nncü- des Itaumes entsprisdieiide 
KlxMie diejenige, welclie duix-h »len l’unct und die .\xe des Complexes. in 
die alle Dundimesser de.ssellxui znsammenl'allen (Nr. 4.')), sich legen lilsst. 
Die Gleichung der dem Anfangspuncti^ entspnx henden Ebene ist Ixn un.serer 
Annahme der (,'<x)nlinaten-Axen die tagende: 

(./.r + Fy) -1- II l.l'.r -4- H';i) = 0. (2S) 

In dieser Elx-ne liegt also die Axe des Complexes. 

Wenn wir durch (.r, y. -) irgeiul einen l’unct der .\xe eines der zu 
bestimnu-nden Comidexe, die wir auch, dadurch" definin-n können, dass ihre 
Parameter gleich Null sind, ausdnlckeii, so bestehen zwischen iliesen C<x>rili- 
naten gleichzeitig die vorsleheiiden vier Gltdchungi'u. Eliminiren wir % 
zwischen (2.ä) und (20|, so erhalten wir: 

(./ -1- if.l')l/> + lif») + (A + ,«//")(/; 4 - jiA") = o. (20) 
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Difst'lbo (tlfichunj' hätten wir duri'h Kliniinutii>n von 



zwisi’hen (27 1 



nnil (2S) ei'halten. Sie clrOckt aus, dass der Pariimeter des Complexes v»t- 
sclnvindet (Nr. ds.). Wir liätten .sie von vorneherein aufstellen können. 

Gl. Die letzte tileieliune wird, wenn wir entwiekeln; 

( . f // + //' A”) 1 ( 2 4 - [I . /' /> + . / //( + (//” A’ + A ’ /?'(] ji + (.IO+ A' //) = (». (dO) 
Hezeielinen wir die lieiden W'ur/.eln duser fileielninf' durch fi" und (i„, so 
kommt ; 



, !^ß + + </l'E + ßP) 

f + f" Air+ßK 



(dl) 



, ß - Aß' +{BE - ßKif - i{,(ß — Air (ßK - ßh^) 

■ ■- - -\a'k+ iri^? ' 

Es ijiht also in der Comj)Iex};ru jijx! : 

Sl + jiSl' = 0 

zwei Complexe von der htsionderen Art, dass in jt“di“m demtdlien die Linien 
auf einer festen Linie, der Axe, sich sehneid<‘il. de nachdem die lieiilen 
Werthe ivon ji“ und («„ reell «sler iina^när sind, sind es auch die Ix'ideii 
Complexe und ihre .\xen. Wir woihm die Axen der .so iH-stimmten Uäilen 
Complexe die iMÜden Directricen der Congruenz nennen. 

Alle Linien einer Congruenz schneiden <lie Directricen der- 
selben. 

G2. Nach dem in der vorigen .Nummer gewonnenen Resultate können 
wir nunmehr eine Congruenz dadurch geometrisch defininai, dass .sie die 
(lesammtheit aller Linien ist, welche zwti gegidiene fi-ste genule Linien 
schneiden. Die geiiide Linie, welche in der Congruenz einem gegebenen 
Puncte eutspripht, ist hieniach diejenige, welche duivh den gigelHUien 
Piinct geht und die beiden Dinstricen schneidet, di<* gerjide Linie, welche 
einer gegebenen Ebene entspricht, diejenige, welche in der gegelieneu 
Els-ue clie Dmx-hschnittspuncte derselb<‘u mit den beiden Directricen ver- 
bindet. 



03. Wenn wir zwischen den Iwiden flleichungen (2ö) und (20) ii elimi- 
niren, so kommt: 

A' — E'z ^ /» '-f //r’ 
und, wenn wir entwickeln: 

[D'K— -f [(.(7>-./ A/) -f (/?'A’- //Ä*)]z -I- {.rn-AR'\ = 0 . (34) 
Durch die Ixnden Wurzeln dieser fileichuiig sind die Ebenen Ix-stimmt, in 



Tu 



wclclui» die Direct ricfii der Cun^mu'iiz licfieii, und .-ioniit die Punete. in 
welchen <>Z \x>n den l>eiden Direi-trieen fiewelinitteii wird. 

Wenn wir zwischen den lieiilt-n (rieiehimjien (:J7) und (2X1 ;i l■linlinireu, 
so koinint; 

Al/ ^ . 

Kx — litj .-f J: 4- lt >j ' 

Dil- lieiden Werthe, welche diese (ileicJuiiij' Ctti- ^ fiiht, sind die trifiomv 

uietrischen Tiiiifienti-n derjenigen Winkel, welche die lieiden Dii-ectricen der 
(V)nfn'uenz in den eben hestimniten Klieneil mit der Uichtiinß von U.V machen. 
Setzen wir: 



. tan(i i>, 

indem wir dii-sen AVinkel l> nennen, so ergibt sich, indem wir entwickeln; 
(/i'/f — /7//)tang-(t-t [l lV> — .///) — (//' A'— //A’jJtangit — (./'A' .lA”) = t). (.'lii) 
(>4. Durch das Zusammenialleu der gi-niden Linie, welche die beiden Dirt-c- 
tricen der duixdi (d) bestimmten Congi'uenz ix-chtwinklig schneidet, mit der Coor- 
dinaten-Axe (>Z haben die ( ileichiingen der U-iden (V>mple.\e Sl und Si', die wir 
beliebig aus der zweigliislrigen Grupiie aiisgewslhlt, die folgende Form erhalten : 



.//■ + //.V - Oll -|- All = 0, j 

4 - //'s - //a -f A"e = 0. I ' ’ 

Wir krumen noch neue C'onstante aus dem System der lieiden (tleichungeii 



fortschatfen. 

Deijenigi* Punct, welcher auf der Axe OZ in der Mitte zxvischen den 
beiden Din-ctrieen liegt, .soll der Mittelpunct der Congruenz, der hallte 
Allstand der beiden Dim-triceu von einander die C'onstante derselben 
heissen. Legen wir dann die Eliene .Vi' durch den Mittelpunct der C’on- 
gi'uenz, so gibt die Gleichung (34): 

(.r/>— .///) 4- {/r E — HE') — 0, (;)S) 

und hiernach, wenn wir die t'onstanle der C'ongmeiiz mit J bezeichnen: 

-J = 7 /— GU») 

/ HE- DE ’ 

Weil der Fall 



/>' E — D A’ -= 0 

von der Discussiou einstweilen aiLsge-selilossen ist, erhftlt J immer einen 
endlichen Werth. 

Die llichtung der Is-iden CcKirdinaten-Axeu Ist bisher unlK-stimmt gi> 
blieben. Bestimmen wir noch nachträglich diese Itichtung so. dass sie den 
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Winkel hiillnren, wekheii die Uiehtunp-n <ler lieiden Direetrieeii mit ein- 
ander bilden was auf zwiefache Weise geschehen kann — so iribt die 
Gleichung (dli): 

(.f // — ./ //) — (//'/; — H E'\ = 0, (40) 

und t(lv die trigononietrisclien Tangenten der Winkel, welche die ISichtungcu 
der beiden Dii-ectricen mit 0.\ bilden: 

tangit - 

Weim wir den Axeu OX und 01' die elien he/.eichnete Hichtung geliim 
und gleichzeitig den Anfangspunct im Mittelpuncte der Congruenz annehmen, 
bestehen die Ixddeii lledingungsgleichungeii (ii«) und (40) zugleich und können 
dann duiidi die folgenden beiden ei-setzt weiden: 

./'/> — .(/>■ = 0, (4t»l 

HE — HE' = 0. (4.-!) 

Die beiden CVxirdinateii-Axen in d«‘r .so iMcstimmten Lage wollen wir ilie 
beiden Nebenaxen der t'ongiuenz nemien. fsie liegen in der CentraD 
ebene der Ccmgnienz und halbiren die Winkel, welche ilii* iM-iilen Projectio- 
nen der Directricen auf diese Elnme mit einander bilden. 

(!ö. llei di(>ser (.'oonlinatenbestimmmig ei^ibt sich: 





- ;/ 


Alt 
HK ’ 


(44) 




-*y 


AK 
HD ■ 





Eine t'ongiuenz ist durch ihre beiden Directricen in lini-.iivr Weise bi*stimint, 
und iiAngt somit von acht von einander unabhAngigen t'onstauten ab. Von 
diesen finden sich sechs in iler Annahme des t'oordinaten-Systi’ms wiisUa-, 
Welches daihuvh, dass wir die Hanjitaxe und die beiden Nebenaxen der 
l.'ongi-uenz zu C'oordimiteu-Axen nehmen, vollkommen iM-stimmt ist. Die zur 
weiteren Bestimmung der (Vmgnicnz dienenden lieideu Comjilexe (37) hangen 
noch von sechs unalihangigen (,'oiLstanteii, die in ihmi Gleichungen auflivten, 
ab. Die Anzahl dersellien reilucirt sich in Gernä.ssheit der lieiden Bislingungs- 
gleichungen (42) und (43) auf vier. Unter diesen vier t'onstanten sind noch 
zwei üherzahlige, wa.s seine Erklärung darin findet, dass wir imter den Com- 
lilexen der zweiglietlrigen Grupiie: 

Sl -I- tiii = 0 

nicht zwei aasgezeichnete, sondeni zwei willkflrliche, entsprechend ;i ■- 0 
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uihI II = yj, Sl und Sl', zur nt-stiiniuiui}; di*r C'oiini'uwiz aiis}(i*\vShlf luibfii. 
Zwei iiusfxezeiclinete Comidexe der (irujipe sind aber diejeiii>;eu beiden , welehe 
die beiden Diivitrieen zu Axeii Iiabeii, das iieisst, deren Parameter gleich 
Null ist. Nehmen wir diese Ixddeu t’omiilexe tilr Si und Sl', K> eiyelieu sicli 
die ladden neuen Bedingungs-tileichuugen: 

.t/J + ///■: = 0. (4(i) 

./'// -t- //'/;' — 0. (47) 

l>auu bleiben also zur Bestimmung der Congi'ueuz neben den sechs Con- 
stanten der Luge noch zwei (.'onstaute (tbrig. Die Anzahl der Constanten 
ist auf die nothweiidige, auf acht, reducirt. 



tili. Die oben entwickelten Ausdrücke (dl) und (32) wenleii in der neuen 
( 'oordinaten-Bestiminung: 





(1" + (i„ — — 


.I//+/IE' 

A' // + U'E' ’ 


(4H) 




(<<■ - 




, (./'ff — A ir, ff' E - ff A" 






f*..P = 


'*• {Atlf-\-lfE'- ■ 


(4!l) 


Die 


lieiden Wurzeln 


II und II, . 


sind reell, wenn: 








(f/t- 


.t/?')(/>'A' — AA'X n, 


(öo) 


und 


iniaginilr, wenn 












(.!■//- 


Afr)(f/h: — ///;') > o. 


(öl) 



Der voi-slehende Ausdruck lAsst sich in (ieniüssheit der Btslingungs-dleichnngen 
(42) lind (43) unter der folgenden Fonii schreilK'ii: 



Die llealitüt der beiden Wurzeln hüiigt also davon ab, ob die Pnidiicte 
.\i !f K K' und Ml DK, ivelche imter cioaiider im Zeichen flbereins(inunen, 
negativ (Hier jiositiv sind. Ini eiNten Falle sind ji" und ii„ reell, und mit 
ihnen, in (iemil.ssheit von (44) imd (4.ö), auch ./ und die beiden Werthe 
von tang t>; im zweitmi Falle sind ji“ und ii„, ./ und die l«•iden Werthe von 
taug it gleichzeitig imaginür. 

(17. Die lieiden Werthe von ii“ und g., werden einander gleich, wenn 
eine der iK'iden Beiliiigiings-Oleichiingen; 

.r/i — Mi' = (), m: — nt:' = o (. 72 ) 

Iiefriedigt wird. In diesem Falle ala-r ergibt sich im Allgeiiieineii unter 
Ik-rflcksichtigiing der Uleichimgen (42) und (43). 

,1 JI h E 
. 1 ' “ //■ “ /> “ A" ■ 
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Dann siml die l)eiden l.'oini>le.\e Sl und ii der zweifjliedrineii Uruppe und 
in Folge davon alle (,'omplexe dieser (Jnippe identistjb clieselben. ■ Die Be- 
stiininung der (’ongmenz wirrl illusorisch. 

Dadurch wenlen scheinhai’e Widersjn-öche gelöst. . 

08. Es gibt nl>er auch besondere Falle, wo die Qleiehungsfornien (18) 
iliiv Bedeutung Iwhulteu, obgleich die beiden Werthe p" luul p» einander 
gleich werden. Im Allgemeiuen bcsJingen die beiden (ileichungen (42) und 
(4.'i) in Verbindung mit einer der Iwiden (xleichungen (.'>3) die zweite der 
letztgenannten Bleichungen. Sind aber etwa 

.1 und -P 

gleich Null, so findet dies nicht mehr statt; dann hal>en wir es mit einer 
wirklichen Congmenz zu thun, die von Ijcsonderer Art ist. 

In diesem Falle vei-sehwinden nämlich nach (44) und (45) .sowohl 
als taug I). Es fallen also clie beiden Directricen der Congmenz 
in eine gerade Linie zusammen. In Uelwreinstinunung hiermit ver- 
schwindet in dem Wi*rthe (43) fftr (p" — p«)' der Zahler, wahrend der Nenner 
einen endlichen Werth Ixehalt. 

Wir kflnnen in unserem Falle ffir die Bleichung der zweigliedrigen 
Bru]»pe (.37), unter Berücksichtigung der Bleichung (43): 

fTE—RF/^O, 

die folgende nehmen: 

(Rs -F Eq) — Ra p [(//« -f- Eq) — //ff] = 0 (53) 

und aas demelben als ausgezeichnete Complexe die folgendtm l>eiden a'us- 
wühleii, deren Bleichungen sind: 

Rs Eo = 0, ff “s 0, 

und diese Bleichungen in homogenen Coordinaten auch in folgender Weise 
schreiben: 

n Uj — >j) E (j'i — xz) - 0, yr' — y' j = 0. (54) 

Der erste der beiden vorstehenden Complexe hat die tVxjrdimiten-Axe OF 
zu seiner Axe. Sein Parameter ist Der zweite Complex Ist von der 

Ixesonderen ,\rt, dass sein Parameter gleich Null Ist. Seine Axe, die sonach 
von allen .seinen -Linien geschnitten wird, filllt in die Coonlinaten-Axe O.W 
In Uebereinstimmung mit (44) uml (4.5) wii-d also O.Y Directrix dar Con- 
gnienz. 

Während eine Congruenz im Allgemeinen durch ihre landen Directricen 

1*1 ii< krr, tieomelri«. * 
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vollkonimfii In’stiinmt ist, muss, in dt'm .s]n?cit*ll(Mi Faire, dass die beiden 
Directrieeu in cim; gerade Linie zusamuienrallen , ausser dieser genulen Linie 
noeh ein neuer Complex der die Congruenz liestininienden zweiglietlrigen 
Uruppe gegeben sein.*) 

In dein Complexe, dessen Oleielning die folgentle ist: 

(y - y') + A- - .rr') = (t, . 

entspricht irgend einem Punete der Coordinaten-Axe OX die ElH-ne: 

Hy + AV: = 0, 

woliei . 1 ’ den Abstand di« Punetes von dem Anlangspimcte bezeichnet. Für 
irgi'iid einen anderen Comiilex ck-r zweigliedrigen Gruppe linden wii' 
dieselbe Eliene, weil für alle auf OX liegende Punete // und z' verschwin- 
den. Diese Ebene geht durch OX. Somu’h seliliessen wir; 

Fallen in einer Congruenz die beiden Directrieeu in eine 
gerade Linie zusammen, so ist die.se Linie selbst eine gemein- 
schaftliche Linie aller Complexe, das heis,st, eine Linie der 
Congruenz. 

Wir erhalten also eine Congnienz der fraglichen Art, weim wir in 
einem Complexe alle diejenigen Linien nehmen, die eine feste Linie desselixui 
schneiden. Wenn ein lümet auf einer Linie eines Coinjilexes forirflekt, .so 
dreht sieh die ihm entsprechende Ebene um diesellie (Xr. 28). Es gehen 
also durch jeden Pnnct derjenigen geraden Linie, in welche die beiden Di- 
rectricen zusammenfallen, unendlich viele Linien der Congruenz, die sAmmt- 
lich einer Ebene angehüren, die ihrerseits durch diese gerade Linie geht. 
UOckt der Punct auf einer geniden Linie fort, so dreht sich die Ebene um 
diesellx!. Die Beziehung zwischen Punct und Ebene ist eine vollkommen 
gegeaseitige. . 

Lidern wir weiter ]iarticularisiivn, sei 

.1. ./•. U null ff 

gleich Null. Ihinn verschwindet nach (44) J, withrend taug 0 nach (4.0) 
unter der Fonn "/o auftritt und, weil zwischen den verschwindenden Coef- 



*' IkT (Srujui ilavon darin, tluc» tdiK* Linie vier Conotsinten repriUentirt, wrihrcn«! 

eine Con^raciu, dio, wie die vorliegende, diirrh otne nedingnng luirtirularikift i«t. von ttioheii ab* 
hängt. droi uodi ührigvo C'on>«taiitoii luitlen wir indem zweiten gegebenen Complex, der danuu 
nur von drei willkiirlichen Conotunton ubhlkngt, weil er an die zwei HotUngungen geknüpft int, ilas* 
fieine Xxv die gerade Linie, in welche tUe beiilen Dirtwtrieeii der Congruenz zusucumenfallen, ec h neide 
und zwar ne n krocht «a-hneidet. 
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ficienten keine Helation besteht, uiilx'stimnit win}, Damit in Uelx‘reinstim- 
mung nehmen in dem Ausdrucke (4K) far {ii“ — iit,)* ZAider und Nenner 
zugleich den Werth Null an. 

Eine jede Linie, welche in der Ooordimiten-Ebene XI' durch 
den Anfangspunct geht, ist eine Directrix der Congruenz. 

FOr die (ileiehung der die Congnienz bestimmenden zweigliedrigen Gnii)[>e 
nelmien wir die folg«;ndp, in der nur von einander abhängige Cn«‘fflcienten 
Vorkommen; 

— Da + Kq i <1 ( — <i + A”()) — 0. (Ö5) 

Insbesondere können wir aas dieser Gruppe die i'olgenden lieiden Complexe 
auswilhlen : 

g = 0, a = 0, 

die, in homogenen Coordinaten ausgwlrückt, die nach.stehenden Gleichungen 
halwn : 

j"'; — a-:' — = 0, yz — y'z «■ 0. (öd) 

Danach umla.s.st die Congruenz einmal alle Linien, die in der Ctxaxlinaten- 
Ebene .VI' lii'gen, sixlann alle Linien, die dureh den Anfangspunct gt^hen. 

Eine jede Linie der Congruenz schneidet sAmmtliche Diree- 
triccn derselben. Die Directricen sind sollest Linien der Con- 
gruenz. 

Dim-h «inen gegebenen Punct geht ini Allgemeinen eine einzigi; Linie 
der fraglichen Congruenz: die Verbindungslinie de.sselben mit dem Anfangs- 
puncte. läegt inslxsxmdere der gegebene Punct in .VI', so gehen duixdi 
deicsellxm unendlich viele Linien der Congnienz, welche sAmmtlieh der ge- 
nannten ( '(Knvlinati'n-Elxme angehören. Höckt «ler in iler Elxme .VI' ange- 
nommene Punct insbe.sondere in den Anfangspunct, so gehört jede dundi 
den.s<>lben gehende gerade Linie der Congnienz an. 

Andererseit-s liegt, im Allgenieiiien , in jeder gegidienen Elxme eine 
liinie der Congnienz: ilie Durchschnittslinie dersellxui mit der Coonlinaten- 
Eliene XV, Gebt insbesondere die gegelxme Elxuie durch den .\nlangspunct, 
so liegen in derselben unendlich viele Linien <ler Congruenz, welche .sammt- 
lich durch den genannten Pnnct laufen. Fallt die dureh den Anfangspunct 
gelegte Elxme insbesondere mit der Coordinaten-Ebene XV zu.saiiinien , so 
gehört jede in dersidlxm liegende gerade Linie der Congruenz an. 

(J9. AV'jr haben ini Voretehenden die Haujitaxe einer Congruenz und 

lo» 




7(5 — 



ilii- Injidini Ni-Iicnaxfu ilei>ell)eii zu ('ooixIiimU'ii-Axfti geiiofunien uml 
nacl) die (.'oiifouenz dunh die folgenden beiden C-ouiplex-UIeichiuigeii : 

Sl .Ir Hs — Ha -4- Hq = 0, l 

Si’ .fr + H" s — h’a -f- A”(j = 0, / 

unter der Voraussetzung, dass: 

.f H — .»/>' = 0, 

HE— HE‘ = O, 

dargestellt und zur geometrisehen Bestimmung der Congmenz erhalten; 

.(/> 

DE 



V;V 1 



tang»0 



hier- 



(37) 



(42) 

(43) 



(44) 

(45) 



Die letzten Iteiden Gleielumgen lassen unentsidiieden , oh ditgenige Direetrix 
def t'mignienz, weleher + taug l> entspricht, die Hauptaxe derselben in 
einem Punete schneidet, für welchen z ^ + J oder r = — ^/ ist, woumdi 
die andere Dii’eetrix, welcher — tang it entspricht, die Axe l>ezflglich in dem 
Pimcte schneidet, dessen i das entgegengesetzte Zeichen hat. Hiermit in 
Ueliereinstimmung, gelangen wir zu denseUa-n (ileichungen (44) und (45), 
wenn wir in den (Jleiclnmgen (37) gleichzeitig das Vorzeichen von .1 und H 
und von und H' , oder, wa.s dasscllie heisst, gleichzeitig this Vorzeichen 
und H und E und von H' und E' Andern. Indem wir die die.ser Vertau- 
schung entspivchenden Complexe durch tlie Svmliole 42, tmd Ä', bezeichnen, 

treten die folgenden Gleichmigen: 

.<2, — .ir . 4 - Hs + Ha — Eq »= 0, I .... 

'2', A r -i- H's ~ H’a — E'(, = 0 J 

an die Stelle der ft'flheren. Die beiden Congnienzeu, welche durch die 
landen Gleichungeu-Paare (37) und (57) dargestellt werden, habet! densellien 
Mittelpunet und diesella? Centralelx-ne, .senkrecht auf dieser diesellte Haupt, - 
iixc und in derselben dieselben beiden Xclaniaxen. Auch der Abstand der 
la-ideu Directricen von einander und die Winkel, welche ihre Hichtungen 
mit einander bilden, sind in l>eiden ('ongmenzen gleich. Die Beziehung 
der Iteideu Congnienzen zu einander ist eine gegenseitige: es Lst, weim wir 
die frühere An.schauimg einer Spiegelung wieder zu Hülfe nehmen und als 
sjiiegelnde FlAz-he die El>ene .\'l' (csler statt derselben eine andere Coordi- 
naten-Ebene) betrachten, die eine dersellan das Spiegelbild anderen. 
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Zwei Coiipaienzen, welche in <lies<‘r Ueziehung zu einaiuler stehen, wollen 
wir zwei coiijugirte (V)pgnienzen nennen. 

70. Wir haben ira Voi"stehenden naehgewieseii , dass eine t'ongruenz 

gleichzeitig satnintlichen C'omplexen einer zweigliedrigen angehört, 

und dass imter diesen Com|)lexen sieh ini Allgemeinen zwei von der beson- 
deren Art Ijefindeu, deren Parameter gleich Null sind. Die Axe j«les der 
l>eiden (Jomplexe wird von sämnitlichen lanien desselben gi>schnitten, woraus 
folgt, dass alle Linien der C'ongruenz , weil sie aiieh ilicsien beiilen Komplexen 
angehören müssen, die Ix'iden Axen derselben solmeiden. flem entspreeheiiil 
halx»n wir diese Axen als die lieiden Dim-trieen einer Conginenz definirt. 
Wir können aber auch die Ixiden Dinsdricen unter einem anderen fiesichts- 
]mncte aultii-ssen. 

71. Eine Congmenz ist dadurch iH-stimmt, dass ihre Linien gleich- 
zeitig zweien Ix'liehig aus einer zweiglitslrigen l'omplex-drupix* genommenen 
Coraplcxen angehören. Dii* ('oniplexe wenlen durch die (lleichung: 

<1 + uSi' = 0 

dargestellt, wenn wir in diwellM* für ji nach einander zwei beliebige Werthe 
setzen. Dailurch re<lucirt. sich alxu' die Anzahl der jimabhangigen (bnstanteu 
jeiler dieser (tleichungen um eine Einheit. Die Anzahl der t'onstunten, von 
welchen die Congnienz abhängt, Iwtrügt hiernach: 

2(5 -D-X, 

die Summe der t'onstanten zweier fomplexe, denni Constanten sich von fünf 
auf vier re<lucirt halwii. Wenn eine der Congmenz angehörige Linie gegeben 
ist, so erhalten wir eine lineare Be<lingangsgieichung zwischen den vier Con- 
stanten jedes der beiden Complexc, durch welche die Congmenz gegel)en ist. 
Vier gegelxne gerade Linien der Congmenz sind zur ü<-stimmuiig dei’ beiden 
Complexc imd mithin der Congmenz nothwendig und hinreichend. Durch 
vier gegelxme gerade Linien der Congmenz sind zwei iler (.'ongmenz nicht 
angehörige gerade Linien, welche die vier gegebenen schneiden, Ix-stimmt. 
Diese Linien hilngen von acht Constanten ah; sie liestimmen gegenseitig die 
vier gegebenen Linien und alle Linien der .Congruenz. 

Je vier Linien eines Complexes l>estimmen eine Congruenz, die dem 
Complexe angehört. Ist die Congruenz durch vier ihrer Linien gegeben, 
so ist durch jede fünfte Linie ein Complex bestimmt, welchem die tbn- 
gmenz angehört. Die Ix-ideu Linien, welche die vier gegelxmen Linien 
Schneiden, sind einerseits die Ix'iden Directricen der Congmenz, anderer- 




seits zwei zuffe<iitlnete Polaren jedw Cbmplexes, dem die t'imgi'iienz an- 
getiort. 

Je zwei zugeorduete Polaren eines gegebenen Coniplexes 
sind die beiden Direetricen einer dem Complex angehdrigen 
Cungriien z. 

Die beiden Direetricen einer gegebenen Congr.uenz sind 
zwei zngeordnete Polaren jedes Complexes, dem die Congruenz 
angehört. 

Fallen die beiden Direetricen in eine gerade Linie zngam- 
men, so ist diese gemeinschaftliche Linie aller C'omplexe, also 
selbst eine Linie der Congruenz (vergl. Xr. GM.). 

72. Im Allgemeinen geht durch einen gegebenen Puiict nur eine ein- 
zige Linie einer gegelamen Congruenz, so wie in jeder Eigene nur eine ein- 
zige Linie derselben liegt. Wir können die beiden Direetricen als den Ort 
solcher l’uncte betrachten, durch welche unendlich viele liinieu der Con- 
gruenz gehen, so wie andeivi'seit.s als den von solchen f^benen umhüllten 
Ort , in welchem miendlich viele Linien der (knigmenz liegen. Wenn nämlich 
ein Punet auf einer voji zw'ei zugeordneten Polaren eines Complexes der 
zweigliedrigen Onij)]« angenommen wird, so ist diejenige Elnme, welche 
durch den Punet und die andere Polare geht, die in dem Complexe dem 
Punete ent.sirt'echende Eltcne. Wenn also die beiden zugeordneten Polaren 
allen Complexeu einer zweigliedrigen Gruppe gleichzeitig angehören, ent- 
sj>ri(-bt jtslem Punete einer der beiden getneinschaftlicheii Polaren in allen 
Complexen der Gni[)pe dieselbe Ebene, welche da<hirch liestimmt ist, dass 
sie durch die andere l*ohm‘ geht. Die Heziehung der lieiden Polaivn zu den 
Complexen der Gnippe ist eine dui-chaus gegenseitige. Wir können auch, 
umgekehrt, von einer Ebene. W'elche durch eine der beiden Polaivn gi-legt 
ist. ausgidien; dann ist, in idlen Complexen der zweigliedrigen Grupiie, der 
dieser Ebene entsprechende Punet demelbi' und zwar der Dimchschnitt diesen- 
EImmic mit der anderen Polaren. Während also in einer Congruenz einem 
gegeln-nen Punet«- im Allgemeinen eine g«-rude Linie entspricht, «»ntepricht 
demselben, w«-nn er insla-sondiTe auf einer der bi-iden Dim;trie«*n angenoin- 
mi-n winl, eine Ebene, «lie dunli die andeiv Dimttrix g«*ht, sowi«- jeder 
Ebi-ne, der im Allgemeiin-n eine einzige gerade Linie entspricht, dann, 
wenn sie durch eine «ler la-iden Directricc-n geht, ein Punet entspricht, 
wi-lcher auf der anderen Din-etrix liegt. 
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73. Die vorstehende Definition der Direetrieeii kennen wir somieh in 
folgender Weise iimsehreiben. Sie sind der (»eometriselie Ort soldier Pnnete. 
denen in den versc)iie<lenen Coinple.xen der l)ezflglielien /.wei>'lie<lrij'en Grnj)iK.> 
dieselbe Ebene entsjiricht, wler auch als den von solchen El)cnen nm- 
hrtllten Ort., denen in den verschiedenen t'omplexen derselbe Punct ent- 
•sjiricht. Hieran kmtplt sieh uninittelbar eine neue analyti.sehe Bestiininunfi 
der ls>iden Direetrieeii einer (.'ongruenz, sei es, dass wir von Stmlilen- 
( 'oonlinaten , sei es, da.s.s wir von Axen-Coordinaten Oebnuieh niaehen. 

Wir wollen, wie l'nlher (.3); 

il + (I.Q' = 0 

fflr die Oleiclunig der Coinplexjji’uppe nehmen, indem wir in allfiemeinster 
Weise 

ii .»/• -I Hx + V — Da + Et) -i /'v. 

/>' — ./V + fr X + C — D a -I- E'tj T- /■'./ 
setzen. Dann i.st die Oleiclning derjenigen Elxme, welche in ir};end einem 
durch eine lM‘liebi{>e Annahme des uulM-stimmten CoelTicienten bezeielnietiMi 
Complexe der Onijijie einem gt-gebenen Pimcte’a’', y', entspricht, die fol- 
gende (Nr. 37): 

(.( + Eii—Ez)x -t- {D—F.v' ( Dz’)y -|- (C+E.r’~Dy')z — (.U'-J 
-f («[(.<' + /y—A” /V-t //;■)// -t-(t'-fAV—//y ')!— (.IV -l-/yy-|-(V)] 

= 0. (.'ikl. 

Diese Oleiehung wird immer, welches auch der Werth von p sein mag, be- 
frieiligt, wenn gleichzeitig: 

(.1-r A/— Ä’:').r-t(//-/:cy />:>+(f-f/V— (.(.i'-f////'-)-fV) - 0, 
{.(-{-fij — A”r').r+(//' — /'V-f D'z )i/-\-{C'-\- E'.r — D‘//')z — (./V-f- //'//' -f-fV) 

= 0. ((iO) 

Die beiden, duieh diese Gleiehung dargestellten Ebenen entsprechen in den 
(’oiniilcxen il und Si’ dem gegelKMien Punete; sie haln-n mit den, in albsi 
verschiedenen Coniplexen der Gruppe, dem.selben Punete enlsiirechenden Elieueli 
eine gemein-schaltliche Durcltschnittslinie. Wenn insbesondere die lieiden 
Ebewm (."iy) und (GO) ziLsammenfallen , so fallen mit ihnen alle entsprechen- 
den Elienen (ök) zusammen. Damit dies stattfiiule, niü.sstm die U-iden letz- 
ten Gleichungt.*n identisch werden, was immittelbar die folgtmden sechs 

Relationen liefert : 

-f-p/'V — Dz' // — f'.T-^-/Jz' C-\- Ex — ßij ,1.r Bi/‘ -\-Cz' 

.r-f r' ” L'-E'x'+WJ' “ C+~K'x'-//>/ ~ yf.i''+~/ry^+d'z‘' 
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Diu l’imctu (. 1 '. /, r'), .wulche «luivli ((11) bcsliiiiint siiul, liepni auf den l«>i- 
(leii l)irw( rifun dur Coiifmienz. Wir wolluu ihru Ckionliniiteii als vunlndurlifh 
liutniflituii und duin unLs|(reuhend fortan diu deiL«ell)un beipufflgtt'n Acucntu 
fortlassun. 

74. Um diu Gluifliiinfjuii )(il) }ju«mutriscli zu duutun, wollun wir die- 
juuigun Kln'iu'u, wululiu in dun liuidun (.'omiduxun Si und Sl' liuzflgliuh dun 
A.\un O.V, O/', /uguoiilnut sind, das huisst mit anduren Worton, Pnuctun 
unt.si)reu liun , wuluhu auf diusun Axun unundliuh wuit liugen, duR'h /'und 
D und (/', und IC und diojunigun Klienun, weluhe in den beiden Coin- 
plexen dum Anfaugspunub' unts|)refhen, diiruh S und S‘ bezeiuhnen. Dann 
sind die tiluiuliuugt'u diust>r Eb«‘nen: 



.( 4- fy — /iz ji = O, 

// — F.r i Oz ff — (I, 

r 4" A’.r — fhj r -• 0, 

.1.1 + // // 4- f 'z .V = 0, 



■ I' 4- // = (I, 

/A — f".r d- //; tj = 0, 

r + A".r — rf,j - r' — 0, 

- l'j’ -|- If y 4- C z — s 0 . 



(C2) 



Zwisfhun dun liiiuaruu Functionen /<, y, r, s nnd //, /, r, s liestehen die 
folgenden bi-idun identischen (ileiclumgun; 



fix + yy + /-r 1 

/''■*• 4- uy 4- r'z X. I 



(<i:u 



liegunseitig ist durch diese beiden identischen Gleichungen die liesonduiv Form 
der acht linearen Functionen bestiinint. 



Die geraden Linien O ij', lij{, SS! sind .solche vier gerade Linien, 
welche in der Congmenz denjenigen vier Puncten entsprechen, welche, in 
Heziehung auf das gewühlte Coordinaten-Hy.stem, eine au.sgezeichnete Lag»- 
luilx-n, nümlieh den drei Puncten, welche nach der Itichtung der drei t’oor- 
dinateu-Axen unendlich weit liegen, uml »lern Anfangspuncti-. Die vier Linien 
gehören der l'ongnmiz an. Die beiilen Dirc-ctinci.-n »1er L'ongnicnz siiul so- 
nach daihiR-h vollkommen iH-stimmt, dass sie diese \4er geraden Linien 
schneiden. Je nachdem diejenige Linienflüche , welche irgend drei der vier 
geraden Linien i‘l’\ {tl>\ HK', SS" zu Linien einer ihrer Erzeugungen, hat, 
von der viei-teu dieser Linien gesehnittt-n winl »uler nicht, sind die beiden 
Ibris’tricen reell culer imaginür. 



Die viertheilig«- Gleichung (dl) winl nach Einfühlung der a»ht Syinluile: 




(•54) 
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Sie ergil>t sieli in Kolfje der l)eiclen iilenti.sclieii (ileieliuiigen (t:2) nuinittelliiir 
aus der dreitlieiligen (ileieliung: 

. ji //' r 

Diese Wleielmng ist also zur Bestiinniung iler lieideii Direc-trieen hinreichend. 
Sie löst sich in die- folgenden drei tileichuiigen auf: 

/"/■=/'■'/• I 

! W>) 

= 9 > J 

welche drei LinienHilchen zweiter Onhuing dai-stellen, die «lurch die l.H>iden 

Direetricen gehen, ln Folge der viertheiligeii (ileichung ((34) konimen zu 
diesen drei Linienflftchen noch drei neue, durch die (lleichungen: 

I 

=. /*. l ((37) 

rx — r's I 

darge.“tellte Linienflachen hinzu , welche ehenfalls die I)eideu 1 tirectricen ent- 
halten. .\uf diese Weise .sind die beiden Direetricen dadurch Iwstiinmt, ila.ss 
auf ihnen irgend zwei der .sechs Hy|x-rl>oloide (ti(l) und (07) sich .schneiden.*) 



•i E» venlient l«*rrorjj«-hoht*n zu wfnlen, dit* vierthfÜMfo Gleichung iß4> du* 

S^'dtcin zweiter reellen oder imttginilron gerude-n Linien darotelU, ganz in derselben Weise, 
wie die drcitheiligo (ilHchiing: 

s= ^ =; * •"»■1 

fl /(> c 

eine einzige gerade Linie dar*tcUt. L>ie vorstehende Gleichung enthalt noch fünf uimbhiiugige C'on- 
xtante, witnmter «dne überzählige, welche darauf koiimit. daiu> t^) ein willkürlicher Ibmct der 

<larget«iellten ger.iden Linie i&t. Die (tleichung <6I) enthält. Wd der gemachten Functiond-Lk'tttisumuiig, 
zehn unabliängrige f'ontitante. darunter zwei üla^rzählige, die dadurch Ixulingt eind. da»» die Iteideii 
foni|dese ß und Sl‘ dunli irgend zwei andere der zwetglifxlrigen Gruppe; 

Ä -f « Ä’ = II 

eiuetzt werden können. 

Eft scheint angenieMcn. dtexe» l{«*su]tat auch direct abzuleiten. 

Die (Ueicimng (ß&j wird befriedigt, wenn gleichzeitig den drei (Gleichungen: 

P = Xp’. 

V — 

r s=s lr\ 

welche, entwickelt, in die folgenden ÜlK'i^lien: 

(/i — 4 j4') *4* — (E — 1 £'): = o, » 

1//— iÄ'. — 4- 0-i- Xfi'iz c= 0. i tr>8> 

tC - XC) + vß - X£',x — [/} -f Xß'fi, = 0, I 

(Genüge geschieht. Diejenigen Dimcte, welche zugleich in den diirrh diexe Glt^ichungeu dargetitellten 

Ebenen liegen, gehören d»*ni Ort an. der dtirch die tGKdchnng (,ßö) darge«teUt wird. AlM*r für einen 
gegebenen Werth von X widerttprechen sich im Allgemeinen die vorstehenden drei Gleichungen. Dieser 
Witleriiprnch wird imr dadurch geholwu, da<«B x, y, t unendlicli gro»^ werden und uIho der l^ezüg- 
riftckcr, ]1 
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Wenn insliesinulcre C und F, V und F' glwch Null wmleu, so gibt die 



liehe PuiK't uneTitllicIi weit rilekt. Punn üter ibt es nicht gectattet. au» den vorvtehenden drei 
Gleichungen die vierte: 

* sss. Kf’ 



nV»riileiten. 

Wenn iiipbeimMdere aber: 

\A — lA‘i {Ü — i/)'i + I/? — itf'. B - iff’ iF-^lF\ =s 0, m'* 

bo iet eine der drei fraglichen Gleichungen eine algebraische Pulge der beiden anderen: es schneiden 
sich die drei bexfiglichen Kbenen in einer geraden Linie. Da die letzte Gleiebang im Allgemeinen 
zwei Werthe von ü gibt, so gibt es auch zwei solcher geraden Linien. Die I'iipcte dieser beiden 
geraden Linien sind die einzigen ini Kndliehi'n liegenden Puncte. deren Coordinaten die Gleiclumg iCO) 
und damit (C4i befriedigen. Durch die Gleichung <C4) werden also zwei gerade Linien, 
die beiden Directricen, durgestellt. 

Wir wollen, um noch einige KrlHntenmgen hinxnxufflg4.*n, von dem Satze uusgeheii, das» zwei 
LinieiiflReheii zweiter Ordnung und Classe, welche durch zwei gerade Linien gehen, 
sieh ausserdem noch in zwei anderen geraden Linien schneiden. Dieser Satz WhSlt seine 
Dedeutnng auch dann, wenn eine der beiden gegebenen geraden Linien in einer gegebenen Elame 
unendlich weit liegt. Die Flilrhen sind dann nicht mehr zwei cinschalige lirperholoide, sondern 
zwei hyperbolische P.iraboloiile , dor<*n Linien einer Krzeugung der gegebenen Kbeiie luu-allel sind. 
Wenn also die secluf 1-lnehen MUii iiml (C7j zwei feste gerade Linien zu lauien einer itirer beiden Kr* 
Zeugungen haben, so baWn &ie, paarweise zusammengestellt . ausserdem noch zwei andere Linien zu 
gemeinsamen Linien ihrer njideren Krzengung. rnigekehrt also muss narhgewiesen werden, dass 
irgend zwei der iterhs Linituifinchen durch dieselben beiden geratleii Linien gehen. 

Die erste der drei ftleicliungen >(i6j nimmt, wenn wir zu den Functionen, welche durch die in 
ihnen vorkoinmendeu Syml>ole dargestellt wenleii, wieder zuriiekgeheu. und der Kürze halber: 
iiiF— -r /►>•' y-f. (D'£ — /)£',z. 9 , 

{A'n-AB‘^ — {ÄF-At^X’¥ i,iry— BF*}0 -^{yA'D—A ///— -//'£— /?£Ti]: ~ A, 
setzen, die folgende Form an: 



A| + ys ^ <701 

wonach die beiden letzten Gleichungen in die folgenden übergehen: 

A + gl = ' 

Die Funetiuneri g sind dieselben in den drei («leichuugen. l>te AuHlrileke A, und A ergeWu »ich un- 
mittelbar, wenn wir in A, einmal Jt und //' mit C und C\ B und E' mit F und F\ so wie unter 
Zeichenweehsel y mit : Tcrbiusehen und das Zeichen von x andern; das andere Mal A und A' mit C 
urnl C', /) und />' mit F und F\ so wie nnter Zeichenwechsel x mit : vertauschen und das Zeichen 
von y Htidern. 

Die ursprüngliche Form der drei Gleichungen <CG.i zeigt, das* die durch diese Gleichungen dar- 
gestellten drei Linienftüchen ptiarweine genommen PP'*, Q*J t Hit zu einer gemeiiuch.afllirheu Kr- 
xeugenden haben. Die neue Form die*«er Gleichnngen zeigt, dass diese drei FlUchcn hyperbolische 
Paraboloide sind und eine zweite gemeinsclmftlirhe Erzeugende halMUi, welche in der durch die 
Gleichung: 

AF' x — -O'A'— />£*'Z . A ss o 
durgestellten Flame imendlirh weit liegt. Dieser Ebene sind die drei Linien ]»arallel. 

Die Gleichungen G7i körinon wir zuuUclist in folgender Weise entwickeln: 

— p’y'iy + (pr— pVi: ^ ti, \ 

{gr — y*rU-f«p4y’ — » 0. i <7S) 

(p r — p'rix + « yr — g r y ss= 0, / 

und dann, nach dem Vorstehenden, auch tolgondermassen »chredKm: 

A,: + A,y = «, \ 

hi 4**t^ — 0.* r l73) 

hy -p A,x a= 0. I 
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OleichHetzunn <k*r vier Aasdrilcke (CI) tlie keiden (tleivhuiigeii (34) unil (3(1), 
durvh welche wir l'rüher <lie lieideii Direetricen bestimmf haben.*) 

7r>. Wir wollen an die (Ileichuiu'en (()1) nachträglich hier nvu’ die IH.s- 
cuss-sion derjenigen lieiden Falle knflpfen, die .»lich in Folge der liesonderen 
C’oonlinaten-lk'stimnimig dei'- tWIiereu Discassion entzogen haben. In dem 
einen Falle ist: 





/> K F 

// ” A' “ r ■ 


('-1) 


in dem andeni: 


1 

1 


(75) 


In dem ei-sten 


Falle erhalten wir, wenn wir: 






1 

1 

1 

1 

>, "5 

1 

! 


(7(J) 



setzen, einen t'oinplex, für dessen (tleiihnng wir jeile der folgenden drei 
unter sich identischen (ileichnngen: 



8i 6 rit^llen drei eiiu>chalige Hyii^tHioloide dar, WL>Icht>. in GemAB^keit der unjirün^Ucben Form 
dieser 4tleiehutiK<‘H. mimmtlieh 5.2^' rti einer ihrer ^Miiein»chaflicheii Erzeugenden haken. Fekerilie«' 
hulien die«e drei Uyperitoloide, in (femiiuheit der Form tier letzten Gleitdning, iMWirweUe KUxaiiimen* 
gestellt eine zweite gemeiriiirhaftliche Erzeugende. Fiir die durolt die er»te uml zweite, die erztt» 
und ilritte, die zweite und dritte Gluiehiiiig dargeMtellten beiden Ily)»erboluide werden dicBU Erzeugen- 
den bezilglich durch die Gleidinugen: 

z 0, {A’ it — Alf) — — {B’F — ÄF'iy = 0, 

y = «, ,A‘ C— AC‘)-\-{A' K— AK'\x-\‘\C E— = t). 

4* = 0 . nc’) — yH'D— n n‘ \y — \C‘ D — C \x « 0 

dargcftellt. Die drei zweiten Erzeugenden liegen aUo Itezilghch in den drei l'oordinaten- Ebenen 
XF', XZ^ }’Z und Bchneiden, im Allgemeinen, die durch den Auraiig^tpuiift gehende er»te Erzeugentle 
55' nicht. Die beiden gemeinBchaftJicheu Erzongenden je zweier der drei HylterlMjloide gehören 
also, wie zu erwarten war, dcraellien t^rzeiigung beider FlAchen an. 

Wenn wir zusammenfaaiien , gelangen wir zu der folgeinlen .\n»chaiiRng: 

Ro wie irgend zwei Ebenen durch ihren Diircbpohnitt eine gc^rade Linie be^timmi'U und unend- 
lich viele El^eneu durch diese gerade Idnie gehen, fw werden durch zwei eiiiochalige Hyja'rlMdoide, 
w'elche zwei feste gerade Linien zu Linien einer Erzeugung haben, zwei reelle oder imaginäiv 
Linien als die gcmelnHchaftlioheii Linien der anderen Erzeugung derselben iK'Btimmt. Dieselben 
beiden geraden Linien sind gemeinschaftliche Erzeugende unendlich vieler sulcher Hyperboloide. 
Irgend zwei gerade Linien des Haunies, welche die beiden gegeltenen »chneideu, la«)ton sich auf diese 
Weise geometrisch bestimmen und, dem entsprechend, unter der gemachten DusUtuniung der liiieureu 
Functionen durch je zwei der sechs Crlcichungen (ftßj und i07,*, in welche die viertheilige ttleik-huug: 

^ r. ^ 

p g r g 

sich auflöst, analytisch darstelleii. Nehmen wir insbesondere zur Bestimmung der beiden geraden 
Linien zwei der drei Gleichungen (Gö'i, so treten in der vorstehenden Constructiou au die Stelle der 
Leiden Hy^serboloide zwei hyporliolieche Paraboloide, deren Linien einer Erzeugung einer gegebenen 
KIkoic parallel sind, und die eine dieser Linien gemein haben. 

ln ein ausfflhrliches Detail einzugehen, ist hier nicht der Ort. 

•) Vergl.: Oii u New Geoiiietrv of Space. Phil. Trans. 18C5- p. 7-iO. 

11 -^ 
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(./■ D — A ry)r + iff r> n />') » + K” /> — <'f> ) - <>, 1 

( J A’ — JA*)r + (/AA’ — fiE ) s + (V’ E — CE’) - 0, [ (77) 

(J A— JA”);- + {H E— nE)ii + [CF— CF) — 0 • | 

iieliineii können. Dann sind aHe Linien der Coniti’iienz einer Kliene panillel, 

deren (iIeiL'hnii){ wir erhalten, wenn wir in eine beliebige der vorstehenden 

(deiehungen r und s- durch ^ und ^ ersetzen. In derselben Ebene liegt eine 



Direetrix unendlich weit: die DurclLsi’hnitt.slinie i«inilleler Elx'uen. Wir haben 
eine t'ongi’ueiiz, deren eine Direetrix unendlieh weit liegt, eine parabo- 
lische genannt. Zur llestinnming der nicht unendlich weit liegenden Direetrix 
gibt ilie paarweise Uleich'setzung der drei ereten AusdrOcke (i!I): 
(J7/—J/?')—(J7'— JA* ).!-( /;■/■— [(.»'/>— JA/)-h(A'A’—/?A')].-—0,l 
(jr— jr)-i-(j7;— JA').i— {(j/y— .i//H-(t'A’— ('A')]y+(rA;— rA'):-.o,[(7(<) 
(//r—Är)-|-[(//'A;—//A')-|-(<'A'—fA'')].i— (///>— ///>'(;/— (<'/>-C//).-=(>.) 
Diese drei (ileiehnngen stellen diei durch die Dii-ectrix gehende ElKUien dar. 
Wenn insbescmdere E und A“ verschwinden, reduciren sich die fraglichen 
Bedingungen auf: 



//E - />A” = (I. 



Dann erhalten wir für die Ebene, welcher die eine Dhwtrix parallel ist, die 
unter sieh identischen Gleichungen: 

(j'/y— JA/i.c -f- (irn-iiiy)ij -f (t”/y-r//): -= o, i 
(.I'A;— .(A”|.c + {irE—RK)>j -1- (CE—CE’)z - 0, I ' 

und für die Gleichungen der anderen: 

(J'/?-.l/?) -f [M'/y — .»//I -I- {R E- RE')]: = 0, I 

(.fC— Jn -f (./'A;— JA”).i — (J'/y- J//)y + (f''A;-t'A ”)r = 0, i (80) 
tR C— RC’) + {R‘E— R E')a — (R R — RR)ij — (C'R — CR')z = 0. | 

Die nicht unendlich weit liegende Direetrix Lst also lier EU-ne .Vi' j>arallel. 

Die fraglichen Beilingungen werden insbesondere auch befriedigt, wenn 
gleichzeitig R und R‘, E und A” verschwimlen. Dann liegt eine Direetrix in 
der früheren Ebene unendlich weit, die nun durch die Gleichung: 

(JA’— JA’').r + (R’ E—RE')tj + (C'f—CE’)z = (I (81) 

dargestellt wird. Für die andeix; Direetrix kommt: 

) A! R — \ R ) — (.C F — AF')x — (R E — R F ’) y ~ 0 , | 



XC—AC 
Ci'—CF‘ ’ 

lec—iic 

CF-CF' ■ 



( 82 ) 



Digitized by Google 



Dieselbe Lst also der Axe <>Z parallel mul schneidet die Klx'iie .Vf' in einem 
Pnncte, de.«sen C'oordinateu dnrch die letzten lieiden tileiehnnfren hestimmt 
werlen. AVenn wir diese C’oordinaten-Werthe in die erate der letzten 
drei Oleichunjnn einsetzen, .so wird diese Oleiehunj' in Folge der identischen 
Gleichung: 

{.xn—AfT) {('F'—cn + (irr—fir) {XF—ad — (.ir— .ir) {FF—hf') o 

l>errie<ligt. 

Wenn inslx-sondere: 

{.Xf> — AH ) -t- (fr K—fiF’) + (VF— CF') — 0, (s;!) 

so particnlari.sirt sich die iiaralxdi.sclie Congrnenz. Als<lunu wenleu die divi 
Klx'iien (7S), dinvh ileren Uurchsclmitt die im Endlichen liegende Dimdrix 
der Congrnenz he.stimmt minie, unter si«h mul mit der Elxme parallel, in 
welcher die zweite IMrectrix nnendlich weit liegt. 

Die beiden Direetricen der parabolischen Congrnenz fallen 
im Unendlichen in eine gerade Linie zusammen. 

Wir gehen hier nicht weiter auf diese lucsondere Art von Congnienzen 
ein , da sic dem ersten in der (!S. Nummer Ixdiandelteii Falle vollkommen 
analog ist. 

Die vorstehende lledingungs-Gleichung (K;i) winl vernuAge (t!2) inslx'son- 
dere lx*friedigt , wenn 

lAf + /fA’+ CF -=0, 1 

. r // + //' A" + r r = 0. 1 

.Alsdann sind .sftmmtliche Complexe der die Congrnenz bestimmenden zwei- 
gliedrigen Onippe von der besonderen .Art., dass ihn- Parameter veiiich win- 
den. In Uelxn-einstimmmig hiennit fallen die drei Elxmen (7H) in eine einzige 
zusammen. Da die Axen aller Complexe, denen eine paralxilisidie (’ongnienz 
angehört, unter sich parallel sind, so schliessen wir: 

Die Congrnenz hat unendlich viele, unter sich parallele 
Direetricen, die in derselben Ebene liegen, ln dieser Ebene 
liegt auch die nnendlich weit liegende Directrix. 

Dieser Fall entsjiricht dem zweiten Falle der (>8. Nummer. Hs i.st bloss 
der gemeinschaftliche Durch-schnitt der Direetricen unendlich weit geröckt. 

76. Wenn die Bedingungs-Gleichungen (6it) erfüllt wenlen, entspricht dem 
besonderen Werthe des unbestimmten CoefficieiiGm: 

.< n c 

,, ^ ^ (ho) 
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ein CoinplfX der zwfif'liedripwi OnipiH', welcher durch eine der drei folgen- 
den unter »ich identischen (ileichungen dargestellt winl: 

— {iri>—Hif)o -f- (//'/;— // A")() 4 (//'/’— nF)n — o, i (sd) 

_ ((•■ D— CD) ts 4 iC'K CF)q 4 {CF— CF),, « 0. | 

Die Axe dis (Auiiplexes steht auf derjenigen Klxine, welche, wenn wir 
-- II, Q. )j mit .r, ff, : vertauscluui, durch die letzte (ileichung dargcstellt wird, 
iiu Anfangsjaincte senkrei-ht. Da der Danimeter des Coinplexes gleich Null 
ist, Ist diise Axe eine der iHnden Directricen der C'ongi'uenz. ln üehereiu- 
stininuing hiermit werden die Uleichuugen (01) beft'iiH:ligt, wenn .r. ff, z 
gleichzeitig verschwinden. IKese (ileichungen rtslucireii sich ini vorliegenden 
Falle auf: 

A-hFff-Kz _ ll-Fx+Dz C-\-Fx-//ff .4 H _ £ 

A’+F‘y-Kz ~ Il -Fx-Irtfz “ C‘+K x-If<j ” 4 H~C' 

Hie gehen,' wenn wir die drei ersten ihrer \ner (ilieder nach einander dem 
vierten gleich.si’tzeii : 

{CF — FF') ff — {CK — CK‘)z >= (», 

{C F— FF)x — (CD - CD ) r = 0 , 

{C K- VK’\.r— {CD — CD')ff = 0. 

Diese (ileichmigen, in welchen wir D uiul .1 an die Stelle von C schi-eihen 
können, lassen sich in folgender Weise znsaniiueii/.iehen : 

CD-c/F ^ lF£-FcW “ CF -CF' ’ 

und stellen die durch den Antangspunct gehende Direct rix dar. 

Die Hedinpings-dleichungeu (lid) werden insbesondere liefriedigt, wenn 
.1 mul f, H und F veischwinden. Dann erhalten war, wenn wir paarweise 
die drei ersten Aasdrfleke (Gl) einander gleich setzen: 



[{FF— KF').r — {D'F—DF)ff 4 {D K DK')z\z = 0 , I 

[{l"F — CF') 4 {FF — A7”)j- — {/>'F DF)ij 4 {D'K — l»K')z]ff — 0, j (8!>) 

[{("F—CF) 4 {FF— KF).r - {D'F DF')ff 4 {D' K— l>K'\z]x — 0. | 



(!ltl) 



l'm die vorstehenden drei (ileichungen gleichzeitig zu befriedigen, genügt es, 

. 1 
{CF — (7“) 4 {K’ F — E F').r — {/)' F — DF');/ — 0 | 

zu si't'zen. Die durch diese landen (ileichungen darge.stellte gerade Linie ist 
die zweite Direetrix der fongruenz. Sie liegt in der t'oordinaten-Ebene -l’i'. 
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77. AA’eim gleichzeitig 






n F. F 


A l( C' 





so Ist die Conp-uenz eine parat wliselie, deren nieht luiendlieh weit liegende 
Dircetrix dmi-h den AnCaiigspiinct der Coordinateu geht. Dann wird die 
Gleielunig der dinxdi den Anfangspunct gelegten Elwne, denen die Linien der 
Congnienz parallel sind, die folgende: 

.l.r + Hy d- Vz = 0. 

Die durch den Anfangspunct gehende Directrix erhält zu tileichungen: 

•t V ^ ’ 

Jj ~" £ F ’ 

und die a«l' ihr senkrechte, durch den Anfangspunct gehende Ebene hat die 
Gleichung: 

/>.»• -p A'y Fz — 0. 

78. Wenn wir particularisireu und 

= 0, = = (!ii) 

setzen, sind alle Linien der paralwlLschen t'ongnienz einer El>ene parallel, 
dje auf der Coordinaten-El)eue .t’i' senkrecht steht, während ihre Directrix 
durch den Anfangspunct geht. 

Wenn 

.1, ./-, H, H' = 0, ^ - r ’ 0'-) 

sind alle. Linien der paraboli.schen Conginenz der Ebene AF jamillel. 

Wenn 

//A’— /)F' = 0, F, r - 0, ^ , (03) 

liegt die Directrix der parabolischen Congnienz in der Ebene ,Vi'. 

AVenn 

H,//,F,E-^0, (04) 

fällt die Directrix der (wraliolischen Congnienz in die Coordinatfen-Axe OZ. 
AA'enn 

A, I', B, n, //, FT - 0, (!lä) 

sind die Linien der jinraliolLschen Congnienz der Coordinaten-Eliene AF 
parallel und ihre Directrix fällt mit der Coordinaten-Axe ziisaninien. Bei 
diesen A^oraussetznngen wird die Gleichung der zweigliedrigen Coinplex-Grup|>e: 
(c+/\)4-{.(c' + rv) = o, 
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und iille Complexi' der (iruiiijo worden, 
durch die (ileichuiiL;: 



dai’j'ostellt.*) 

Wenn 



V + 

f _ // 
r ~ l) 



bei willkilrlielier Aiumhme von /•, 
0 (!)7) 



so früh 







die foljipnde («leiehung eines (,'oniplexes der zweif'lwlrif’en (inippe: 

(.fr — ,<r')r + (irr — nr)s — {Cf— rr),j — o. 

Dieser (’omplex i.st von iler besfjndem Art, da-s-s alle seine Linien die Axe 
dis-sellnai .sehneideii, und diese Axe, eine Directrix der Conjrnienz, ist liier 
der Coordiiiaten-Axe 0^ jianillel und schneidet die El>ene in einem 
Punete, dessen (ileiehuiif; in Linien -t'oonlinaten dieser Ebene die fol(jende ist: 

(//r— //<•’)/ — {.rc— .tr)H — {fF—rr)it — o. 

<Ver>;l. Xr. 4.'i. (!).'>).) 

Wenn insliesondere 



A _ !> C E ■ E 

Ä ' u ir “ A" " ’ 

so fällt eine I)ire<-trix der Congruenz mit der Axe >>Z zirsammen. 
l’m iKK'h ein letztes Bei.spiel zu gelten, wollen wir: 

A ]} C ft E 

A “ ß' “ ’ C~ü~‘K 

setzen. Wiain wir dann na<h einander 



(KK)) 



(Uil) 



j, _ = 



H 

ff 

0 

ff 



E 

F’ 

E 

K 



(102) 



nelnnen, erhalten wir fOr die 



Gleichungen zwiner Complexe der Grupiie: 
il + !i .'i' = 0 



*} Srtzi’ii wir für ij den .\umtruck ^ * s« ar*ht die (tleichimg de« Texte» in die fol- 

— tr.v _ 

iiitd ifiV't, wctiti A- uid>p»Uimut \iinl, fricichzcitig 

x' f/ — TI/' 0, S — l’ SS. 0. 
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(.r/J—A/y)a + =■ 0 , 






die foljjenden: 

(ff- -in 

(A'C—.iC’fr+ {/fC—/n-).s — (C'F—rr)>i 
Diese beiden Qleichiingen mlueiren sich auf: 

r—Oa + = <1, 1 

.Ir -{- fix + Fy = 0 I 
und stellen zwei (Joniplexe der lK.‘.«onderen Art dar, deren Parameter ver- 
schwinden. Die Axen der Complexe sind die Iwiden Direetricen der Con- 
gnienz. Kine derselben liejrt in der EI>ene A I' nnd wird in dieser Ebene 
dmx-h die Gleichung: 



(103) 



(104) 



f -f A’-r — />// — (I (lOf)) 

darge.stellt. Die andere ist der A.\e OZ parallel und schneidet die Elwne .l'i' 
in einem Puncte, der, in die.ser Ebene, durch die Gleichung: 

/// — .1« -f /• = a (lOG) 

dargestellt winl (Nr. 33.). 



79. Zur analytischen Darstelhmg einer zweigliedrigen Comiilex-Qmppe 
und der dadiwh bestimmten C'ongnienz haben wir uns bisher rechtwinkliger 
C<*ordinaten-Axen beilient, und dabei den Mittelpunct der t!ongnienz zimi 
Anfangspuncte der t'oonlinaten und zur Axe OZ diejenige Linie genommen, 
welche die beiden Direetricen i-echtwinklig schneidet. Indem wir alsdann 
die lieiden Axeu OA’ und OF mit den beiden Nelienaxen der L'ongnienz zu- 
sammenfallen Hessen, habtm wir auf dem einfachsten Wege die allgemeine 
Bestimmung derselben in der G9. Nummer erhalten. 

Wir können aber auch jede beliebige gerade Linie der C'ongnienz als 
Axe OZ und den Punet, in welchem sie die Central -Ebene schneidet, zum 
Anfangspunct nehmen. Wenn wir dann die beiden Nebenaxen in dieser 
Eliene parallel mit sich sellist so verschielien, da-ss sie in dem neuen Anfangs- 
puncte sieh schneiden, so halbiren sie, nach wie vor, die Winkel, welche die 
beiden Direetricen, projicirt. nach OZ auf die Central- Elicne, mit einander 
bilden. Es ist klar, dass in der neuen Coordinaten-Bestimmung die Gleichung 
der l.'omplex-Gruppe die irOliere Form Iwhftlt. Ist der Neigungswinkel der 
Axe OZ gegen die El>ene A’I' y, so tritt an die Stelle von- ./ mmmehr 

, das heisst, der Alistand der Dureh-schnittspuncle der Axe OZ mit den 

beiden Direetricen vom Anfangspuncte der Coonliimten. 

Wir können endlich auch, ohne die Form der obigen Gleichung zu 

Pl*«ker, 12 
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anilern, ilii' iMMileii Axwi OX uml O}' in <Ut (.'«■ntr.il-KhMio Ix'liebif? 8o an- 
ni>tiiiuxi, diuss sie mit den Pixgectionen beitler iDirectricfii viw Hanuoiiicalen 
bilden. Die Axe OZ kOunen wir als einen Hauptdurelimes-ser, die Axen OX 
und O y als zwei eonjngirte Xelteudurehmi-sser der t'ongnieuz Ix-zekduien. 
Die c'onjnjiirten NelH“ndunlmie.«.ser bleil>en aueli dann reell, wenn die l>eiden 
DirtX'trieen imagiiiAr wenlen. 

Wir haben l'rilher zwei eonjuf^rte C'onenienzen dadurch defiuirt, dass 
in dens*-ll«n» ASten und Nels-naxen diesellwn sind, nur die durch ilen Scheitel 
der Axe gehenden Directrtcen ilire Richtiuifieu f'ef'eiLseitiR vertaim-hen. Wir 
kennen an die Stelle der Axe der L’on^ruenz in diiwr Didinition einen lx>- 
liebij>eii Durchmesser .setzen. Dann hat eine Conpinen: unendlich viele con- 
junirte: jedem Durchnu'sser dei’stdhen ent.spricht eine .solche. 

SO. Das Vorstehende enthalt die vollständige Disvu.s.sion der durch zwei- 
glie<]rige Coraplex-Drui)ix*n Ix^stimmten t'ongruenzen. Wir wollen in dem 
Folgenden an. diese Di-scassion neue Hetrachtungen ankiinpfeu, welche be- 
stimmt .sind, von der Natur solcher Congruenzen ein amsrhauliches Bild 
zu gelam. 

Im .Vnschluss an die (il). Nimmier stelle unter der Voraussetzung recht- 
winkliger Oxmliiuiten 

Ar + /Is — /Jii + Kg ^ i) (107) 

einen derjenigen beiden Complexe be.sonderer Art dar, welche eine der beiden 

Directricen der L'ongnienz zu Axen hals'n. Dann erhalten wir zur Bestim- 
mung der Constanten dieser Ulcichimg neben den beiden (ileichungeii (44) 
nnd (45) die folgende: 

0. (lOS) 

Aus den iMÜdeii ersten Ihslingungsglinchnngen ergib! sich; 

taug» It, (10!l) 

aiLs (44) und (108): 




Diviiiiivn wir die Ireiden letzten (lleichuiigen in einander unil berück.sich- 
tigen 1108),.. so ergibt .sieh 

- bmg» it. (Ul) 

Setzen wir wonach ei-st .1, //, K alcsolute Werthe erhalten, und 

Ixatlcksichtigen wir, das.s für den Fall ri'cller Directricen diis Fniduet : 
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AliC — J‘ lang* l^ 

mich der CG. Xumincr einen iiositiven Werth erhalten imiw, so ei-geheu sich 
die folgenden vier möglichen t'onstnnten- Bestimmungen: 



A = — ./ taug It , 


// = + A, 


f' = — tang It, 


(112) 


A ~ — W tang It, 


//- - 


K — + tang It, 


(ll.i) 


.1 -r A taug tt, 


/? -= + /, 


A' “ -f taug P, 


(114) 


A = Ar A taug It, 


A = - .7, 


= — tang It, 


(119) 


n ersten Comhinationen 


, und ebenso 


die heiden letzten, 


lassen sich 



0, j 
0 I 



I 



niG) 



(IIT) 



msj 



(119) 



aus einander dadurch ahleiten, dass mau gleichzeitig die Vorzeichen von J 
imd taug It ftndert. Die lieiden ersten tknnliinntiouen hestiinmen also die 
fraglichen t'omplexe der einen, die heiden letzten der anderen von zwei con- 
jugirten CVnigruenzen. Wir können also, indem wir; 

E ^ a —! A taug 9 • — taug |t o + .J.« 

E" a — .J taug i> ^ r tang It y — Js 

setzen, dnivh 

r-f- (ir = 0 

die Complex-tinipix.' der einen C'ongruenz, indem wir: 

El — 0 + A tang tt ■ /• + tang i> ■ o + •/* — 0, 

E,' — II A tang l> ■ — tang l> • y — Jx = 0 

setzen, durch 

ii + (i = 0 

die Complex-Uinpiie der coiyugirten Congnietiz daistellen. 

81. Es möchte rielleicht nicht unpassend sein, auch madi auf direi'tem 
Wege die vorstehenden (ileichungeu ahzuleiten. Unter Beiliehaltung der Ins- 
herigen Coonlinaten- Bestimmung seien die (tleiclmngen der heiden, als ge- 
gelieii lietrachteten Directricen einer Congruenz: 
y = tang tt • .i , 
y — — tang P • a-. 

Es handelt sich danim, die heiden C'omplexe lacsonderer Art zu la-stimmen. 
deren Axen mit den lieiden Directricen znsammenfalleu. Verschiehen wir 
die Ixdden Complexe mit ihren Axen so, da-ss diese letztem in die mit der 
Central-Eliene der Congmeuz zusaiumenfallende t'oordinaten-Ehene -l'/'nlcken. 
so erhalten wir die (Tleiohungen der heiden Com)>lexe in der neium laigc 
unmittelbar, wenn wir in den Gleichungen der gegelieiien Directricen .r jmd y 
mit e und a vei'tauschen. Auf diese Weise kommt: 

12 * 






(12") 
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„1 



( 121 ) 



0, 1 
0 . I 



( 110 ) 



ij — taiif» p, 

II = — lang 41 ■ p. 

Wenn wir die Complexe w’ii'dor in ihre urspröngliehe laige zunlekftlhreu, 
haben wir in der (ileichung des ersten p und a mit 

p + ./ ■ r und a + ./ • s, * 
in der Gleichung des zweiten mit 

p — J ■ r und <f — J • X 

zu vertauschen (Nr. 12.), Nach dieser Vertaiusehung ergibt skdi; 
a — . / tang it • /• — tang (t • p + . / • * 

ff — J tang it • r + tang tt • p — J ■ s 

Diese Gleichungen sind dieselben, die wir eben für die erste der beiden con- 
jugirten Congnienzen gefunden haben; die Gleichungen der zweiten erhalten 
wir durch Aenderung des Vorzeichens von tung 4t (110), (118). 

82. Zur Bestiimuung der Congnienz können wir an die Stelle der beiden 
Complexe 11 und li' die l>eiden Complexe S und S" nehmen, und demnach 
dieselbe Complex-0ru|)p4!, die wir frllher durch die Gleichung: 

11 + jill' = 0 ( 3 ) 

ilargestellt haben, nunmehr durch die Gleichung; 

S + = Q (11<) 

daratellen. Diese Oleichirng wird, wenn wir entwickeln und der Kürze wegen 

setzen; 



( 122 ) 



ff — .'J tang it • /• — X (tang tt ■ p — . ;■*) — 0. (123) 

Sie stellt, wenn wir für X mu;h einander aUe möglichen Werthe einsetzen, 
die sümmtlichen Complexe der zweigliedrigen Oru|)|)e dar, diuxdi welche die 
Cougntenz bestimmt ist. 

Zu diesen Complexen gehören insbesondere zwei , den Werthen i = 0 
und i = oo entsprechend, welche, wenn wir der Kfli-ze wegen: 

.'/ tang tt = /■«, 



_ - i- 

Ung» -- " 

setzen, durch die Iteiden Gleichungen; 

Si« =+ff_/-«.r==4 0, 1 
. <ä,, _ + P + X„ jf - 0 f 

dargestellt werden. Die Pammetcr der Ijeiden Complexe sind X" und X». 



(124) 



(61) 

Die 
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Axen dei'sellwn lallen mit den beiden Nelxmaxeu der C'onpnienz ziwammen. 
Ihr Diin'hselmitt ist der Mitteljmnct der Confjruenz. Wir wollen sie, ihrer 
ausgezeichneten Beziehung zur Congruenz w(*gen, besonders hervorhelwn und 
die beiden Central-Coinplexe derselben nennen. 

Wenn die conjugirte tlongiiienz an die Stelle der gegebenen tritt , bleiljeu 
die Axen der beiden Central-Complexe, die mit den gemein.schi*ttlichen Nel)en- 
iixen der beiden (’ongnienzen znsammenfallen, diesellHm. Auch die absoluten 
Werthe ilirer Ijeiden Pamineter andern sich nicht, nur ändert sich, in Folge 
der Zeichcnanderung von tang It, gleichzeitig das Vorzeichen beider Parameter. 

Die Gleichung der Complexgrupi» nimmt hiermich, wenn wir Olx‘nlii‘s 
noch der Kitrze wegen: 

X tang t) — H,, 

setzen, die folgende einfache Form an: 

/J-' 4- X,Si.= (o — /•'V) -f- A„(9 +/■„.?) 0. (IL'C,) 

Es ist : 







und hiernach: 




/•“ — X„ 



sin h cos e 

taug a& ’ 
— COS 2 It. 



sin 20 ’ 



( 128 ) 



Hier erhalten wir, zm: Bestimmung der (A>ngmenz, au.s.ser den sechs Coii- 
stanten der Lage die beiden Parameter ihrer t!entnil-t'omplexe. 



83. Wenn wir von den beiden Gleichungim : 

Si Ar + //.V — l>($ + Eq =0, 

<i Ar + ßs — D« + A'e = 0, ' ’ 

<hu'ch welche wir fnlher die Congruenz In^timmt haben, und zwischen deren 
Cnefficienten , wenn die Nel)eiuixen der Cotigruenz zu Coordinaten-Axen HX 
und oy genonnncn werden, die Relationen: 

X n A/y = 0 , 

ß-E— ßE- — 0 

bestehen, airsgehen, so können wir leicht daraus die Gleichung der beiden 
Centrid-Complexe ableiten. Zu diesem Ende brauchen wir blos-s die beiden 




St4 



Olfk’hunfit'ii voll eiiiamlt'r aliziiziehou, mivhdeiii wir zuvor einmal die erste 
deivellieii mit H', die zweite mit H , das andere Mul di« erste derselben mit 
//', die zweite mit ./ multiplieirt haben. Auf diese Weise kommt, wenn wir 
die voistehenden Ifedinomifis-tileiehungen berflek.sichtigen: 

(nj>—H/y)a + {.rn—Air)r = o, 

(./ A — .f /;•)(. + (.rn—.ur)n ~ o, 

wonath : 



M’ß — A/r ] 

KU — UO ' I 

.fl! —Alt' I 
A’ F. — A t:' ) 



(129) 



S4. Um unter den t'omplexen der zweigliedrigen Urupix- einen einzelnen 
zu l»estimmen, den wir diurh die (Heiclmng: 

Ar + /is — Ha A’p = 0 



dai^telleii wollen, inflssen wir den Parameter drasellieii, k, das z diejenigen 
Punctes, in welelieiii seine Axe die Axe einscdineidet, und den Winkel w 
kennen, den die Rielitung dieser Axe mit der Richtung der Axe W.V bildet. 
Wir kflnnen, Iwi der Bestimmung die.ser t'onstanten, in gleich einfacher 
Weise einmal von den lieiden Centnil-Complexeii, das andere Mal von den 
beiden Uirectricen der ('oiigrueiiz, als Ix-kannt, aiisgidien. Indem wir, dem 
entsprechend, die letzte (tleichiing einmal der Uleichung (I2(!), das auderi" 
Mal der Gleichung (1211) identisch setzen, ergeben sieh die folgenden Relationen : 
.1 ^ = — .7 tiuig it, 

R = X^k„ = XA, 

D — ~ l, 

E = Ao -= — X tang It. 

Die allgemeinen Gleichungen des vorigen Panigi-aphen (1.5), (1(!) und (.53) er- 
geben fflr den fraglichen C'bmplex, indem wir f ' und F gleich Null setzen: 



(130) 



tang 1.1 



/ 



E 

l) ’ 

AE ^ HD 
/-■'+/>» 
Al>-\- HE 
' E> + ii ‘ 



(131) 



Ffdiren wir k", k„ und i„ ein, so kommt: 
tang 1 .) — — Xo, 



(132) 
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und hipi-iu», wonn wir Ao eliininiren: 

r = (X" — X(.) sin r.i tx» ot, 
k X"** f.j h' sin* oj, 
mid schliesslich, nach Elimination von «: 



(13.1) 

(134) 

(13Ö) 

(13.1) 



• ;» + (X • — X-) (X -X-„) 0. -(137) 

Wenn wir die C'onstanteii der beiden Diivetrieen eint'flhren, i'ehen die 
Oleichungüu (13ö) und (13ü) in die folgenden Ober; 






sin 2 m 
sin Un ’ 



(13S, 



X- = — 0 7 . !>n («+ »1 ■ »iu Ira - ») 

sin 2a I 

Jedem Werthe von ci entspricht ein einziger Werih von r (Idö), (13H) jind 
ein AVerth des t'omplex-Paranietei-s (13d), (139). Da aber jedem Werthe 
von I zwei Richtungen der Complex-Axe imd zwei Werthe von X, die i-eell 
und imaginär sein kennen, entspnvhen, so gibt es ein Maximum der Ent- 
fernung der C'omplex-Axen von der Central -Ebene. Fflr ditws Maximum gil>t 

die Gleichung (13S) unmittelbar, dem AVinkel u = * entspm-hen<l: 

= riutüi = (140) 

und gleichzeitig winl mich (13(i): 

(l-H) 



85. Pie Piseu-ssioii der vorstehenden analytischen Entwickelungen liefert, 
eine Reihe von geometri.scheii Resultaten. 

AVir haben nach der (14. Nummer der Axe OX eine beliebige deijenigcir 
Ijeideu Richtungen gegelvn, welche die von den beiden Pireitrieen einer ge- 
gebenen Congruenz gebildeten spitzen und stumpfen Scheitelwinkel halbireu, 
und die positive Eretrcckung dies«- .\xe beliebig angenommen. Den AAinkel 
rei.-lmen wir von der i*>sitiven Erstreckung der Axe 0\ nach der pixsitiven 
Erstreeknng der Axe OY. Indem wir durch it die Richtung derieuigen der 
lieiden Direi-triceu bezeichnen, die einem |s)sitiven Z entspricht, ist hiernach 
die positive Erstreckung von ri bi-stimmt. In der zwiefachen Cooixlinaten- 
Bestimmung tritt (i-v — It) an die Stelle von it, und demnach (124) vertauschen 
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sicfh die VVerflie von /■* und /•„ unter Zeielienwechsel. Wir wollen 

das Coonlmaten.sj'stem so annehnien, dass OX die spitzen Scheitehriukel, 
die in der Central -Kbene der Congruenz von den Projeetionen der Ijeiden 
Dire(trit;en gebildet werden, halbirt. Dann Ist (128) /•* positiv, k„ negativ, 
und, weil tung2» > 0: 

/■" + >!■<. < <>• 

Der Parameter des (!entntl-(.V)injilexes, dessen Axe in OX filllt, ist und 
)>ositiv, der Parameter des Central -Complexes, desse» Axe in OV filllt, ist 
Xo nn<l negiitiv. Absolut genommen Ist der Wertli des zweiten Parametei's 
gn’isser als der Werth der ersten. 

Wir haben frflher bereits neben die gegebene Congruenz eine zweite 
gestellt, die wir die ihr eoiyugirte genannt haben (Kr. ü9.), und die wir 
erhalten, wenn die beiden Parameter der Central -Complexe der gegebenen, 
/•" und Xo, gleichzeitig ihr Zeichen andern, oder, was da.ssell»e heisst, wenn 
./ dasselbe bleibt und it sein Zeichen w^ecltselt. Neben die gegebene Con- 
gnienz stellt sich mx'h eine dritte, welche wdr die ihr adjungirte nennen 
wollen, und die inan erhalt, weim X-" und kn sich gegeaseitig vertainwhen 
und zugleich ihr Zeichen anilern. Dies kommt nach (124) darauf hinaus. 

— it^ an die Stelle von tt treten zu lassen. Endlich erhalten wir noch 

eine vierte Congruenz, welche von der gegebenen unmittelbar abhangt, wenn 
wir von der gegebenen einmal die conjngirt«, dann von dieser die adjungirte 
nehmen, wa-s darauf hinauskommt, /•" und X-,, ohne Zeichenwechscl zu ver- 

faaschen, oder, was da.ssell>e heis.st, (it — an die Stelle von i) zu setzen. 

In unserer Annahme Lst filr die, gegeliene Congruenz 2tt ein spitzer 
Winkel ; für die adjungirte Congruenz i.st der ent.sprechende Winkel (.t — 2 lt) 
ein stumpfer, llezeichnen wir zur Unterscheidung die Parameter der lieiden 
Central -Complexe der adjnngirten Congruenz durch (X-«) und (X»), so ist: 

(X^) + (Xv.) > 0, 

uml du (X-«) |K)sitiv, (X») negativ ist, hat (X-") alisolut einen grös.seren Werth 
als (Xi.|. 

Die Axe, die Centnil -Ebene und in ihr die lieiden Nelieuaxen, so wie 
der Alwtand der lieiden Direetricen von einander bleiben fftr siluuntliche 
vier Congruenzen dieselben. 

8fi. AV'ehn wir die CVxinlinaten irgend eine-s Punctes auf der Axe irgend 
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eines (’oinplexes der zweiglietlrigen Gnip|)e duivh x, >j , z bezeichnen, so ist: 



UU«" Cii " -«“7 ♦ »lU" liJ = — r,- , ;r 

j- + y- -r' + y" 

wonadi die üleichung (135) in die folgende' (llwrgeht: 

(r'— + {A” — A„)xy = 0. 



(142) 



Diese Oleichung stellt diejenige LinienfiiUhe dar, die von den Axen der 
Complexe der zweigliedrigen Onippe, durch welche die Cougruenz bestimmt 
L«t, gebildet wii-d. 



Je niichdein wir in der vorstehenden Gleichung das eine oder das andere 
der bt-iden Vorzeichen nehmen, liezieht sie sich auf die gegebene oder die 
dieser coiyugirte Gongmenz. Soll sie sich auf die gegebene beziehen, so 
muss, der gemachten C'oordinaten-Ih>stimmung gemäss, nach welcher (X" — A„) 

(lositiv Ist, wenn wir gleich der Tangente des Winkels i>, also positiv, 

nehmen, auch der Werth von i i>ositiv, = + ./, werden. Wir mö-ssen also 
das untere Zeichen wählen imd erhalten: 

(.»•■' +y')i — (/■" — X„)jy = 0. (143) 

Die einzige Constante, welche in dieser Gleichung voi-kommt, (/"’ — /o), ist 
die Summe der absoluten Werthe der l’arameter der Central -Complexe. Diese 
Summe ist alwr auch (140) das Doppelte des Maximum von r, also gleich 
der Hrdie A der Cläche, die von zwei Eigenen eingesehlos.sen Lst, in deren 
Mitte die Central -Elxmo hindurchgeht. Die Flache wird von jeder zwischen- 
liegeuden Ebene in zxvei geraden Linien geschnitten , welche in der Central- 
Elx-ne, indem sie mit den beiden .\xeu der Central-Complexe zusammen- 
fallen , auf einander senkrecht stehen. Wenn sich die .schneidende Ebene von 
der Central -Elwne nach der positiven Seite entfeint, wiivl der Winkel, wel- 
chen sie mit einander bilden, immer kleiner, bi.s er, in der einen Gitlnz- 

Ehene, für oj = * , verschwindet, und demnach die lieiden Linien in eine 

einzige zusammenfallen. Wenn sich die schneidende Ebene von der Central- 
Elxaie niU-h der negativen Seite entfernt, winl der Winkel, den die landen 
Durcbschnittslinien mit einander bilden, ein stumpfer, bis dersellie in der 

anderen Gntnz-Eliene, m = — ^ entsprechend, gleich .t wird und demnach 

die beiden Diuvhschnittslinien wieder zusammenfallen. Die Gleichung (135) 
zeigt, dass die Linien, welche den Winkel der landen Durchsclmittslinien 

flAck*r, Gronplrk*. 13 
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in finor I>eliet>ijren, der Central -Et)ene iwrallelen, Elxnie hallnivn, in den- 
jenigen l>eiden Ebenen liegen, welche mit den Coordinateii-EIienen XX, YZ 
gleiche Winkel bilden.*). 

Du die gegeljene Congnienz von zwei Conntanten /•“ luul X«, die frag- 
liche Hache aller mir von einer Constanten, der Diffenmz jener lieiden, 
abhangt, so steht diese Flache zu unendlich vielen Congnienzeu in der glei- 
chen Beziehung, do.s.s sie der geometrische Ort der liezöglichen Complex- 
Axen ist. Unter diesen Congnienzen lu-findet sich auch die der gegebenen 
adjungirte; denn wir können /•“ und k„ unter Zeichen Wechsel vertauschen, 
ohne dass die Gleichung der Flache sich ändert. Diese Flache steht also 
in dersellxm Beziehung zu' der gegel»enen Congnienz und der ihr adjmi- 
girten. ", 

87. Wir wollen die Coinplexe der zweigliedrigen Gnippe dadui-ch geo- 
metrisch liestimmen, da.ss wir auf den Axeu derselben, welche sämmtlich 
itZ .schneiden, von dieser Axe aus die entsprechenden Parameter unter Be- 
rOcksichtigimg des Vorzeichens, auftrageu. Dann erhalten wir eine iler in 
der vorigen Xuramer lietnichteten Linienfläche aufgeschrielx'ne Cun'c, duivh 
welche die ganze zweigliedrige Complexgruppe liestinunt wird. Wir wollen 
diese Cun-e die eharacteristische Curve der Congnienz nennen. 
Es genügt, die Projcction dieser Curve auf die Coordinaten-Ebene XI' zu 
kennen: jedem Pimcte der Projection entspricht ein einziger reeller Punct 
der Flaclie. 

Die (tleichung (130) ist, in Polar- Coordinateii, die Gleichung dieser 
Proji-ction, wenn wir in ihr k als Leitstrahl imd gleichzeitig mit « als 
veiünderlich Ix-tracliteii. Diese Gleichimg geht,yweim wir: 

+ K . 1 '^ y’, cos M = -f - 1 sin w = 

setzen, in die folgende über: 

(rt -I- y»)> = + X„y>)S (144) 

imd stellt dann die projicirte Cinve in gewöhnlichen Punct -Coordinaten 
dar. Dic“se Gleichung bleibt diesellx*, weim wir die Zeichen von und /•„ 
gleichzeitig andern. Die durch die Gleichung daigestellte Curve steht also 
in gleicher Beziehung zu der gegebenen Congnienz und der ihr coujugirten. 

*) di«^ gi'oiiietriitcfae Anvchauung IdetcD Modvlle» die ich von diceer und ähnlichen FlUchcu 
bflV anfertigen liuiien, grom* Erleichterung?. 
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Sie l>esteht, (Fiftur 7), aiis vier paanveise pleichen 
Schleifen, die iuuerhalh der vier von den IVojectionen der 
Ixdden Directricen gebildeten Scheitelwinkel liegen. 

S8. Die Gleichung (I.IT) liefert, wenn wir wie- in 
derselben Weise behandeln, wie in der vorigen Nummer 
<iie Gleichung (13t>), eine neue Fläche, welche durch die 
elK‘ii l)cstimmte L'urve dopixdter Krümmung geht. Diese 
Gleichung fonut sich in die folgende um: 

(.1' + y» + + X-X-,,)* = (X-» + X<,(» (.1« + (145) 

und stellt eine Fläche vierter Urdmmg dar. Diese Fläche 
ist eine ümdrehungstläche, deren Axe OZ Ist. Für die Meridiau-Curve der- 
selljen in der Ebene .\'Z erhalten wir, indem wir tj verschwinden Ueisen: 

- (X- + X',,)* .1% 

und, wemi wir entwickeln: 

i " 4_ X- X » t 

+ (■»• + -t- •')■' - (--2— 

Diese Gleichung stellt ein System zweier Ivreise dar, deren beiderseitiger 
Iladius : 

/' (146) 

ist, und deren Mittelpimcte auf der Axe O.V von der Axe fiZ nach ent- 
gegengesetzter Seite den Atetand: 

- UX- -h A.) (147) 

haljcn. Die Iteiden Krei.se schneiden sich auf OZ in denjenigen beiden 
Pimcten, in welchen diese Axe von den l>eiden Dii-ectricen geschnitten 
wiwl.*) 

Die neue Fläche winl also duirh Umdrehen eines Ki-ei.ses um die Axe 
der Congnienz erzeugt. Der Ihidias desselben ist gleich der hall>en Höhe 
der Linienflache (142). Sein .Mittelpmict liegt, in der Central - Etene und 
des.sen Aljstand von der Axe OZ ist dem Parameter desjenigen Complexes 
gleich, des.sen Axe in die Uegitlnzungs-Elwiie der Linienflache (142) filllt. 
Die Rotationsfläche liegt, ganz zwischen densell>en Elxmen und wird von 
je»ler derselben nach dem Umfange eines Krei.ses l>erührt. 

*) Wir kOniHrn WüäuliK tHuncrkon, duM t)i«> DureKschuitUptmcte der licidon Dir««trici>n mit der 
Aie der (.'oognionx die beiden Brenn)juncte einen Kotatinnn^KlliiMoidtt nind, di‘«nen Mittelpunct mit 
dem Mittelpimcte der Confcrut^nz zusamineunUlt, den^m Kot»tiong4\xe in OZ liegt und gleich A ist, 
M'iUirend der Kodins »eines AequAtormlkrei^en den Werth c hat. 
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Die (ileichunn (145) bleibt unpeiludert dieselbe, sowohl wenn und k„ 
sich gegenseitig vertaascheii, als auch, wenn beide t'onsUinten gleichzeitig 
ihr Zeichen andern. Die Rotationsfläche bezieht sich also gleichzeitig auf 
die gegebene t'ongnien», die ihr coi^jugirte, die ihr adjungirte und diejenige, 
welche der ihr conjugirteu ndjungirt ist. 

80. Wir erhalten, wenn wir ziisanimenfassen, die folgende Bestinunung 
der Axen der zweigliedrigen Coinplexgruppe, diwch welche die gegeljene 

Congnieuz bestimmt wird. AVir halwn vürausge.sctzt, dass it < -^ • Wir 

wollen von dem Werthe ra = 0 ausgehen, wo die Complexaxe in der Central- 
elame liegt und der Complex-Parumeter sein jiositives Maximum /■" eiTcicht. 
Wenn cj von 0 bis + it wächst, entfernt sich die Complexaxe von der Centnil- 
ela-ne auf d(-r jXMitiven Sedte dersell>en, während der Complex-Baruineter al>- 
nimmt. AVenn ra durch It lündureh bis wäch.st, wächst z, der Abstand 

von der Centralebene, durch ./ hindurchgehend, wo die Complexaxe mit einer 
Dinrtrix der Congruenz ztminmen fällt, bis er sein Maximum 1 (X“ — X-„) h 
emdcht, während der Complex-Parameter, dm-ch Null hindurchgehend, ne- 
gative AVerthe erhält und an der Oränze gleich i (X-« X c wird. Fährt 

die Complexaxe fort, .sich um OZ zu drehen, von w = •* bis m . so 

nähert sich die.scdbe wdeiler der Cenlndebene, während der negative AA’ei'th 
d("s tbmplex- Panimeters wächst, bis er in dieser Ebene da.s Maximum X» 

erreicht. Dauert die Drehung von <•> ^ bis <•> — fort, .so entfernt 

sich die Axe wieiier von der Centruleliene auf der negativen Seite dersidben, 
bis an der Grenze z sein negatives Maximum ( — X) erreicht, während der 
negative AVerth des Complex-Paraineters abnimmt und an der Gränze den 
AV(-rth c erhält. Bei der Drehung von m = bis o = .t- tt nähert sich 

die Axe wieder der Centraleliene , bis sie, z •» — rt entsprechend, mit der 
zweiten Directrix der Congruenz zasammenfällt, während der negative 
Coinjtlex-Parameter bis zum A’erschwinden abninunt. A’ollendet die Axe ihre 
Drehung um OZ, indem w von (;r— it) bis a’ wächst, so nähert sie sich 
wieiler der Centraleliene, bis sie wieder die Lage anuimmt, von der wir 
aiLsgegangen .sind, während der Complex-Parameter, der sein Zeichen geän- 
dert, wächst und in der Centraleliene wiederum sein positives Maximum 
erreicht. 
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90. Um vollständige S^-nimetrie in diesen Untersuohungen zu erzielen, 
mdssen wir die gegeljene Uongnienz gleichzeitig mit den genannten drei 
anderen betrachten, die unmittelbar von ilir abhängen. Das fonlert zunächst, 
dass wir auf die Iwiden Linientlächen ItOeksicht nehmen, welche, bei diuii 
d«p|)ellen Vor/eichen, durch die (ileichung (142) bestimmt werden. Das 
System dieser beiden Flächen können wir durch die einzige (ileichung: 

(.1* + — /■„)» •r«y=' (14K) 

darstelleii. 

Der vollständige Purch-schnitt der Rotationsfläche (14.'>) mit den lieiden 
Linienilächen zi*riUllt in zwei algebraische Raiiincurven, von denen eine auf 
jeiler dieser lieiden Flächen liegt. Die Projectionen der la-iden räumlichen 
Dimlischnitfs-(-'urven auf die Centralebene decken sich und löst'ii sich daliei 
in zwei C'urven sechsten Orades auf, von welchen eine durch die frflhere 
Gleichung: 

(■<•* +y'P - (X^.r» + /‘<.y 
die anden* durch die folgende: 

{■>■■ + y-f — f/'o + X->y 
dargestellt wini. In der bisherigen V'oraussetzung 
reeller Directriceii lM>steht Jede der beiden Cur- 
ven (Figur M) aus vier Schleifen , die im Anfangs- 
puncte der Coordinaten einen vierfachen Punct 
bilden. Wenn man eine der beiden C'urven in 
ihrer Eliene um den Anfangspunct duivh einen 

Winkel * dreht, so erhält mau die andere. 

Die characteristische C'iiive der gegebenen 
Congnienz liegt, auf der ersfen Linienfläche (142), 
bildet aber auf dersellien keinen vollständigen, in 
sich abgeschlossenen Zug. Die Prqjection derselben auf die Centralebene der 
Congnienz bildet nur die eine Hälfte AO/fOC der Ciirve (149). Sie ist 
durch zwei Puncte liegränzt, die auf OX auf beiden Seiten des Anfangs- 
punctes in gleichem Abstande von demsidben liegen. 

Die characteristische Curve der adjungirten Congnienz liegt auf der- 
selben Linienfläche, ihre Projection Ist die eine Hälfte XOffOC der Curve 
(150). Sie bricht, analog wie die vorige, in zwei Puncten von OX ab. 

Die characteristische Curve der conjugirten Congnienz lii>gt auf der 



(149) 

’«)» (1.50) 



X 
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7AveikMi LitiienMcha (1-12). Hirt' Prqjeotion bildet die eine Hälfte CODOA 
der Ciirve (149), welche die Projection <ler cluvracteristischen Curve der ge- 
gelK'nen (’ongruenz zu der vollständigen Curve (149) ei^änzt. Die lieiden 
ehiuncteristisdien Curven bnK-hen auf OX in denselben l)eiden Puneten A 
und f> ab. 

Die eliiiracteristUiche Curve der coiijugirt-adjungirten Congnienz 
liegt auf der zweiten LinieiiHaehe und ihre Projection bildet die zweite 
Hälfte ("OD’OX der Curve (l.'iO), welche die Projection der chanicteristi- 
schen Curve der adjungirten Congnienz zu der volLHtändigfni algebraischen 
Curve ergänzt. 

Der pnijicirende Cylinder, der die Centralebeno in tler Curve (149) 
schneidet, srdineidet die erste LinienHäche in einer in sich geschlossenen 
Curve, die aus zwei Theilen be.steht, der characterLstischen Curve der ge- 
gelsMien Congnienz und dem Spiegelbilde der cliaracteristischen Curve der 
eonjugirten Congnienz, genommen in Beziehvmg auf die Centraleliene. 

Elienso bilden auf der zweiten Linienfiäehe die characteristische Curve 
der conjugirteii Congnienz und das Spiegelbild der eharacteristischen Curve 
der gegelieiien Congnienz eine in sich geschlasseiie Curve, welche, wie clie 
Vorheigehendo, die Curve (149) zur Projection hat. 

Der zweite piiijicircnde (iylinder, welcher die Centralebeiie in der Curve 
(l.’iO) schneidet, schneidet die erste Linienfläche in einer in .sich gesclilosse- 
nen Curve, die aus zwei Theilen liesteht, der characteristLschen Curve der 
adjiuigirteu Congnienz und dem Spiegelbilde der eharacteristischen CuiTe 
der coiijugirt-ai^jiingirten. 

Elienso bilden auf der zweiten Linieutlache clie characteristische Curve 
der coiyugirt-adjungirten Congnienz und da-s Spiegelbild der characteristLschen 
Cun’e d(>r adjungirten Coiigrueuz eine in sich ^■schlos.sene t\irve, welche, 
wie die vorhergehende, die Curve (l.iO) zur )*rojectioii hat. 

Die so bftstiniinteu vier in sich geschlossenen Curv'en bilden den voU- 
.stäiidigen reellen Theil iilgebraLscher Raiuncurven. Jede dersellam hat zw'ei 
iKipiieljiuncte, die auf der geineiii-schaftlichen Ase der vier Congruenzeu in 
diejenigen beiden Puncte fallen, in welchen diese Axe von den Dim-triceu 
der Congruenzeu geschnitten werden, ln diesen beiden Puneten wird jede 
llaumcun'e in vier Zweige getheilt, sodass wir im Ganzen sechszehn solcher 
Curvenzweige ethalten, welche sämmtlich in den lieiden Pimeten der Axe 
aualaufen. Die acht Curvenzweige auf der einen Linienfläche haben mit 
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den acht Curvenzweifren auf der zweiten LinienHilcIie die acht Sidileifeu der 
beiden Chirven (14!i) luid (IbO) zur gemeinschaftlichen Projeetion. Diejenigen 
Cun-enzweige, welche die grussen Schleifen zur l*rojection haben, iw-hneiden 
die Orflnzlinien dt;r lieiden Linienflilchen in Puneten, die gleichen Alwbind 
von der Axe haben; diejenigen t’uirenzweige, deren IVojecl ionen die kleine- 
ren Ovale sind, schneiden die Axe nicht 

Die vier in sich ge.schl(»ssenen Curven liefen vollstAndig auf der durch 
die Uleichung (14ö) dargestellten llotationsflili'he. 

iU. Oehen wir vrvfi einer gegebenen Linienfia«lie (143) aus, so können 
wir auf ihr die clmracteristischeii t'urven unendlich vieler Congruenzen auf- 
tragen. Jede dieser Curven Lst durch den Durchschnitt mit einer liotatiuns- 
fladie bestimmt, welche mit der Linienllflche zwischen denselben Oninz- 
ebenen eingeschlossen Lst. Diese Oranzebeium berflhixui die länientlache je 
in einer geraden Linie, die Kolationsfläche je in einem Knüse. Die Rich- 
tungen der beiden Uerfthnmgslinien , welche die Axe OZ schneiden, stehen 
auf einander senkrecht; die beiden Herflhrimgskreise hatwn ihren Mittelpunct 
auf der Axe und ihre Radien sind einander gleich. Die einzelne Rotations- 
fläche ist durch diesen Radius vollkommen bestimmt. Dieser Radius ist 
gleich dem Abstande des Mittelpunctt‘s dc'sjenigen Kreises, welcher dimh 
seine Umdrehung um OZ die Rotationsfläche erzeugt,, von dieser Axe. lieben 
wir dem Mittelpuncte dieses Kreises, des-sen Radius sich immer gleich bleibt, 
in der l'entralebene nach einander alle möglichen Abstflnde von der Axe OZ, 
so erhalten wir alle möglichen Rotuti(msfläch(m und, jeder derselben ent- 
sprechend, eine C'ongruenz. 

AVenn wir die frfthere Bezeiclmnng la-iljehalten , ändert sich die Diöeivnz 
der Parameter der beiden Central-Conijdexe nicht, es ist; 

/■« — Xo = 2Ä, (151) 

wahrend die Summe dieser Coastanten von einer C'ongruenz zur andern sich 
so ändert , dass 



^ -(- X 0 = — 2c. 


(1.52) 


Hiernach ist; 




— h — c, k„ = — (// -f c). 


(153) 


— h- — r'-. 


(1.54) 


taug* «■ = - • 

h + c 


(155) 


AVenn wir also fflr die Constante c, durch welche die jetlesmalige Rotations- 
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flikhe ln-stimint ist, nach einander alle möglichen positiven Werthe nehmen, 
so entspricht je<lem Werthe dieser ConaUinten auf der gegebenen Linienllftche 
eine (^haraeteristisehe t'urve. Die den jedasmaligen iidjnngirten Congnienzen 
entsprechenden Curven besitzen diaselben aljsoluten, aber mit dein entgegen- 
gesetzten Zeichen genommenen Werthe von c. 

!I2. Wenn r ~ 0, so kommt; 

k" = — kn = ft = .1 , taug* P = 1. (l’>6) 

Dann liegen die lieiden Directricen in den Ebenen, welche die Linienfläche 
begränzen und haben den grösstmöglichsten Abstaiul von der Centraleliene. 
Ihre lieiden Richtungen stehen auf einander senkrecht und sind für die lieiden 
adjungirten t'ongnicnzen dieselben. Die Oleichnng der Rotationsfläche winl 
in diesem Falle: 

+ ^* + -’ = /<'• (157) 

Wenn r wäch-st, nimmt der alisolute W'ertli des nepitiven kn zu, des 
positiven k^ ab. Dann nimmt der Abstand der lieiden Directricen von der 
f'entraleliene ab und der Winkel, welchen die beiden Richtungen derselben 
mit einander bilden, entfernen sich immer mehr von rechten Winkeln. In- 
nerhalb dcT Gränzen 2/i und 0 können wir den Abstand der beiden Direc- 
tricen einer (.Vmgnienz von einander beliebig annehmen. Der die Rotations- 
fläi'he erzeugende Kreis schneidet alsdann die Rotationsaxe in zwei reellen 
Puncten. 

An der Gi-änze r — h ist: 

X" = 0. Xn — — ’2h, 0. tang P = 0. (l.'iS) 

Der Parameter eines der lieiden Central-Comple.\c ist gleich Null. Die lieiden 
Directricen der Congruenz fallen in der Axe <>X ziLsammen. Der die Rota- 
tionsfläche erzeugende Kreis berührt die Rotationsaxe OZ in dem Anfangs- 
piincte der Coordiuaten 0. Die Gleichimg der Itotationsfläche wird: 

(.r« + y' + -'•)* = ><'■ (■>■* + .y'). (15!>) 

Die chanieteristische Curve bestimmt nach wie vor die Parameter und die 
Axenlagen unendlich vieler Complexe. Dies ist der erste in Nr. 6K. liehan- 
delte Fall. 

Wenn r > h, wird k“ negativ, wie es kn ist. Die lieiden Directricen 
der Congruenz, wie ihrer a(\iungirten, wenlen imaginär; w'eder ihre Richtung, 
noch ihr Durchschnitt mit OZ bleibt reell. Die Rotationsfläche bildet, wäh- 
rend der erzeugende Kreis die Axe OZ nicht schneidet, einen vollständigen 
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Uiiifi', iliiv bimlviclmittsiairre mit (li*r LiuicuiiiVhc zioht sich um diese Axe, 
ohne dieselU? zu sclmeiden. 

Wenn der absolut« Werth des negativ gewortleuen /■“ wflehst, nimmt 
e, die Entfeniung des Mittelpimetes des erzeugenden Kreises, immer mehr 
zu, .während da.s VerhältiiLs.s der Ixnden Parameter der t'entral-Complexe der 
tkingruenz sieli der Einheit nähert. An der Gränze ist: 

taug* i> = — 1. (ICO) 

. 0.1. Ein ungemein einraehe.s Verfahren, die ehuraeteristisehen Cur)-en 

der sämmtliehen Cougruenzen auf die gegebene Linienfläehe aufzutragen, 
können wir der Gleiehung: 

• + (<■ — /“) (X — /nl — 0 (137) 

entnehmen. Beim Uelx'rgange von einer ehara<teri.stisehen Curve zur an- 
demi waeKsen die Ix'idcn' Coiistanteii X"“ und X-, um die.selbe GiVisse. IlierlH'i 
wird, welches auch der Werth von ; sein mag, die vorstehende Gleiehung 
immer befriedigt, wenn die Veränderliche X- denselljen Zuwachs erhält. 

Es sei hiernach irgend eine der Linienfläehe aufgesehrielx'ne, charaefe- 
ristische Ciiire gegeben; und für diese kötmen wir insbesondere diejenige 
nehmen, nach welcher die Linienfläehe von einer Kugel geschnitten winl, 
die die Höhe dereellien zu ihrem Durehincsser und den Mittelpunct derselben 
aiuli zu dem ituigtu) hat. Dann eriwlten wir nach einander alle eharacte- 
ristlschen Curven, wenn wir alle Durch-schnittspuncte der gegel)enen Ciin'e 
mit den Erzeugenden der Linienfläche auf diesen Erzeugenden der Axe um 
ein eoastantes StOek sich nähern cwler von ihr sich entfernen la.sscn. 

Zu demellxm ('oiLstruction gelangen wir auf gi-ometrisehem Wege, wenn 
wir erwägen, das.s eine chanicteristische t'urv'e der geometrische Ort der- 
jenigen Puncte ist, in welchen die Erzeugenden der Fläche von dem die 
Uotationsfläclie beschreibenden Kreise gt^'hnitlen werden, und da.ss von 
einer charaeteristisehen Curve zm anderen der Mittel]nmct dieses Krei.ses, 
dessen El)ene dunh OZ geht, der Axe OZ sich nähert oder von ihr sich 
entfernt. 

04. Wenn wir die characteristische Curve zweier conjugirten Congnienzen 
für den Fall, dass die Kotation.sfläche mit einer Kugelolx-rfläche zitsiunmen- 
ßlllt, auf die Central-Ebene projiciren, so erhalten wir für die Projectiou die 
Gleiehung: 

(rt-l-y')' = X»(.r*— y*)*. (ICl) 

Die projicirte Curve hat, wie die allgemeinen Cnrven (140) oder (150), im 
l’l Orker. * 14 
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Anfangsininct« einen \ierfaehen Punrt; die vier Sehleifeu, aus denen sie Ix?- 
steht, sind gleich. Hei unserer Annahme lallen die beiden (,'urven (1411) «nd 
(150) in die eine (101) zusamincn (Figur !)). 

An dem zweiten Uel)ergange (Figur 10), wo 
die landen Directricen in O.V zusiininienfallen, gehen 
die beiden ljleiehung(‘n (140) imd (150) in die fol- 
genden öl)er; 

(•r’ + . '/=)’ — 4 (10i>) 

(•'•* + A'’F = 4/(*.r‘. (10.4) 

Wenn der Werth von t>, dem entsi>nnhend, 
f''«"!" »■ dass r bi.s + h wachst, sieh allmählich von ~ ent- 

temt, indem er einmal bis zum Verschwinden abnimmt, das andeiv Mal 
sich ^ nähert, vernhwinden allmalilich zwei Schleifen der Cur\'(.‘ (101), in- 
dem die Puncte, in welchen eimuiil die Axc O.V, das andeiv Mal die Axe 

or von den.selben geschnitten wiixl, 
dem Puncte O immer nalier rücken, 
wahreinl zugleich ihre in O sich .scluiei- 
denden Tangenten immer mehr sich 
der bezüglichen (\xirdinaten-Axe nahem 
und an der Grünze mit dersellxm zu- 
samnieufallen. Dann besteht die t'urve 
aus ztvei gleichen Ovulen, welche eine 
der Iteiden XelH-naxen auf entgegen- 
gi‘selzt<T Seite licrühren. 

Wenn endlich r über /i hinaus- 
wüclist und tt imaginär winl, zieht 
sich dieselbe um den Aufungspunct O 
hemm, in welchem nunmehr 4 iso- 
lirte Punkte derselben zusanimeu- 
Fijtiir II, fallen (Figur 11). 

Die Cun'en, welche Olierhaupt durch jede der lieiden Gleichungen (14!t) 
und (150) l)ei verschiedener Annahme der t.'onstantcn dargesteUt werden, er- 
gelxm .sich, wie die räumlichen t-’ur\'en, deren ITojectionen sie sind, sämint- 
liili, wenn eine dersellx’ii gegeben ist. Wenn wir in der Gleichung: 



Digitized by Google 





107 



/■ = /■«a)S*M + X’i) sin’ra (Olli) 

k als Lwtstrahl Ix‘tnicht«i, so ist ilirae filcichunft die Gleichung in Polar- 
(’oonlimiten derselben Curve, die wir fröher durch die Oleiehung (14!() dur- 
gestellt hüben. Duivh bestimmte W.erthe von k~‘ und X'„ ist eine dieser 
b'm^'en gegeben, und wir erhalten alle flbrigen, w’cnn wir diese ('onstirnten 
um dieselbe Grösse d wuchsen lassen. Dann uls?r kommt: 

k d" ö -|- rf) eos'fo -{- (/'„ d~ d) sin*rj. (lb*l) 

d. h. von einer Ourve znr iindem wachsen alle licitstrahlen um d. 

Die Gleichung der Curve (UJ2) wird in Polur-Coordinateu: 

/• —< 3/i.sin^(.), (16i>) 

wonach diese Ciuve auf axLsseronleutlich einfache Weise mit Hälfe eine.s 
Krei.se.s mit dem Durchmesser 2 A coastniirt werden kann. Damit Ist also 
die Coustniction uUer Ciuwen (14!J) «uni (150) gegeben. 

9.5. Ks ist <lie. Discu.ssion iler C'oni|>lexe einer zweigliedrigen Gruppe: 

<> 4 - itP.' = 0 

för denjenigen Fall noch rflckstilndig, ihis.s dim-h diese Griippe eine paralx)- 
lische Congmenz Ixestimmt wird. Zur Bestimmung einer solchen Congmenz 
i.st es hinreichend, ihre einzige Directris mul eine Ebene zu keimen, welcher 
alle Linien derselben parallel sind. Wir wollen die Directrix als CViordinaten- 
Axe f/.V nehmen. Dann befindet sich unter den Complexcn der Qnippe einer, 
dessen Gleieliung ist: 

u = 0. (IfiC) 

Wir wollen ferner die Coordinaten-Elx-ne ZA' durch OA’ so legen, dass sie 
auf der Ebene, der alle Linien der Congnienz parallel sind, senkri'cht steht. 
Dann können wir der Gleichung dieser Elame die folgende Form geben: 

.r-fii = 0, (DJ7) 

woliei i eine gegebene Constante Iwleutet. Hiemmdi erhalten wir: 

r-f-i — 0, (UiS) 

^ um einen tloinidex auszudröcken, der aus Linien besteht, die alle der frag- 
liclien Ebene panillel sind , dem also ebenfalls die' Congmenz angehört.. 

Indem wir die lieiden so bestimmten Complexe für Sl und Si' nelunen, 
erhalten wir für die Gleichung der Gnippe; 

u -f- (. (/• -I- i) = 0. (Dül) 

Diese Gleichung sagt aus, dass alle Linien der iwrabolischen Congmenz die 
Axe OA' sehneiilen und der Eliene (Hi7) parallel sind. 

Die Axen der verschiedenen Complexe, welche die pnralxjlische Cou- 

14 t 
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gnienz liiWcii, lii-giMi .silmintlk-h in (li*r- Ebene A T iiml 
Ebene (Nr. JU.) von der Axe fH’ ein Stück 

y ■= — (I i 

ab. Der bezügliche Paiiuneter ist: 

i •<! 



und hiernach; 



schneiden in dieser 

(170) 

(171) 



>/ = AX- (172) 

die Oleicluuift der charaetei'isti.schen Cun’e der paiiiI)olischeu Congnienz. 
Dies«? (ileichung stellt, wenn wir X- von Ol' aus auf die t.'oinplex-Axen, also 
als .r, auftragen, eine gerade Linie in .Vf' dar, welche mit 0.\ densellH'ii 
Winki‘1 bildet, wie die Eliene (107) mit der t’<x)rtlinaten-Ebene I'Z. 

!tt>. Im Aasi'hluss an die geometrischen Betrachtungen di-r 7Ü. Nummer 
la.ssen wir, analog wie es in der 40. Nummer für einen einzelnen t'omplex 
geschehen ist, noch einige anal 3 'ti.sche Entwickelungen folgen, die bezwecken, 
die Uleichung einer t'ongruenz auch in .schiefwinkligen Cooixlinaten auf ihi-en 
einfachsten Au-sdnick zu führen. Es seien: 



(1 — X"'«' = 0, y + Xo.v = 0 (17>‘l) 

die beidi-n ('«•ntral-C'omplexe, durch wi-lche (‘ine t'ongruenz in mht winkligen 
t'oonlinaten la-stimmt winl. Wir wollen den Anfang.spunct in der Central- 
Ebene in einen teliebigen Ihinct (.r". y') verlegen. Verschii:ben wir zu die- 
sem Ende das Coonlinaten-System iMirallel mit sich selbst zuerat, in «1er 
Ilichtuug von Uf um ein Stück y*', .so bleibt die flleichmig des zweiten 
t’omplexes, di*r O}’ zur Axe hat, unverilmlcrt , wührend die Uleichung des 
ei-sten ( 'omplexe.s in die folgende üliergeht : 



»in i" 



= 0 , 



(174) 



wobei 



y" .sin d“ — X'"cosd"-«0. (17.'>) 

Durch dies«" Vei"schi«‘huiig ist die Axe U.V «an Dunhincsser der ersten Con- 
grucnz g«‘bliel)«>n. Dadin-ch, dass wir die Axe OZ in der Eliene AZ um 0}' 
so dn'hen, da-ss OA mit OZ in d«>r neuen Isige den Winkel d" bildet, wiisl 
}'Z die dem Durchnies.scr OA zugeonlnete EHiene und d"' ist d«‘r Neigungs- 
wink«d «les Durchmessers gegen seine zug«s>i"dnete Eln^ne. Der AVinkel i'OZ 
Ist ein ivchter gebli«4H>n. 

Wenn wir hieniach das ,Vxen-System parallel mit OA um «>ine Strecke 
4„ v«"rschi«4ien, so bleibt die Uleichung des erst«>B t'omplexes (173) unver- 



« 
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ändert, wahrend die Gleichung des zweiten t'oinplexes in die folgende 
übergeht : 



y + 



siu 



0. 



(17«) 



(17S) 



woljei , 

■ . 1 '« sin + Xn cos d« =■ 0. (177) 

Der Winkel d« ist hier der Neigungs-Winkel von O V gegen XZ, also des in 
oy fallenden Duix-hinesseis! des Coin|ile.\es gegen seine zugeoixlnete EUme. 
Der Winkel XOZ ist ein reihter geblielien. 

Die Gleichungen der lieiden Elx*nen, welche in den beiden f'omplexen 
OX, dem Durchmesser des ersten, uml fH', dem Durchmesser ' des zweiten 
Coraplexes, zugeordnet sind, hüben zu Gleichungen: 

.r eotg »)"•;, 

// = cotg d„ • 

Nehmen wir endlich für die Axe OZ die Durchselmittslinie di'r beiden zu- 
geonlneteu Ebenen, so sind in der analytischen Daixstellung die beiden Axen 
in den <iX und Oi' conjugirten Eltenen i'Z und XZ nicht mehr auf ein- 
ander senkrecht. Bezeichnen wir die Winkel i'OZ und XOZ durch und 
o>, so' ist: 

sin d*' sin c" — sin d,> sin fo — sin r) , ( 1 7!>) 

indem wir durch <) den Neignngs- Winkel der neuen Axe OZ gegiui .VF 
Ijezeichnen. 

Nehmen wir also für OX und O}', indem wir die ursprünglichen Coor- 
dinnteii-Axen |Nirallel mit sieh verschieben, statt der Iniden Axen der C'entral- 
Complexe irgend zwei Durchmesser dersell»en und für OZ den Durchschnitt 
zweier Ebenen, die ,die.sen Durchmessern zugeordnet sind, so werden die 
Gleichungen dii>ser C'omplexe: 

X" „ , X,. 



tf . 

sm 0 



•r = 0, 



y + 



sin ä 



■•» = 0, 



( 1 « 0 ) 



und dieselbe Congnienz, die früher durch die Gleichung: 

(ff -- /■"/■) -f j( (e -t- A«.t) — o 

bestimmt wmrde, bestimmt sich nun duivh die Gleichung von ganz gleicher 
Form: 



(ff .* - II (p -| ■ s) 

sui d ' ' • sin d 



0 



(DU) 



in dem neuen C'oordinaten-Systeme. 
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!»7. Eliiuiiiirc’n wir mitt«lst (175) und (177) aus (17;)) cotg d» und 
i-ot}» d„, so kommt: 



y_ _ _ 

X k\,y" ’ 



oflor 

* 

taiif; tt ■ tang « — — ,r > ■ (1 82) 

«0 

wdm « und k' die Winkel sind, welche einerseits die Linie, welche den 
neuen Anlungspunct mit dem alten verbindet, und andererseits die Pro- 
jection des neuen llaupt-durchmessers der Congmenz mit der jbce 0.\ bilden. 
'Wi-iiii insbesondere X-" = X«, stehen die beiden Linien fflr jede Aenderung 
dtM Anfangspunetes auf einander .senkrecht. 

Wir haben: 



mithin: 



sin* d 



1 

1 -f- cotg* d" cutg* d„ 



sin*a ” 1 + eotg*ds + eotg*d,, 

und niR-h Ueröeksiehtigung von (175) und (177): 

*o’ , ,v"’ 1 

X”» f *»* “ tüi.g-'d ’ 



(183) 



oder:' 

hls folgt hieraus, da.ss d con.stant ist, wenn der neue Anfangspunet in der 
(Vntnil-Eltcne auf einer EUijise angenommen wird, deren in <tX und Ol' 
fallende A.\en sieh wie /'o zu verhalten. 

Diejenigen llauptd urehme.sser einer Congruenz, welche gleich 
gegen die Central-Ebene geneigt .sind, schneiden diese Ebene in 
den Puncten einer Ellipse. 

!)S. Durch zwei iniaginilre Complexe ist eine imaginilre Congruenz 
gigeben. Wir wollen, unter der Vorans-setzung rechtwinkliger Coonlinaten- 
Axen, die tJleichung: 

(rf — X-, ;• ) ' - 1 ) -f ;< ((I + X',f 7^— 1 ) = 0 (185) 

fdr das Symliol einer solchen Congruenz nehmen. Diese Gleichung geht, 
wenn wir gleichzeitig das Zeichen von X-, und X, ftndeni, in die folgende 
Aber: 



(o- -I- X-, /• )/ — 1 ) -f (I (.» — K — 1 ) — 0. (18(5) 
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Sic lH*/ieht sich <limn lux'h !iuf eine zweite iiiiinii>;ini1rt‘ Ooiifn'uenz. Die 
beiden Congmenzen bezeichncii wir, niicii Anulogie mit dem Fritheren, uD 
zwei cotyupirte imaginftre Congntenzen. Die Gleichungen der l>eiden Congruen- 
zen können in die folgende quadrutische Gleichung zuHiuninengezogen werden: 
+ (<(?)* + = (». (Ib7) 

Die Ijeiden Centnil-Coniplexe U'ider (’ongrueimui sind: 

a + A.rV'—l—O. q± A,s y — 1 - 0 . 

Die beiden (,'ongnienzen halwn eine reelle gemeinschaftliche Hanptaxe und 
zwei gemeinschaftliche reelle NelKmaxen. Für beide ist der Abstand der 
beiden DmHdricen von einander und der Winkel, den die iH'iden Dinsdrieeii 
bilden, gleich. Wenn wir jenen Alxstand ./ timl diesen Winkel tt nennen, 
•so haben wir nach der 82. Nummer: 



X', /‘j « 

Wenn X-, und A im Zeichen OlK-reinstimmeii, ist .-/ rt-ell und lang it 
imaginür. Dann .schneiden die Ixndtm Direetricen der einen Conguunenz die 
teiden Direetricen der aiulem in zwei reellen l’uncten der Axi: OZ. Die 



Richtungen der Iwiden Direetricen sind imaginilr. Pn)jicirt auf .1 i' wenlen 
sie durch die boiden Gleichungen: 

} A\ • .r + ? — • // “0, 

die in die folgende sieh zu.sammenziuhen lu.ssen: 

dargestellt. , 

Wenn A, und A^ entgegengessdzte Zeichen lialKuj, winl ./ imaginllr und 
tang it bleibt reell. Dann ist die Projection der landen DiriHdricen auf .V/‘ 
rc-ell, al)er die Puncte, in welchen die Axe OZ.von densellam ge.schnitten 
wird, sind imaginür. 

Wenn wir zu.sammenfa.s.sen , sind wir einer vierfachen üivterscheidimg 
von CongiTienzen l«?gegnet: 

1. Die beiden Directriren sind reell; 

2. die l)eiden Direetricen sind imaginilr und zwar .so, dass sie w<sler 
durch einen reellen Punct gehen, noch eine reelle Richtung haben; 

3. die lieiden Dinftricen sind imaginär, schneiden aber die Ax<* der 
Congruenz in zwei reellen Puncten, durch welche auch die lx>iden Dimtricen 
der conjugirten Congruenz gehen; 
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4. ilie lifiilen Dirwtrk-eii sind imu^inflr und jjidien durch keinen reellen 
Punct der Axe der Con>?i-uenz, lml)en nlx^r ehie reelle Uichtun({. 

In den beiden ei-sten Fallen sind die Onnplexe der zweiglietlrigtju Grupix-, 
welche dieCongrueuz bestiininen, reell, in den beiden letzten Fallen imaginär. 



S 3- 

Congruenzen dreier linearer Complexe. Linieutlächen. 

Hs seien; 

il Ar A- Rn C — />a + Rq + “ 0, 1 

ii' l’r + R s Ar — R'<s + A'p + /”>; = d, l (1) 

i .1 /* 4“ R^ s 4" G — R fs A~ R p 4“ ^ V "" H I 

die allgemeinen Gleichimgen dreier gt>gebener Complexe des ersten Grades. 
Die geniden länien, deren CVxirdiuateu diese drei Gleiclumgen liefriedigen, 
gt-lifti-en gleichzeitig den drei gegebenen Comjilexen an. Sie gehören gleich- 
zeitig allen Complexen der dreiglietlrigen Gruppe an, welche, indem wir 
durch g und (i' zwei unbestimmte t'oefficienten bezeichnen, durch die fol- 
gende Gleichung durgwtellt wird: 

i2 4- P-‘2' 4- = 0. ■ (2) 

Sülche Linieji bilden mich der '22. Nummer eine Flache der zweiten Ord- 
nung und Classe, also, wenn wir zimäirh.st mu' reelle gerade Linien in's 
Auge la.s.sen, ein einschaliges llyi>i*rboloid, da.s auch in ein hyperlMllsches 
Paraboloid ausurten kann. Wir nittssen hierbei indei«? nicht Jliereehen, dass 
nur die Linien der einen der Ixdden Erzeugungen de.s.sellien diux-h die Com- 
jilex-GrupiK) Ix-stimint werlen. Diese Erzeugung wollen wir als die erste 
Erzeugung der Flitche bezeichnen. 

lÜO. Drei aus der dreiglietlrigen Gruppe behellig auszuwählende Com- 
plexe 22 , 22 ',. 22 " bilden, jiaarwei.se genommen, drei Congnienzen (2222')> (2222") 
und (22' 22"). Die Linien iler Fläche gehören also auch lUesen drei Congraenzen 
^ an und sdmeideu folglich die beiden Dinx-trieen jeder der di-ei Congruenzen. 
Zur Bestimuumg der Fläclie sind drei der sechs Directricen hinreichend, 
wonach wir die gewöhnliche Coastructiou des Hyjierboloids erhalten. Alier 
zugleich liegegnen wir nelien dieser ersten Erzeugung der Fläche iliier zweiten 
Erzeugung. Die Linien der ersten Erzeugung sind diejenigen, welche sämmt- 
lichen Comjilexen der dreiglicslrigen Grupjie angehören, die Linien der zweiten 
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Er/cupin}( .sind die Direetrieen aller Congnienzen, die wir erhalten, wenn 
wir die Komplexe der (irnppe paarweise zii-sammenstellen. 

101. Wir können aueh, nni die Linienfläche zu construiren, zu den 
Komplexen iler dreigliedrigen (Imppe zurdckgelien , und zu diesem Behüte 
wuHlermn die drei Comploxe ii, !l" aaswilhlen. Es sei .tfi" irgend eine 
gegetwne gerade Linie und .///, A' .('/!" seien die drei zugeonlneten 
Polaren dieser Linie in Beziehung auf die drei Complexe. Diejenigen Linien, 
welehe Ijezüglieh .f'B" und AH, A‘B" und .X H' , A''B” und A” H" sehneideu, 
gehören den Complexen Sl, Sl' und XI" an. Es gibt ira Allgemeinen zwei 
gerade Linien, welehe vier gegelwie sehneiden. Die Is-iden geraden Linien 
also, welehe und gleichzeitig AH, .XIX, sehneiden, gehöi-en sönnnt- 
lieheii drei Complexen , also der Strahlenflälehe an. Wir erlialten diesellnm 
beiden Strahlen der Flüche, wenn wir an die Stelle der Complexe /l, iX, li" 
irgend andere Complexe iler (irnppe (2) treten la.ssen. Die Polanm der ge- 
gebenen geraden Linie, in Beziehung auf alle Complexe der (iniiipe, bilden 
eine Congnienz, welehe die beiden Strahlen der l’lachi' zu ihivn Directricen hat 

Die beiden Pniicte, in welch(;n die gegelx'ne gerade Linie von den bei- 
den Strahlen der Fhli'he getroffen wirl , können reell und inwginür sein und 
zusammenfallen. Im letzten Falle wird die Fläche von dieser Linie beiUhrt. 

Wir können inslH-sondere die gerade Linie .1“/?" so wählen, dass sie eine 
der l>eiilen Directricen der Congruenz ist, welche den Complexen /i und Si’ 
angehört, woniU’h die Polare .X H' mit A /( zasstnunennillt. Dann schneidet 
jeder Strahl der Fläche die beiden Linien .1'*/?" mul AH: diese Linien ge- 
hören ihrer zweiten Erzeugung an. Zugleich ater .schneiilen die Strahlen 
der Fläche aueh .X’ IX’ , .so wie die Polanm von A"H', in Beziehung auf alle 
Complexe der (Irni)!»'. 

Wir gelangen, indem wir zasammenfasseu, zu folgenden allgemeinen 
Sätzen : 

Ein einschaliges H 3 'perboloid gehört gleichzeitig dreien von 
einander unabhängigen Complexen und in Folge davon allen 
Complexen einer dreigliedrigen (Irnppe an. Die allen Complexen 
gemeinschaftlichen geraden Linien sind ilie Strahlen seiner 
ersten Erzeugung, während die Directricen der Congruenzen je 
zweier dieser Complexe die Linien seiner zweiten Erzeugung 
bilden. 

Die Polaren einer gegebenen geraden Linie in Beziehung 

HBckrr. Oftiii»rkl#. 15 
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auf alle Coinplexe einer dreigliedrigen (»nippe bilden eine Con- 
gruenz, deren beide Directricen diejenigen beiden Strahlen der 
Fläche sind, welche die gegebene gerade Linie schneiden. Die 
Polaren einer beliebigen Linie der zweiten Erzeugung der Fläche 
in üeziehung auf sämmtliche C'omplex« der (iruppe sind Linien 
derselben Erzeugung. 

102. Die t'entral-El>ene irgend dreier Congruenzen, denen die Fläche 
angehört, schneiden sich in einem Puncte, in welchem drei Durchmes.ser der 
1,'ongmenzcn — dieji-nigen drei gemden liinien, welche duixh diesen Punct 
gehen und die lieiden Directricen der drei Congruenzen .schneiden — sich 
gegenseitig halbiivn. Diese Durchme.s.ser sind zugleich drei Durchmesser 
der Fläche. Ihre Scheitel sind die Durchsclmitte dersellien mit den Dire«:tri- 
cen, die Linien der zweiten Erzeugung der Fläche sind. 

Die Central-Ebenen aller Congruenzen einer dreigliedrigen 
(irui)pe: 

<2 + II 22' + ii'22" = 0 

schneiden sich in demselben Puncte: in dem Mittelpuncte der 
Fläche, welche durch die Grujipe gegeben ist.*) 

•} Da ciii directcT Beweis iliefps Ratip« wünechcnhwcrth »»rbchphu*n nuVhtf?, so irtgt* ich Folgen- 
des hinzu: . 

Ausdruck: 

A'Jf—Aht 

vcrwuiidult sieb, wenn wir lUi di** der btüden Complext* A und irgend zwei und**rf* der 

zweigliedrigen ivfru]i]>e: 

etwa die den Werthen und Iq «mtsprechenden nehmen, in den folgenden: 

Der vftrsteheiiUi' Ausdnu-k — und dassellie gilt gleichniUwig fitr alle Ausilrflcke, ÄC — AC^ H'C — 

. . . welche in gleicher Weise aus zwei Paaren sich entsprechender Coeniciente» der Cllcichuiigeu der 
heiden Complexc a und a' gebildet sind •— Ändert. aJko nach der VertiUHrbung derCoiupIexe seinen 
Wertii nur dadurch» dusa ein Factor (lg — A*) hinzutritt, welcher lediglich von der Auswahl der beiden 
Coiujilexe au« der zweigliedrigen Gruppe ahhlUigt. 

Die Centml-Kbeno der der zweigliedrigen Gruppe entsprechenden Congruenz, für deren Glei* 
ebimg wir die folgende nehmen wollen: 

p" = 0, 

ist unnbhQngig von der Auswahl der beiden Coroplexe , die wir zur Bestimmung der Congruenz an- 
wenden. In Folge davon mflssen die CocfGcicnten ihrer Glricbaog homogene i'unctiouen dessell en 
Grades von tt — AB') und entsprechend gebildeter Auinlrücket {a' € — Alf), {ff C-^ tilf], sein. 
Aehnliohes gilt für die beiden Congrueuz4>ii : 

a ;ia‘' = o, a' -f- ia'*=ro, 

«lervii Ceotral • Kbenen die folgenden tileichiingen haben rabgen; 

p* = 0, p = 0. 
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Zwei twliebipe Linien der zweiten Eraeufimifj der FlJlehe können wir 
als Idroetrieen einer Conjiruenz l>etrueliten , welcher die Linien ihrer ersten 
Erzen^ning luigehören, und ebtnisti zwei lieliehige Linien ihrer ersten Er- 
zeugung als Directricen einer Congriienz, der die Linien ihrer zweiten Er- 
zeugung angehören. 

Jede Ebene, welche irgend z.weien Linien derselben Er- 
zeugung eines Hyperboloids parallel i.st und den Abstand der- 
selben halbirt, geht difrch den Mittelpunct der Flache. 

Der Ort der Mittelpuncte aller FlOchen, die durch zwei .sich nicht schnei- 
dende Linien gehen, ist eine El>ene. Der Ort der Mittelpuncte» aller Flachen, 
die durch ein räumliches Viereck gehen, ist eine gerade Linie. 

Wenn zu den beiden Linien einer Erzeugung noch eine dritte Linie der- 
selben Erzeugung hinzukommt , so ergeben sich durch ptuirweise Zu-sammen- 
stellung der drei Linien divi t'ongruenzen, welche diese Linien- Paare zu 
Diivctricen haben. Die Flacbe ist durch iliese Congruenzen vollkoininen be- 
stimmt. Der Dun-h.sehnitt.spimct der drei Centml- Ebenen der Congnrenzen 
ist der Mittelpunct der Flache; die drei gerorlen Linien, welche duivh den 
Mittelpunct gehen und die beiden Directricen scJrneiden, sind drei Durch- 
messer dei-selben. 

103. Eine Ebene, welche eine Flache zweiten (inules in einer geraden 



ln miecmui N|ieciellpu Falk* sind die Ausdrücke rou der fra^licheu Form nur in lineurer Weitte in 
den <lrei (ileiebungen enthultou. 

Nehmen wirii^renü eine Congriienz der dreigliedrigen Com]dex-C«ni|>i»e und stellen dicsellie durch: 
und ihre Central • Ebene durch: 



V « 0 

dar, so ergibt sich nach dem Vorslubendeu leicht, indem vir: 

* ^ *' “ #»'o^#*i*' = fr. — 

M*txeii: 

9 S vp -H itp + sr'V". 

womit der Beweis geführt ist, das» s&tnmtlkhe Central *KWnen in deinsellieu Puncto sich schneiden. 
Wir kennen diesen Satz in folgender Weise ausdröckeu: 

Oie Central-Ebenen der Congruenzen einer dreigliedrigen Coni)>lex«(irii]i)*e bil* 
den ihrerseits eine dreigliedrige Gruppe Ton Ebenen. 

Wie die Gleichung der Complex- Gruppe das Sjinlml einer Strahlenfläche ist, ist die letzte 
Gleichung das S^vnibol eines Pnnctes, des Miitelpunntes der Fläche, in welchem unendlich viele 
Central • Ebenen sich schneiden. 

U-h muss mich liier damit liegnflgen, dadurch, dass ich den Satz des Textes unter der neuen 
Form Busspreche, eine entfernte Andeutung davon za geben, wie dersellH* einem ttllgemeinen, weit 
reichenden Oesichtspunct« sich iinterordneC Wenn es mir vorgOnnt sein sollte, die Entwirkekmgen, 
die sieh hier auf gerade Linien beschränken, später nnf Kräfte, Imitationen, Oynamen ausztidehuen, 
würde dieser Satz seine bescheidene Stelle in einem systematischen Ganzen fludeii. 

15 * 
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Linie sehnewlet, sehneiJet sie ausseitlem n<xh in einer zweiten. Die teiJen 
Uuivhschnittsliuien pehöreu den Ijeideu ver.sehiedeneu Erzeugungen der Fläelic 
an. Jede .solche Ebene ist eine Tangential-Ebene und der Punet, iii wel- 
chem die beiden Erzeugenden in ihr sieh schneiden, der Berülinmgspuuct. 
.Teile Linie, welche -diueh den Durchschnitt zweier Linien verschitslener Er- 
zeugung geht und in der durch diese Linien gehenilen Eliene liegt, ist eine 
Tangente der Flache. Eme Eteie, welche durch eine gegelieue Erzeugende 
und den Mittelpunct der Flache geht, ist eine Tangential -El>ene, in welcher 
der Beillhnmgspmict nach der Richtung der gegebenen Erzeugenden luiendlich 
weit liegt, indem die zweite Erzeugende der gegebenen (Mirallel wird. 

Die Ebenen, welche mau iu jeder von drei Congruenzen, denen die 
Linien der ensten Erzeugung einer Flache angehören, durch jede der iHÜden 
Directricen, parallel mit der Central - Elx'ue legen kami, sind Tangential- 
Ebenen in den Scheiteln des iHV/.Qglichen Durchniessei's. Die Central -Elwne 
Ist, in Beziehung auf die Flache, dem Durchmesser zugeordnet. Die beiden 
Directricen sind Linien der zweiten Erzeiigiing in den Tangential -Eigenen" 
die Linien der ersten Erzeugung in denselben erhalt man, wenn man durch 
den Scheitel des Durchmessei’s in jcnler Tangential -Ebene eine gerade Linie 
zieht, welche der Directrix in der andeivn pandlel i.st. 

104. Nach dem Voi-stehenden geht eine Elx?ne, welche ii’gend zwei 
Linien dersellHni Erzeugung ]mrallel ist und ihren Abstand balbirt, durch 
den Mittelpunct der Flache. La.ssen wir die lH.-iden Linien zusanunenfallen, 
■SO geht die fragliche Ebene durch diese Linie .selbst und wird dadurch zu 
einer duith den Mittelinmct gehenden Tangential- Eljene. Der Berülirungs- 
lamct itlckt imendlich weit. Wenn die gerade Linie durch eine continuir- 
liclie Bewegung die Flache erzeugt, nmhflllt die thigliche Eliene eine Kegel- 
Häche, welche zugleich von einer geraden Linie beschrieben wird, die durch 
den Mittelpunct geht und der die Flache erzeugenden geraden Linie jin 
allen Lagen dersellieu parallel bleibt. Dieselbe K(?geltlache erhalten wir, 
wenn die die Flache beschreiliende' gerade Linie der anderen Eraeugimg 
augehört. Diese Kegeltlache, die hiernach von jcsler Eliene lierührt wird, 
die durch den Mittelpunct und iisgend eine Linie einer der Ixuden Erzeugimgen 
geht, und die jede Linie, welche iigend einer Linie einer der Ixdden Er- 
zeugungen jiarallel dunh den Mittelpunct gelegt wiixl, zu einer ilirer Seiten 
hat, heisst der Asj’.mptoten-Kegel der Flache. Die Seiten des Asj-mptoten- 
Kegels sind nicht die einzigen genulen Linien, welche die Flache in unend- 
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licher Kiitfenmii!' iHTilbivn. .Io<lo g>‘ii»(lc Linie, welche in einer Tangentiiil- 
Elwue des AsyinptoU'ti- ICfffels lie<tt mul detjeni)ien Seite i>ai-illel ist, mich 
welcher dieser Kepel Ijerflhrt wird, ist eine Asymptote der Flflehe. 
Lhirch je<len Piinct ausserhalb des Ke"(?Ls lassen sieh zwei solcher Asymptoten 
lenen, die zweien Seiten desselben pandlel siml._ 

lOö. Die beiden Linien der zweiten Erzeununfj einer Flllche, welche 
durch die biideii Scheitel ii-gend eines Dunhmessers derselkm nelien, sind 
die beiden Dinstriceii einer Conenienz, der die Flilidie annehOrt. Die Central- 
Ebene der Connmenz ist die den» Durchmesser, in Beziehung auf die F’lilche, 
zugeonlnete Diametral -Elxiiie. Wenn wir die l)oiden Dins-tricen nach (lein 
Durchmesser auf die Central -Elxjne jirojiciren, erhalten wir die Asj-mptoten 
der Durchschnitts-Cune der Flilche mit der Centnil-Eliene. du zwei ziineonl- 
nete IhirchmeKSer der Durchschnitts-Cun’e taihm in zwei zufieordnete Xeben- 
durchinesser di*r Counmenz. Irgend ein Durchmesser der Confmienz und 
zwei zuneordnete Xebendurchmesser in ihrer Central - Ebene solhm drei zu- 
geordnete Durchmesser der Fläche heissen. 

Je nachdem der Dimdnm-sser der Fläche In'gegnet (vier nicht, sind die 
Direetrieen der bezüglichen Congmenz reell oder imaginär, dem entsprechend 
sind auch die laMilen Asjnnptoten der Durchschnitts -Oune in der Central- 
Ebene reell oder imaginär. Diese (.'ur\e ist in dein einen Falle eim' Hy- 
perbel, in dem andemi eine Ellipse. Die Dim'h.schnitts-Cun’en in Ebenen, 
welche der Central -Ebene parallel sind, sind gleich orientirhi ITyjierbeln 
fxler Elliijsen. Die lly|x:rbeln arten in den ElHUien, welche durch di(> End- 
puncte des Durchmessei-s gelum und Tangential - Ebenen sind, in Systeme 
von gerad(»n Linien aus. Die Ellipsen Ixihalten immer endliche Dimensionen, 
weil die entsprechenden Tangential -Elvnen imaginär sind. Wenn wir eine 
Seite des A.sjTnptoten-Kegels als Durchmesser lietrachten, fallen die Diiectricen 
der liezOgliehen Congnuuiz ziLSiunmen (veigl. Nr. <1S.), und die EIkuk*, welche 
mich dieser Seite den Asymptoten -Kegel Ivrilhrt., wird Centnd-Elxnie der- 
.sellxm. Die Durclisclmitts-Cun'e der Fläche mit ih*r Central -ElsMie artet in 
ein System von zwei parallelen Linien aus, deren Durclimesser dii* Kegelsiute 
ist. Die Durehschnitts-Curven in imrallelen Elienen sind Parabeln, deren 
])urehme8.ser der Kegelseite i»ar.illel sind. 

lOG. Jetlem Durchmesser der Fläche entsprechen zwei verschiiHlene 
Congnienzen, deren Direetrieen in den Endpuncten des Durchmessci-s sich 
schneiden und Linien der lieiden verschieilenen Erzeugungim der Fläche sind. 
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HoU’tu' zwfi Congnionzen luilieu wir (Xr. 7!>.) zwei. in Beziehung auf den 
l>mvhme.<ser nrnjugirte genannt. DerjenigtMi dieser zwei Congriienzen, welche 
zwei lanien der zweiten Eraengung zu Directricen' hat, gi*hören die Linien 
der ei'sten Er/eugiing an; der anderen, die zwei Linien der ei'sten Erzeugung 
zu Dirctdricen hat, gehöi-eii die Linien der zweiten Erzeugung an, 

107. Die zug<*onlneteu Polaren einer gegelienen Linie des Raumes. .-L Wo, 
in Bezug auf die vereehiedeneu Coinplexe der dreiglieilrigen Gnipjie: 

Sl + ,iSr + 1,'Si" — 0. 

durch welche eine Liuienfläche la>stimint ist, bilden eine Congruenz. ileren 
iK'ideDiiwtiwn Linien der ei'sten ErzeugJing der ersten Flilche sind (Nr. 101.). 
Die gegebene gerade Linie schneidet ilie beiden Directricen in zwei Piincten. 
Diese Ixnden DurclLsclmittspuncte seien und W„; sie sind zugleich die 
iHÜden Durchsclmittspuncte der gegebenen Linie mit der Flft<^he. Die beiden 
Directricen seien und Die Elieue, welche durch .LW» und 

geht, berührt, weil .L.l" eine Linie erster Erzeugung Ist, die Flilche; der 
Bei-Ohnmgspunct, der auf dieser Linie liegt, sei /P. Ebenso Iwrührt eine 
Elxme, die dundi ./,W„ mul /hM’ geht, die Fläche in einem Pimete von 
//„//“; dieser Punct .sei ff‘. Wir wollen die beiden Berühnmgspuncte .1" und 
W“, welche auf den beiden Directricen und also auf der Fläche liegen, dnrdi 
eine gerade Linie .f'W' verbinden. 

Wenn eine Tangential -Eljcne der Fläche durch eine Linie erster Er- 
zeugung dt*rselben, bezüglich durch XA> oder W„//' gelegt wird, so ist die 
Linie zweiter Erzeugmig, welche durch den Berührungspimct, bezüglich durch 
.1 ' oder /?■' geht, diidurch bestinimt, dass sie irgend eine andere Linie erster 
Erzeugung, luszOglich W„ W" otler schneidet. In der obigen Constniction 

sind also /LW" und .l"/?» Linien der zweiten Eraenguiig, .L.!" W” W., ist ein 
iler Fläche aufge.s<.’hriebenes Viereck, dessen beide Paare gegenOliei'liegender 
Seiten der zwiefachen Erzeugung der Fläche angehören. Die Ixüden Diago- 
nalen des Vieiwk-s sind .1,//,, und -PW". Die Seiten des Vierecks .“ind zu- 
gleich vier von den se*;hs KiUiteii eines Tetraeders; die Flächen dessellxm, 
deren j(sle zwei auf wnander folgende Seiten enthält, berühren die Linien- 
ttäehe in den vier Winkelpuucten des Vierecks. . Io W„ und .1“ W’ sind die Iiei- 
<len übrigeh, einander gegen überatehenden Kanten des Tetraeders. 

los. Aus dem Vorstehenden folgt unmittelbar, du-ss die Beziehung der 
beiden Linien und -PW" zur Fläche eine vollkommen gegenseitige ist. 

Die In-iden Tangential -Ebenen, welche durch jede dersellu-n an die Fläche 
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sich lefjeii lajtsfn, lH?r(Vhren «liest-lbe in den heulen Durchschnittspnneten iler 
jede^nmligen anderen; die Tuiif'ential-Ehenen in <len l>nrehsdinitts|nmeten 
jeder dei-sellien mit der Flilehe !<-lineiden sieh auf der je<lesniiil anderen. Wir 
nennen die lieklen Linien zwei zugeordnete Polaren in Bezielunifr 
auf die Fl fl ehe. Zn je«ler Linie des Uannu's fielu'irt eine zweite als zu- 
geonlnete Polaiv. 

Wenn wir eine t'onfinienz dadnirh lx*stiinmen; da.ss wir ii^nd zwei 
Linien einer Flfl<-he als DirtHttricen , dersellx-n nehmen, so oixlnen sieh die 
der C'onfrruenz angehörinen Linien piiarweise so zusammen, dass Jeder dieser 
Linien eine andere ent.sprieht, mit der sie, in Bcziehunf; auf die FIflehe, 
zwei zufieonlnete Polaren bildet. Diejeni^ten dieser Linien, die mit. ihren 
zui^strdneten Polaren ziLsaimnenfalleii, gehören der FIflehe an. 

de zwei Linien der einen Erzeugunff bilden mit je zwei Linien der 
anderen ein der FIflehe anffiesehrieltenes Vieivek, «o wie die vier Kantmi 
eines ihr iimsehriel)enen Tetraeders; die lieiden Diagonalen dieses Vierecks, 
oder, wa.s ditssellie heisst, zwei gegt>nül>erliegende Kanten des Tetrae<lei-s, 
sind, in Beziehung auf die FIflehe, zwei conjngirte Polaren. 

10!). Drei Linien der einen und'drei Linien der anderen Kiwiigung einer 
LinienHflche schneiden einander in neun Puncten, welche der Flüche an- 
gehören. Diese I’uiicte lassen sich in drei (iruppen: 

V, R, i>\ R\ R', L>", K' (d) 

so vertheilen, da.ss in den drei Ihincten dersellien Gnippe die drei Linien der 
einen Erzeugung <lie drei Linien der anderen Erzeugung schneiden. Den 
neun Puncten entsprechen neun Elwnen, welcJie ilie FIflehe in diesen Pnncten 
l>enlhren : 

/', y. '"t P, '/, r, //', (/', >■". (4) 

Die drei Linien der einen Erzeugung enthalten die Puncte: 

P, V", R\ H, P", ()', ii, P", />•, 

tlie Linien der anderen Erzeugung die Puncte: 

V, V, P", K, R, D ". P'. 

Die neun Puncte lusitimmen drei der Flfli-he aufgeschriebeiie S»*chst-cke : 

/,- fj- ff- fj- f(" I 

p 0" H p" u /r, i (*>) 

P if R P' fj R\ I 

In Ähnlicher Weise erhalten wir drei sechstiflehige KflrjK'r, gebildet von den 
Tangential -Ebenen in den Etrkpuncten der drei Se<-hsecke. Das ganze geo- 
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melristlu' OebiUli* ist gleichmUssig lx>stimmt, gleichviel, ob wir von deu 
divi Punctcn einer der tbvi (iniin»wi (3), oder den divi Tiingential-Elieneu 
in sokben divi Puncten, wler endlich von einem der drei Secliwsike (ö) aus- 
gelien und, dem entspiis-hend , drei Pmicte der Plilche, o<ler drei Tangential- 
Elnmen dersellsni oder ein der Flftclie aufgcscluielienes Secliseck von vome 
hei-ein willktlrlicli nmiehmen. 

Oeben wir von drei- Puncten der Flache /'. Q,I< aus, so ist durch diese 
drei PuncO- eine Ebene {/',(>,/?) und durch die divi Tangential -Etenen in 
diesen Puncten ein Punct {p, q, r) bestimmt. Die divi Uurd).sohnittslinien 
der divi Tangential-Ebenen siinl die drei Diagonalen des dritten Secliaecks: 

Die drei Diagonalen eines der Linicnflache aufgescbriebe- 
nen Sech.secks Schneiden sich in demselben Puncte. 

Das erste aufgeschriebene Sei hseek hat J*" und /*", 0' und /C und /<" 
zu gegenübeistehenden Winkelpuncten ; die Tangential -Ebenen in den drei 
Paaren gegenflberstehender AVinkelpuncte schneiden .siidi in den drei Linien 
(f\ 0), (/'. H), (Of K), welche die gegelienen Pmicte /', (J, II paarweise mit 
i'inander verbinden und also in dei-selben Ebene liegen. 

Die Tpngential-Elienen in je zwei gegenöberliegendeii Win- 
kelpuueten eines der Linienfläche aufgeschriebenen Sechsecks 
schneiden sich in drei geraden Linien, , welche in derselben 
Ebene liegen. 

110. Ein aufgeschrielieiuw Sis bseck, fär welches wir das erste nehmen 
wollen, bestimmt drei aufgeschriebeue Vierecke. Die Seiten Jedes Vierecks 
sind solche vier Seiten diw Sechsecks, welche, paarweise genommen, in «wei 
gegenötierliegeuden Winkelpuncten dcssellien zasammensto.ssen. Die drei Dia- 
gonalen des Sechsecks: (/f, K’), (0', 0"), P”), welche in dem Puncte 

(/', q, '■) sich schneiden, sind ilrei Diagonalen der drei Vierecke; die drei 
zweiten Diagonalen dieser Vierecke sind {!’,(>), (P, H), {0,I(j, welche in der 
Elx'iie (/', i>. /f) liegen, lii Oemä.s.sheit der Nummer 104. halten hiernach 
drei genide Linien, welche durch denscUx'ii Punct gehen, solche drei gerade 
Linien zu zugeordneten Polaren, die in dersellten Eltene liegen. Also: 

Die zugeordneten Polaren aller Linien, die in demselben 
Puncte sich schneiden, liegen in derselben Ebene. 

Es ent spricht hiemiich jeileni Puncte des Ikuunc-s eine Ebene und jetler 
Eltern» ein Punct. Die Elwne ist in Bt»ziehung auf die Fläche die Polar- 
Ebene des Punctes, der Punct der l’ol der Ebene. Nach dem Vor- 
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stelipntlen uinhfllleii <lie Tunfiential-Eljenen der P’lilche in den Puneten einer 
ebenen Durehsehnitts-Cun'e eine Kcgelfiai^he, die durch diese Curve geht und 
den Pol der schneidenden Eliene zu ihrem Mittelpuncte hat. Umgekehrt 
l)erilhren alle Tangential-Ebenen der Flache, welche durch einen Punct gehen, 
die Flache in einer ebenen Curve, deren El>enc die Polar-Ebene des gegelte- 
nen Punctes ist.*) 

111. Wir lassen ntx'h einige anah'tische Entwicklungen folgen, die 
bestimmt sind, die vorstehenden geometrischen Aaschauungen, die weiter zu 
verfolgen hier nicht der Ort ist, zu unterstützen und zu enveitem. Wir 
wollen eine Strahlenflache, welche durch die (ileichungen dreier Complexe 
des ersten (inules, die wir aus einer dreigliedrigen Onip|w 

ü -f («.Q' -f jt'/i" = 0 ■ 

willkürlich auswahlen können, gt^elxMi ist, ilnrch eine (ileichung in gewöhn- 
lichen Pmict-Coonlinaten dai-stellen. 

Wir wenlen zimach.st für die drei Complexe der Gruppe drei solche 
Complexe nehmen, deren sümmtliche Linien die Axe dei-sellxn schneiden. 
Be.stimriien wir den Anfangspunct willkürlich und legen die drei Coordimiten- 
Ebenen diu'ch die drei Axen der Complexe, so erlialten wir für die Glei- 
chungen der drei Complexe die folgenden: 



ii — r — fits + Kq = 0, 


(G) 


.0' -r /{’s — /)'a + F’,j — 0, 


(<) 


il" — .fr -f A'"p -j- f“'tj = 0. 


(«) 



Wir .haben zwischen den Coonlinaten irgend eines Punctes .r, y, welcher 
auf irgend einem Strahle liegt, und den vier Coordinaten r, s, q und a des 
Strahles die beiden Kelationen: 

■r = rz + 9 , 1 / = iz + 

woraus zur Bestimmung der fünften Coordinate folgt: 

ry — sx — > 1 . 

Wenn wir zwischen den vorstehenden sechs Gleichmigeu die fünf Strahlen- 



•) Ich habe die drei zu»uimuciti;ch«>rijf<.»n. d»T Häche «ufjfwchricbfiien Sechsecke bereit« vor 
l&ngerer Zeit in «lern „System der (.»rometrie don Haumcfi’* betrachtet (rergl. Nr. 87.— und durch 
analytische Symltole den Bewei» jfcfilhrt, da»« einerBeita die drei Puncte, in welchen die IHo^onaJeii 
der drei ^echftet'ke «ich «chneideu, in einer geraden Linie liegen, und andererseit» die drei FItenen, 
welche die DiirchBchuittalinieu der TimgeiitiuLKbenen in den gcgcnüber»tehenden Winkelpnncten der 
drei S».*ch«ecke enthidten, «ich mif einer tweiteii gera<len Linie uchneideii, un«l endlich, dae« die».e 
iHfiden geraden Linien zwei lugeorduete Polaren in Beziehung auf die Flriclic «ml. , 

PI U«kcr , Geometn«'- lO 
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t'oorcliniilpii pliininiren, ro stellt die resultin'iide Gleirhnnf? in j:, y, z die 
Straldenflilehe in Pnm;t-( '<xn'diniiten dar. 

Kliininiron wir zuerst ij, so erhalten wir statt der hei<len letzten t.'om- 
plex-tileichungen (7) und (K): 

(/f — /".r) s + F'y ■ r — //o »■ < •, 

(./" + A”7/) r — /”’.i ■ ä' + A”'() = 0, 
und wenn wir dann q und o eliininiren , kommt: 

Ez ■ r — iJz ■ .1 — C — K.r + />y -= 0 , 

F'y • /• + (//' — F'x + h'z) s — ft'y = 0 , 

(.r 4- F'y — K"z) r — F".r ■ s + A'".r «• 0. 

Ilestimmen wir die Werthe von s und r aus den Iteiden letzten der vor- 
stehenden drei Gleiehmij'eu und setzen sie in die erste dieser Glehdiungen 
ein, so kommt: 

Fxz [E”{ir — F'x + //.-) — ft' F"y\ 
fiyz [// (.r 4 - F"y — E"z) -f E"F'x] 

4- (r 4- Ex — fty) [i.r 4- F'y — E"z) (//' — F'x 4- //:) 4- F'F"xy] — 0 . 
Aus dieser Gleichun'' verseil winden die höhei-cu Potenzen von x, y, z und 
wir erhalten: 

.l"/fC 4 - Ti/fE — CF)x + tr (CF' — Ä'/t) y 4 - C (. {"/)’ — ft'E") z 
— .\ "EF ■ xt — mtF" y- — Ch E 'z* 

4- (Cn'F" + fr/tE")yz 4 - (CE"F 4 - .l"/t'E)xz 4- (FEF " 4- XI>F')xy = 0 . 
Dividinm wir diese Gleiehunp durch .1" ff C und schreilxm für: 

F. I) F' If F" F" 

C’ C’ II ’ !(' A" ’ Ä' ' 

liezöfflich: 

r, u, r", 

so erpht sich die folgende Gleichung: 

1 4- (/' + /") -r + («' + «"ly + (»' + c") r 
4- t' t" X^ -f- U u" 4- fV'z* 

4- («'(•' 4- u" i'')yz 4- (/>' 4- t"r")xz 4- (/'«' 4- t"u”)xy = 0. (0) 

Dic-se Gleichung stellt diesellx! Flüche in Punet-CVsmlinaten dar, welche ui'- 
sprünglich durch die ilrei tüinplex- Gleichungen (0), (7) und (8) dargestellt 
wuirde. Diese drei Gleichungen werden, wenn wir die rihJis neuen Constau- 
ten eiuführen: 

f 0 4 * « 4 ” 1 ' 0 , I 

— i-'o — ("tj 4- *■ = 0, l (10) 

Hl/ — v"g 4- /• — 0, j 
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und folfdich ist, wenn ;< uml ji' zwei unijestiinmte t’oeffleienten bezeieiinen, 
die allfiemeine tileieliunj; iler ilreidlialrigen Complex-ftrupjie, diux'li welehe 
die Stnihlenflaehe tiestimnit winl, die folgende: 

(/'(> + k"(J + 1) + <1 (ra + /" >j — .*) + ((' {utj — p"o + /•) — 0. (11) 
112. Setzen wir in der Gleielunig (!t) naeh einander y und ,r glei<di 
Null, so erhalten wir: 

(/'.r + n'y + 1) ■ (/".r + u'y + 1) — 0. ] 

(r': + rx + 1) ■ (r”.- + !'x + 1) = II, l 

{u'y -f- r" z -I- !)• (u" y + r '2 -{^ 1) ~ 0. J 

nie Durehsehnitts-C'urven der Flilelie mit den drei Coordinuten-Ehenen arten 

also in Systeme von zwei geraden liinien ans. Die Flilelie wird von den 
drei Coordinaten-Ehenen .1 f \Z, Y Z Ix-rührt; die Linien der zweiten Er- 
zeugung der Flache in diesen Elienen sind: 

t' X + u'y + 1 =:= 0 , 1 

r'r -t- /".r+ 1 - 0, ■ ■ (12) 

u'y + r'z -t- 1 = 0, j 
die Linien der ersten Erzeugung: 

i“x + «> -f 1 = 0 , j 

r": -f + 1 - U, (13) 

uy + r'z + 1=0. J 

Die Iterflhrungs-I'unete in den drei t'oordinaten-Elienen .sind die Uurehselmitte 
der Linien erster und zweiter Erzeugung in jeiler der tlrei Elienen. Die drei 
Linien zweiter Erzeugung sind die A.xen solcher drei Coinplexe der drci- 
glieilrigen Gruppe, auf denen alle Linien der t'mnplexe sieli schneiden, oder 
mit anderen Worten , drei Directrieeu dreier Congnienzen der Gnipiie. Weim 
wir die <lrei Linien zweiter Erzeugung mit den drei Linien erster Erzeugung 
vertaiLsehen, so treten an die Stelle der drei Coinplexe (10) die folgenden: 

/"e + «ö + 1 -= 0, 1 

— r"fl — Z'ij + s = 0, l (141 

u"y — r'p + r — 0, J 

und zur Hestiinmung dersellx'ii Str.ihlenflaehe erhalten wir die neue drei- 
gliedrige Coinplex-Onippe; 

(z"e + «'« + 1) + ((. (r"a + i'tj — j) + (!,' («''v — r't» + r) = 0. (13) 

Jeiler Congnienz einer der lieiden dreigliedingen Complex-Gruppen (11) und 
(13) entspricht in der andern eine conjugirte Coiigmenz. 



IC» 



( 16 ) 



113. Wenn inslH'somlere : 

/' + r = 0, w' + u" — 0, r' + r" = 0, 

nimmt die Oleiehnng der Flache die folgende einfachere Form an: 

1 — /'*.»•’ — — r''r“ + 2 uv -yr + 2 fv'xz + 2 !' u .ry — 0. (17) 

Dann sind die Indden Linien verschiedener Erzeugungen in jeder der drei 
Coordinaten-Ehenen einander parallel und stehen gleich weit vom Anfangs- 
puncte der Cooixlinuten ab. Dieser ist der Mittelpunct der Flache. Die <lrei 
Coordiiiaten-EItenen Iterflhren den Asymptoten- Kegel d(-r Flache. 

114. Wenn die Flache iasbcsondere ein hyperbolisches Paraboloid 
ist, bleiben die drei gerade^ Linien (12) Linien derselben Erzeugung des- 
sellien, .sind aber der IWingimg imtenvorfen, dass sie einer gegelwnen Eliene 
pandlel sind. Nehmen wir filr die Dleichnng dieser Ebene: 

<j,r + Äy -f r: = (I, (18) 

so kommt: 

n ^ h u e V 

Ii u" ’ c a \ > 

woraus sich die folgende lledingungs-Gleichung zwischen den seclis Constan- 
ten, von welchen die Flache abhangt, eigibt: 

/'u'v — t"u"v". (20) 

In Folge dei-sell>en Bwlingiings-Dleichung sind die Linien der zweiten Er- 
zeugung einer zweiten gegebenen Elnme {larallel. Nehmen wir: 

ff'.r //// -f- r'r — « 0 

für die Oleichung dieser Ebene, so kommt: 

. ti' t" h' v’ c V* 

tf u ’ r V ' ft f 
Entwickeln wir die Öleichungen (18) und (21), so kommt: 
t"v".r + u'v' y + v'v'z = 0, l 
t'v'.v -f- ii"v"y v'v"z — 0. I 
Die Durchschnitt.slinie die.ser Ixdden Ebenen, denen die Linien der ersten 
und zweiten Erzeugung des Paraboloids parallel .sind, bestimmen die Rich- 
tung der Durchmesser de.sselben. 

Wir finden für dieselbe unter Berttcksichtigimg der Bedingungs-Glei- 
chung (20): 

,04, 



( 21 ) 



( 22 ) 



(23) 



II .T 

f-r 



u u y 



WZ 
V — r" 



11(!. Wir haben bisher gerade Linien vorzugsweise als Strahlen l>e- 
tmehtet, weil diese Vorstellungsart unserer AufTassung naher liegt und Kürze 
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uiw geboten ist. Die Auflii-ssung einer geraden Linie als Axe ist al)er eine 
gleiehlHjrechtigte. Die Strahlen-C'oiigiiienzen treten dann als Axen-Congnien- 
zeii, die Strahlen -Faehen als Axen-Flachen auf. Wir wollen hier dieselbe 
Flache, welche wir elien als Stralden-Flache betrachtet hnlx-n, nunmehr als 
Axen-Fläche l«trachten und durch die trflheren Complexe Si, ii', Si", welche 
nun nach Einfilhning der fünf Axen-CVxirdinaten p, y, .-t, x. w dun;h die 
folgenden Gleichungen: 

'!> ^ Ca + Op + E</ =■ 0, (2;')) 

>/>' _ yy'a- + O’p F — 0, (26) 

'/<■' — — + E”q -|- /'" = 0 (27) 

dargestellt worden, Iwstimmen. Wir erhalten die Gleichung dieser Flitehe 
in Plan-Coonli nuten t, «. r, wenn wir zwischen den vomtehenden drei Glei- 
chungen und den Gleichungen: 

/ — n, 

« = yr 4- *. 



pu — y / “ f'i 

die fünf Axen-Coonlinaten eliminiren. Eliniiniivn wir zimadi-st zwischen der 
ersten imd sechsten, der zweiten und vierten, der dritten und fünften der 
vorstehenden sechs Gleichungen bezüglich a, ,t und *, .so koniint: 

(Cu -f 0)p — [Cl — E)</, 

(Fl F) ^ (Fv — F)p. . 

(.l"r-|- E"),, - (.ru-F'l. 

und hieraus, wenn wir diese drei Gleichungi'u mit einander multiplicinni: 

(C/ - A’i (/'ii-Fj Iß'r — ß'i 
(///-I- /■■) (Cu -b' F (^V -f K ') 

Dividiren wir Zähler und Nenner des Bruches auf der ersten Seite dieser 
Gleichung durch Ä' B' C, so kommt, wenn wir wiederum der Kürze wi^'ii 
die früheren Constanten /' und t”, u und r' und i" einführen: 

(/->') (u - »') (p — I-') 



= 1 . 



1 . 



(2H) 



(I — O (« — u") (r — F) 
ln dieser Gleichung tajlt, wenn sie entwickelt wird, das Proiluct der drei 
Veränderlichen aus. Sie stellt dieselbe Fläche in Plan-C<x)rdinaten dar, die 
wir früher durch die Oleichmig (9) in Punct-t'ixndinaten lUirgestellt haben. 
116. Die vorstehende Gleichung wird Ixd'riedigt, wenn gleichzeitig: 



l — l' = 0, 
u — «' = 0 , 
V — r' — 0 , 



u — u 
r — u' 
t — /' 



- 0 , 

-= 0 , 



(29) 
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mul eluniso, wenn gleichzeitig: 

/-r'-O, r_r“.^0, 1 

w — t/ = 0, ! — /"-r-0, > (.'50) 

r — /■' = 0, « — «"•= 0, J 

Die (tleiehiingen (29) und (00), welche sich auf seclw verschiedene redu- 
ciren, stellen, einzeln genommen, sechs Puucte dar, von denen zwei auf 
Jeder der drei Coordiniiten-Axen liegen. Paarweise zusaminengestellt, wie 
vorstehend ge.schehen, stellen sie Axen dar, welche in den drei Coonlinaten- 
Ehenen und zugleich auf der Fhlcfhe liegen, einmal die drei Linien zweiter 
Kmnigung der KlSche (12), das andei'C Mal die drei Linien ewter Erzeugung 
derselben Elftche (13). Die F’lftche wird von den drei Coonlinaten-Eljenen 
benlhrt. 

Wir können die f'lilche, ihrer doppelten Erzeugung entspivchend, diweh 
jeile der folgenden beiden dmglie<lrigen Oruiipen linearer Axen-t'omplexe 
darstellen : 

(oi — u"p + r'y) + i (a + v'p — /") + X' (/■ + t"if — u) = 0, (31) 

(r.» — h'p + /'V) + A.(.t + r"p — /■) + i,'(/- 4- cV/ — «") = 0. (.-!2) 

indem wir dmeh i, X', i,, H', unliestiinmte CcHdUcienten Itezeichnen. 

117. Wenn wir fflr die drei Coordinaten-Ebeueii irgend drei Tangential- 
Ebenen dt>s iVsjTnptoten-Kegels der Flilcho nehmen, so nimmt in Folge der 
Hehlt ionen (1(5) 

r' -f f" 0. u 4- u" = 0, V 4- p" — 0 



die Uleichimg der Fläche in Plan-Coordinaten die folgende Form an: 

1 ' “ 0 ’ ~l) 1 

>4-O'(«4-“)lP-l-<0' ^ ' 

In dem Falle des hyperbolischen Pumlsiloids iiarticularisirt sieh die allge- 
meine (ileiehung (28) dadimdi, dass das cou-stante Olieil l»ei der Entwicke- 
lung fortfilllt, was wieiler zu der fnlheroii 15eiliiigun)^-Gleichung (20) führt. 

118. Wir haben in den letzten Xummern diesell» Erzeugung dersellieu 
Fläche, einmal durch drei lineare Gleichungen in Sti-ahlen-tJoordinaten, das 
andere Mal durc-h di-ei lineare Gleiclnmgen in Axen-Coordinaten darge-stellt 
und aus den drei linearen Gleichungen die Gleichung derselben Fläche ein- 
mal in Punct-Coordinaten, das andere Mal in Plaii-t'oordiuaten abgeleitet. 

Wir wollen als zweites HeLsjiiel eine Linienfläche durch drei Complexe 
der besonderen Art liestimmen, indem wir für die Gleichung derselben drei 
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solche nehmen, die aus den frflheren hen'oif(ehen , wenn wir die Consf unten 
derselben mit iliren riviproken Werthen und 

r, . 1 , Q, ti . )j mit p, ij, :t, X, M 

ge)»enseitig vertiiusehen. 

Auf iliesem tVege erhalten wir, indem wir der Kflrzf! wegen die reci- 
proken Werthe von t", w", v. i" durch .r', .r", i/\ y", z, z" he/eielmen, 

statt der drei Complex-ftleichungen (10) die folgenden: 

•r'.T + + ! — 0, j 

— z'v. — .r"w + /y = 0, l (34) 

y’w — j".T -f /< *“ 0. J 

tut. WVnn wir zwischen diesen drei (ileichungen und den drei Itlei- 
chungen : 

/ — /<r + -T, u — yv + z, pu — y/ "• w 

die fünf Axen-Coonlinaten p,q,:r,x,M eliminireii, erhalten wir die folgende 
üleichnng der Flilcho in Plan-t’oonlinaten: 

1 + (•<■’ + -r") t {y y") «-)-(-” + -”) e 
+ .r'.r"/' + y'y"«- + 

+ (y'-' + y"-"l /<’ + U'iJ 4- r'y") t» — 0. (dö) 
Diese Oleichung ergibt sich unmittelbar, wenn wir in der Uleichung (!)) 
r, u, «■', r’, I'" durch .r', .r", y\ y", z', r" und .r. y. z durch /, ii, r ersetzen. 

Um diesellM?n (’omplexe (34) in Stnihleii-Coonliimten auszudnleken, er- 
halten wir: 



», — y' r -f- j-' .v — 0 

{' T -e — a" =0, ! (■-hi) 

— (i — z” -s + y = 0, j 

und wenn wir zwischen diesen drei Uleiehungen und den drei folgenden: 

.1 = rr -f- <). y = ry—s.i=tj, 

die Stralilen-Coordinaten r, s, q, ß, >; eliminiren, kommt: 



(.r - *') (i/ — y") (z — j ) ^ I 
(.r - x") ij/ - ij") (: - z"j 



(37) 



Diese Uleichung erhalten wir unmittelbar, wenn wir in der Uleichung (2S) 
/", i/, r', r" mit a-', a", y', y“, z\ z" und /, u, r mit .r, y, z ver- 

tauschen. 

Die beiden Gleichungen (3.'») und (37) stellen dieselbe Flftche in l’lan- 
und Punct-Coordinaten dar, die in Axen- und Strahlen-Ciwrdinaten durch die 
Systeme linearer Oleichimgen (34) luid (36) dargcstellt wird. 
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120. Weim wir in der OloichunR (35) nach finander r, « und l gleich 
Null setzen, so erlialten wir; 

(■>•'/ + ?/'■« + 1 ) (x't + y'u + 1 ) — 0 , 1 

+ .,'7 + 1) (j'7 + j-7 + 1) = 0, (38) 

(y» + '"r + 1) (y"« + -V + 1) — 0. J 

Wahrend also im Allgemeinen die Tangential-Ktenen einer Fläche zwei- 
ter Onlnmig und Klasse, welche einer gegebenen geraden Linie jmrallel sind, 
einen Cylinder umhflllen, artet dieser Cylinder, wenn wir für die gerade 
Linie nach einander die drei Coordinaten-Axen nehmen, in ein System von 
zwei parallelen genulen Linien aus. Die Coordinaten-Axen sind also ii'gend 
dreien Erzeugenden der Linienfläche, o<ler, was dassellie ist, ii^end dreien 
Seiten des Asyraptoten-Kegels der Fläche parallel. ‘ Denn alle Ebenen, welche 
durch irgend eine Linie der Fläche gehen, sind Tangential-Ebenen der Fläche. 
Den drei Linien der ersten Erzeugung, denen die drei Coordinaten-Axen 
parallel genommen worden sind, sind drei Linien der zweiten Erzeugimg 
parallel. Die beiden Piincten-Pwire, in welchen die Elienen ¥X, XZ, ZY 
von den Linien beider Erzeugimgen, die bezüglich den Axen OZ, OY, OX 
parallel .Sind, getroffen werden, werden durch die Oleichimgen (38) dar- 
ge.stellt. 

121. ln Ueberein.stimmung hiermit erhalten wir, um die Gleichung (37) 
zu liefriedigen , einmal die drei Oleichungen-Paare: 

■r — F = 0, y — y" — 0, ] 

y-y'-O, z-r'' = 0, (39) 

z — r' = 0 , .r — r" — 0 , J 

welche die drei Linien zweiter Erzeugung, dius andere Mal die drei Glei- 
chungen-Piuire: 

X — X — 0, - — == 0, I 

= 4--.V--0, (40) 

I — i’ =. 0, y — y" = <L J 

welche die ilrei Linien erster Erzeugung darstcllen, die den drei Cooiiiinaten- 
Axen, bezüglich OZ, OX, OY und OY, OZ, OX parallel sind. 

123. Die drei Complexe besonderer Art, durch welche die Fläche lie- 
stimmt ist, die einmal diurch die Gleichungen (34), das andere Mal durch die 
Gleichungen (3(J) dargcstellt weiilen, halx-u zu Axen diejenigen Linien zweiter 
Erzeugung, die dunrh die Gleichungen -Paare (39) dargestellt iverden, und 
anderai-seits dadurch Ix'stimint sind, da.ss sie den Ctoordinaten-i^xen OX,OY, 
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OZ panillel sind und die bezüglichen t'oordinaten-Klttenen i'Z, XZ, XV in 
Puncten schneiden, welche in diesen Elx*nen dmx'h die Gleichungen: 
y'« 4 - 1 = 0, I 

ZV + x"t+ 1 — 0, l ' (41) 

.rt + ij'h +1 = 0 J 

dargestellt werden. 

\V eun wir drei Seiten des Asyroptoten-Kegels selljst zu Coordinaten-Axeu 
nehmen, kommt: 

.i' + j;” -= 0, i/ + y" — 0, I + r" = 0. (42) 

Dann nimmt die Gleichung der Flüche in Plan-Goonlimiten die folgende 
Form an : 



1 — — y’’«^ — z‘r' + i>j z' • uv + 2.r'z' • fv + 2.r'y'- fu — 0, (43) 

die Gleichung derselben Flüche in Pimct-t'oordiimten die folgende: 

(.r - 11 / - y”) jr -_z\ ^ 

(•‘•+r') (y + y'i (I + j'; ‘ ^ ' 

124. Wir wollen endlich, zuiiüchst unter der Voniu-ssetzimg recht- 
winkliger Goordinaten-Axen, für die Complexe einer dreigliedrigen Gnipiie : 
ii + itSl' + iiSi" 0, 



durch welche eine Linienflilche be.stimmt ist, die folgenden drei nehmen: 

Si (I — X',r — 0, I 

- y + A,s == 0, l (4.-)) 

Si" y +,<•,= 0. I 

Dann fallen die Axen diw dm Complexe in dio drei C'oordinaten-Axen OX, 
O}', OZ, sind also, wie diese, auf einander senkr«:ht und schneiden sich im 
Anfangs[)uncte der Coordinaten. Die Panimeter sind Xj, A,. Xj. AVenn 
wii' die drei Complexe paani'eLse znsammenstellen, erhalten wir drei Con* 
gnienzen (Sl\ Sl"), (Ji. Si"). (Si. Si'). lirivn Haiijitaxen lM>züglich in OX, OJ', 
OZ und deren Paare von Nebenaxen liezüglich in 01' mul OZ, OX und 
OZ, tt.\ und oy fallen. 

AVenn wir, wie früher, vermittelst der ilrei Gleichungen: 

r = ri + y, y = .iz + t(. r.r — ,vy = y 



o, y und y eliirtiniren, so kommt: 



y -- .v; — X-,/- -= 0, 
r — rz + X j.t =- 0, 
ry sx + A, — 0. 

Alis den beiden ersten der voi-stehendep Gleichungen folgt; 

JSaek»r, CntiMrlii«. 17 



Digitized by Google 



130 



+ r») * — — y r 4- X, j-, 

und wenn wir /wL-nlim tliosim Ix'iden Gleirhun}jt*u und der dritten der 
lier^ehenden drei Gleielmnm-n r und s eliniiniren; 

X',.r* + k.,ij- + X'ji- + k^k^k^ “ 

cxler: 



k.^k^ 



'JL^ 

k.k. 



k\ X 2 



+ 1 



(dti) 



Diese Oleichung l)Ieibt ung<‘ilndert diesellw, wenn die Wertlic der drei 
ron.stuntt ‘11 X-,. Xj. X„ gleielizeitig ihr Ztüehen ilndeni. Dann treten an die 
Stelle der (h'ei gepeln-nen Complexe «Irei andere, deren drei . Durelune.<-ier 
nueli wie vor in die divi t'oordinat«-n-Ax('n lallen und deren drei Parameter 
l)los.s ihr Zeiehen geilndert haben, das heisst, die drei neuen ( oiniilexe sind 
entgt'genpesetzt gewiualeii, als die drei gegel>enen. Darin ist die doppelt«* 
Erzeugung iler Flache uusgespimhen. Die Linien «1er einen Erzeugung ge- 
höivn gleichzeitig den drei urspi-flnglichen , die der anderen gleichzeitig den 
drei neuen l'omplexen an. 

lä.5. Wenn die Parameter der drei urspritnglichen Complexe samiutlicli 
positiv und demnach die Panimeter d««r drei neuen Komplexe negativ sind, 
Oller umgekehrt, wenn jene m*gutiv und diese positiv sind, so ist die Flache 
imagimtr. In allen abrig«*n Fällen, so lange die Werthe «1er Pai'ameti-r 
iwll bh-ibeii. Ist die Häche ein einsclmlig«*s lIyj»erlioloid. Dagn -stimmen 
die Wi'rthe zweier der dn*i Paraumter der b«*id«*n Gnippen von Complexeii 
im Z«*ichen fllierein, und der Werth d«*s jeilesmaligen dritten Panimeters 
hat dius entgegengesetzte Zi'ichen. Je nachdem der Parameter des ernten, 
zweiten o«l«“r drittiai C'omph'xes der Grupja* im Zeichen von den Parametern 
der lieiden ilbrigen Complexe- abweicht, fallt ilie iinaginära Axe des Hyiier- 
IxilokLs liezüglich in die C«x)rdinat<m- Axeii >>X, Ul', <)Z, In dem erat eil 
Fall«! «'rhalteii wir; 

©' - (I)' - G)“ - - -• o’» 

indem wir: 

X*, X'j = «/i, I 

x.x-, /4, i (4M) 

X I Xj — «*’ I 

•setzen. 

AV«*nn wir d«*n vorstchendim Entwickelungen statt Punct-Coonlinaten 
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liinien-Coonlinatfii zu (!nin<l<* uiui iluniiiach die Linien der (V>ini>lexe, 

statt als Strahlen, als Axeii lietraeliten, so erhalten wir fflr dieselbe Linien- 
flache, die munnehr als AxenHache anftritt, die folgende Oleichinie: 

-t- X.Xji/* + 4 . 1 — l). (4fl) 

12(i. Jesler ffepdR-nen }ternden Linie im llaume sind die Durchmesser 
eines der unendlich vielen Durchmesser einer dreigliiKlrip-n (truppe panillel. 
Wir können daher die drei (‘«sa-dinaten-Axen als Durchmesser dreier Com- 
jilexe Itetrachten, durch welche eine Linitmilache iH-stimmt ist. In dem 
Falle rechtwinkli>;er t'<v)rdiimten-.\xen stellen die Oleichunpen (4.ö) drei tsnn- 
plexe <lar, deren dm Axen in die divi Axen der Linienflache fallen. I>ie 
Hau])ti)araineter der ilrei (.'omplexe sind A,, A,, A,. Weim wir als Coordi- 
nuten-Axen irttenil drei zueisinlnete Duivlunesser dersellam Linienflache neh- 
men, stellt die (ileichimfi (4.ä) immer noch drei (Aiin|)lexe der dreiplieth’i>t<‘n 
(inippe dar. Nhr sind dann A\. /j. k, nicht mehr die Hauptparaimder der 
divi t'oraplexe, .sondern die Parameter ilerjeni(fen drei DuR-hmesser dei-sellten, 
wehdie mit den drei Coordinaten-Axen zusammeufallen. Diese drei Para- 
meter wollen wir zur Unterscheidung duR-h X,“, /j“, X,“ hezeichnen und den 
drei obigen Constanten iliR* Iled<>utung als IIaupt])arainpter der «IrI Com- 
plexe hi.ssen. Drei t'üinplexe der dreigliedrigen (lrupia>, deren DuR-hmes-Ser 
irgend dreien zugeonlneteu Durchmesseni der durch diese Gnipi>e bestimmten 
Linienflache parallel .sind, wollen wir, in IJeziehung auf die Linienflache, 
drei conjugirte Coraplexe nennen. Es seien t", t’, t die drei Winkel 
XnZ, yoZ, welche die drei Coordinaten-Axen, isiarweise genom- 
men, mit einander bilden, und d". d', d, die Xeigungs-AVinkel von OZ gegen 
-Vr, von oy gegen \Z, von 0\ gegen l’Z. Dann sind die drei Aus- 
drücke : 



sin f" sin d", sin t sin d', sin t sin d 

einander gleich. Hezeichnen wir sie, der Kürze wegen, durch .so er- 
halten wir: 

* Y ' * Y ' Y * 

und hieraus: 

Xv‘:X,":X,“ — X-, :X-,;X-,. (50) 

Setzen wir, den Gleichungen (48) entspRchend . 

. X-,»X-,« -= o„«, I 

X-,»X/ = — A,», j (51) 

Xi»Xj» — — c„t. 
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so erhalten wir für die Gleiehung der Linienlläche in sehiefwinkligen C'oor- 
dimiten : 

(0 - (O’ - (i)’ - - 

Ks bedeuten a„ l' — 1 , A„, r„ diejenigen Halbdui'ehmcsser der Fläehe, welehe 
mit den drei t'oordinaten-Axen OX. Ul', OZ ziLsaniinenfalleu. Setzen wir 

f- ■ Ä„» e„» 75 (53) 

so ist hekaniitlieli W eine Grösse, welehe sieh nicht ändert, wenn wir statt 
der drei gegelxMieu zugconlneten Durehmesser der Flftehe ii^gend drei andere 
zugeonlnete Durchmesser zu C'oordiuaten-Axen nehmen. 

127. Wenn wir gliiil weise die landen letzten Gleichungen (51) mit 
einander inultipliiären und durch die ernte dieser Gleichungen dividiren, so 
kommt: 

’ 

und wenn wir /•, statt X-,» einfohren: 



Hiernacli Lst: 



I, 7 rt U7 

X- ! = V» " ” - 






X', ist der Hauptparameter de.sjeiiigen C'omplexes der dnnglieclrigen Gnipi)e, 
dessen Durchmesser der Axe G.l panillel sind und «o* (mit entgegengesetztem 
Zeichen genommen) das Quadrat desjenigen Halhdurehmtscsers der Fläche, 
welcher iii die.se Axe fällt. Da wir von vorne herein als (’oonliuaten-Axe 



je<l(‘n heliehigen Durehmess('r <ler Linien - Fläche nehmen können (wobei, je 
nachdem der neue Durchmes.ser die Fläche schneidet «ler nicht, «o* mit |X)- 
sitivem oder negativem Zeichen genommen werden muss), ergibt sich der 
f'olgendt' Satz unmittelbar: 

Der Hauptparameter desjenigen Coiuplexes einer drei- 
gliedrigen Gruppe, dessen Durchmesser irgend einem Durch- 
messer der durch die Gruppe bestimmten Linienfläche parallel 
sind, ist umgekehrt dem Quadrate der Länge des Durchmessers 
der Fläche proportional. 

128. Einer Ixdiebigen durch den Anfangspunct gehegten Ebene ist gleich- 
zeitig ein Durchmesser der Linien-Fläche, der nauptdurchines,ser einer C'on- 
gnienz, der tliese Fläche angehört, und €‘in Durchmes.ser eines Coiuplexes 
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der dreijilieilrifien (ii-upjH“, durch welche dii- Fläche iHjstimmt wiixl, zuffiv 
ordnet. Die.sell>en ElH-nen, wedche dem Diirchiiies.-ier der Fläche ziigt*ordnet 
Hinil, sind der Central-ElM-ne der ('ongruenz [Kirallel und in dem Complexe 
elx-nfiills dem mit dem Durchmesser der Fläche zusummenhillenden Durc-h- 
m<säser zugeordnet. Ks folgt dies uninittelhar aus th'ii <ileichungt“n der dnd 
conjugirteii t’omplexe f4.ö), dinxdi welche, auch in der Aimiünue schiefwink- 
liger (-'oonlinateii , eine Linienfläclu- iKsf iinint wiiil. Dem Durchmesser eines 
der ilr<>i Compl<‘xe, welcher in eine der drei Coordinaten-Axen fällt, Lst die 
Cooixlinaten-Ehene, welche durch die heiden andern ( <x>rdinat»>n-Axen geht, 
zugeordnet , und dieselhe EIxMie ist einerseits die Ccntr.il-ElH'iie deqenigen 
t'ongruenz, w'elche durch die lH>i<len flhrigi'U t'om)>lexe lx>stimmt wird und 
andererseit.s die Diametral-Elx'ne der Fläche, die ilemjenigen Durchraes-ser 
dersellH-n conjugirt ist, welcher mit dem Diuihmess<'r d<ss t'omplexes zu- 
siumnennillt. 

Ein Complex einer dreigliedrigen Gruppe Lst vollkonmieu bestimmt, wenn 
die Hichtung seiner Durchmes-ser gegeben i.st. In der vorigen Nummer 
hallen wir, vennittelst der entsjireehenden Linii'U- Fläche, in eiufaclLster 
Weise seinen Parameter erhalten. Die vorstehenden Eisärferungeii g«‘lK'n uns 
für einen »einer Durehmes,ser die zugeonliicten ElK-nen. Die tVifistmetioii 
•seiner A.\e Lst hiernach auf die 4ti. Nummer zurflckgi'fnhrt. 

Man tnige auf demjenigen Duivhmes.ser der Fläche, welcher die gege- 
lieiie Durchmesser-Uichtung des C'omplexes hat, vom Mittelpüncte ans den 
Parameter des t'omplexes auf und projiciiv den.s(>lben auf die dem Durch- 
ines.st*r zugeordnete Diametnil-Elien^’ der Fläche. Der Paramet.er Lst nach 
der vorigen Nummer, wcim wir die Länge des Halbdmvlimessei's der. Fläche 

durch '/o- bezeichnen, gleicti— , , die Projwdion dessellien, wenn wir den 

Winkel, den der Durchmes.scr der Fläche mit der ihr conjugirteii Ebene bil- 
det, d(, nennen, gleich 

, cos d.i. 

Wenn w’ir dann den Durchme,s.ser der Fläche, järallel mit sieh .selbst , von der 
proJicireiKlen Ebene imi eine Stixs^ke entfernen, die dieser l’nijcs/tion gleich 
ist, so ist der verschobene Duichniesser der Fläche in der neuen Lage die* 
Axe des t'omplexes. 

Diese Verschiebung kann nach entgegengesetzter Richtung vorgenommen 
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wi-rdini. Dora i‘nt.spi'«;lionil orhalton wir die beiden pleicliweit vom Mittel- 
inmel«,“ allst elioniloii, unter sieh jiarallelen Axen zweier vei"schie<lenen Com- 
plexe. Diesen lnüden Coraplexen gehören die beiden verschiedenen Erzeu- 
gungen der Linieidlaclie an. 

121). Wir erhalten für die Parameter der Ix^zflglich in 0\-, DY, DZ 
fallenden Durclunesser der dnä conjugirten Coraplexe: 



/i'i» 



;,V> 

+ fl« • 






•r- "■'‘'.i 






-X. 

0. ’ 



und für die Hanptpaniraeter dieser Coraplexe: 



k. 



+ 

rK „II 



k. 



D 

h ‘ ’ 



k. = T 



(5.5) 



(5G) 



In (iemilssheit der Cileichnngen (58) haben kj> ölH'rein.stiramende 

Ztnchen and k,“ weicht von ihnen ini Z»*iehen ab, woniu-s unter Beröck.sioh- 
tignng der ProfKirtionen (.50) folgt, dass auch k^ und k, unter sich gleiche, 
mit entgegenge.setzte Zeitdien haben. Wir raa.sseii demnach sowohl in 
den ( fleichraigen (55) als auch in den (Thdchungen (56) die drei obern und 
die dm untern Zeitditra zu.sanimeiraehmen. 

Wenn wir die drei (fleichiingen (55) gliedweise mit einander multipli- 
cii-eu, so konnnt." 



X-,» ^ — -e «oA„Co. (57) 

Das Product der Parameter derjenigen Durchmesser dreier 
conjugirter t.loinplexe, welche mit den drei zugeordneteii Durch- 
messern der Linienfläche zusainmenfallen, ist dem Prodiicte der 
drei halben Durchmesser der Flache gleich. 

Wenn wir die di-ei Oleichungeu (5l>^ gliedweise mit einander multipli- 
cireii, so kommt: 

01 

k, k, k, — — -j. -.j 7 = — )'*. <f., Al Co’ “ -f ff/ic, 

. ”0 «^0 

mithin 



^ I , 

iihc — ' ’ 



Aus densellien drei Oleiehungen (56) erhalten wir fenier: 

(«„i_Ä„.-c„.) = + 4- 1+ Ir) 

und hieraus: 



1 I i_ 

*3 >3 “ ± abr ~ ' 

Die Summe der reciproken AVerthe der Parameter 



(58) 



(59) 

irgend 
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dreier, in üeziehung auf eine gegebene Liniouflaehe zugeord- 
neter, Coraplexe ist constant. 

1:K». Wir wollen die Axen der Coniplexe einer dreiglietlrigen (iriippe, 
diirih welche eine Linienliadie Ijostimnit ist, j>ar.illel mit sieh sellist ver- 
sehielten, bis sie dureh den Mittelpiinet der Fhlche gehen und dann, indem 
wir die Durchmesser der Flache als Leitstmlden M.rm-hten, auf jedem der- 
sellien von» Mittelpuncte aus den Hauptparanieter disilcnigen Complexes aul- 
tragen, der diesen Diurchmesser auch zu dem sinnigen hat. Dann erhalten 
wir eine neue Fläche, welche in Beziehung auf die Linieniläche diesellie 
Holle spielt, als die characteristische (,'urve einer Linieiifläche iu Beziehung 
auf diese. Wir wollen die neue Fläidie die characteristische Fläche der 
Linienflache nennen. 

Wenn wir iigend einen I^ntstralil der chamcterisl i-sidien Fläche dun.-h 
r und den ent.s]irechenden Leitstruhl der Linienfläche durch r, liczcichnen, 
■SO ist : 



'• = = t;?- • 

W'ir wollen die LinienHäche (47) auf ihre drei Axen als (.'oonlinaten-Axen 
bezielien. Indem wir dami diejenigen drei Winkel, welche ein Ixiliebigcr 
Leit.strahl r, mit den drei Axen bildet, «, ff, y nemien, können wir die 
Gleichung die.ser Fläche in der nachstehenden Weise schreilH.-n: 

COS- « cos^ ß co®*.y 1 

r,’ * 

uiul erlmlkm die (»lekhung dt'i* oharacteristLstdK'U Fladie, \vt*nn wir iu diest^r 
(ileicIiuDg für neinen Wei'tli + einsetzeiL Auf diesem Wege er- 
gibt sifh: 

^ I cos* tt cos* ß eo8* y 1 . 

und wenn wir zu den rechtwinkligen Punct-Coonlinaten zunlckgchen : ' 

Wenn wir die lieiden Seiten der letzten Gleichung quadrinm und für /•' und 
«- bezüglich (,r» + y* -f i») imd schreilx-n, so kommt: 

'■* { «» “ ft’ ~ eä }' " 0''> 

otler: 

(i-V».r» — (a-* -f- y* -f (G2) 



t 
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131. Dio yoll-sUlmliRo ehiirack-risti.sdif Flache zerfällt in zwei Theile, 
welche einzeln tluivli die (lleiehun}' ((Hl) dargestellt weitlen, w;enu wir in 
dieser (ileichuuti r mich einander mit entge}?engesetztem Vorzeichen nehmen. 
Es gibt ihimer zwei dreigliedrige Gruppen von Complexen, welche in einer 
solchen geometiischen «eziehinig zu einander ' stehen , dass die t'omplexe der 
Ix'iden Gnippen sieh bloss dadurch ton einander unterscheiden, dass ilire 
i’ararneter entgegengesetzte Zeichen halMin. Solchen zwei Coinplex-Gmpiien 
ent.s|)rechen die la-iden Erzeugungen dersidben Flache. Es gibt also insla*- 
sondere auch zwei Sy.steme von drei conjugirkm Complexen, deren Durch- 
messer irgend dreien zugi*ordneten Durchmessern der Linienflache jiarallel 
und deren Parameter bezüglich gleich aber von entgegengesetztem Zeichen 
sind. Duivh die beiden Gnippen zugesirdueter Complexe sind die Iieiden 
Erzeugungen der Linienflache bestimmt. Die charactoristische Flache 
bezieht sich gleichmässig auf beide Erzeugungen. 

1.32. In Gema.s.sheit der Uelationen (4K) kömitni wir in die Gleichung 
der charaetcristischeu Flache, statt der drei Halbaxen der Linienflüchtf, die 
Haupt partimeler derjenigen drei conjugirten Complexe einfflhren, deren 
Dui-chinesser den Axen der Linienflache iiarallel sind. Auf diese Wei.se 
finden wir: 

(/•. a* k,y- + k, z‘Y — (. 1 ' -t- >r- -I- (63) 

wahrend die Gleiclnmg der Linienflache selbst, nach Einführung derselben 
Constnnten, die folgende winl: 

kl .r' -f- kiff- 4" k-, — k,kjk.,, ((>4) 

Wenn wir in der Gleichung (<;3) nach einander .r. //, r gleich Null 
setzen, so erhalten wir für die Durehschnitts-Curven der characteristischen 
Flüche mit den drei Coonlinaten-Ebenen : 

4 - 43 -«* “(•»•» 4 - -*)« [ ( 67 ) 

(4 j y’ 4- k, ;*)' = (y- 4- z-)\ J 

Durch drei conjugirte ('omplexe einer Linienfläche, paarwei.se genom- 
men, sind drei Congnienzen bestimmt, die wir ihrerseits als drei conju- 
girte Congruenzen der Linienfläche liezeiirhneii kfmneii. Den Iieiden 
Systemen dreier copjugirter Complexe, deren Durchmesser den drei A,xen der 
Linienflache imrallel sind, entsprechen zwei Sj-steme dreier eopjugirter Con- 
gruenzen, deren jcile eine Axe der Linieufläche zur Hanptaxe und die jeiles- 
maligen beiden andeni Axen deisselben zu Nebenaxen hat. Die drei Con- 



f 
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gruenzen eines der beiden- Systeme entsprechen einer der drei (.'ongnienzen 
des andern Systems der andern Erzeugtmg der Linienflilclie. Die erste der 
drei (tleichungen (07) stimmt voilkommeu mit der (lleichimg (14!)) des 
vorigen Paragraphen flbeiein. Daraus entnehmen wir den folgenden Satz: 

Die drei Durchschnitts-Curven der characteristischen Fläche 
einer gegebenen Liuienfläche mit den drei Hanptschnitten .VF, 
XZ, VZ dieser letztem Fläche sind, in diesen Hauptschnitten, 
die Projectionen der characteristischen Curven dreier conju- 
girter Congruenzeu, welche bezüglich OZ, oy, OX zu ihren 
Hauptaxen haben.*) 

Wir verwei.sen, was die Diseassion der Durchsyhnitte-Curven (67) betritft, 
auf den vorigen Paragraphen und lienierken bloss, da.ss die in X}' und XZ 
liegenden Durchschnitts-Curven aus vier Schleifen l)estehen und iin Mittel- 
pnncte der Fläche einen vierfachen Piuict hal>en, wähivnd fftr die in YZ 
liegende Diin;hschnitts-Curve dieser Punct ein isolirter Ist. 

133. Um die (lleichung der characteristLschen Fläche (63) zu befriedigen, 
können wir gleichzeitig: 

k^ Je* -|- X'jy* -)- Xj I* = i ■ X'iX-,Xj, I 

> } (68) 

j* y* I’ “ Xo 1 X'i’ X’,* X',* ] 

setzen, indem nur durch x und xo zwei beliebige Coiistanten tezeichnen, 
zwischen denen die folgende llelatiou besteht: 



Diese Relation wird insbesondere befriedigt, wenn die Ijeiden Constanten gleich 
Eins sind. Es lä-s.st sich eine clmracteiisti-sche Fläche durch eine räumliche 
Curc'e beschreilien, welche der Durchschnitt einer Kugel mit zwei 
Flächen zweiter Ordnung ist. Die.se Cur\-e tiestimmt in jo4er ihrer Lagen 
solche Complexe, deren Parameter, abgesehen vom Zeichen, gleich sind. 

In unsenn Falle ist die gegeliene Linienhäche ein einschaliges llyi>er- 
l>oloid. Führen wir in die letzten lx;iden Oleiclumgeu statt der Parameter 
die Halbaxen-Quadrate des.sell>en wieder ein, so erhalten wir: 



X* -p y* -f j* — Xo V it*b*r*. 



*) SaU des Testes köunen wir auf ilrei Inrliobige zugeordnete Cotn|>lese einer gegelionen 
Linienflävhe und die drei entaprechenUeo zugeonlncten Durchmesser ausdebneu. 

Plirker, CsoiBpiri«. 



Digitized by Google 




13« - 



Wenn wir * und *o gleich Eins setzen, so stellt die ei^ste der beiden vor- 
stehenden (Tleichuiigeu, wenn wir das untere Vorzeichen nehmen, das gege- 
bene eiuschalige Hyixirboloid dar, wenn wu- das obere Zeichen nehmen, ein 
zweischaliges Hj^)erl)oloid. Die beiden nyjwrlwlojde halien denselben 
Asymptoten-Kegel >ind die Quadrate irgend zweier gleichgerichteter Ihirch- 
messer deraelten sind gleich imd von entgegengesetztem Zeichen. Ein ein- 
schaliges und zweischaliges llyi)erlx)loid, welche in dieser gegenseitigen Be- 
ziehung zu einander stehen, wollen wir überhaupt zwei zusammen- 
gehörige ll 3 ’j)erboloide nemien. 

Die characteristische Flilche eines gegebenen einschaligen 
llj'perboloids geht durch die Curve, nach welcher das gegebene 
einschalige Hyperboloid und das mit diesem zusammengehörige 
zweischalige Hyperboloid von einer Kugel geschnitten wird, 
deren Kadius der Cubik-Wurzel aus dem Producte der drei Halb- 
axen des gegebenen einschaligen Hyperboloids gleich ist. 

Wenn wir die linearen Dimensionen der beiden H^qierboloide im cpui- 
dratischen, den Kadius der so bestimmten Kugel im cubischen Verhältnisse 
continuirlich wachsen lassen, so beschi-eiten die Dmx;hschnitts-Curven die 
characteristische Flüche. 

134. Die vollständige characteristische Flilche theilt sich in zwei Theile, 
die durch den A.syraptoten-Kegel von einander getrennt sind. Der eine Theil 
besteht aus Curven-Zügen, die auf den einschaligen Hyiierboloidcn liegen. 
Durch ilm sind die Parameter solcher Complexe bestimmt, deren Durch- 
messer den reellen Durchnuwsem des gi-gelxmen eiaschaligen Hyijerlxiloids 
parallel sind. Der andere Theil besteht aus Curven-Zügen, die auf den 
zweis<-hahgen Hyperiwloiden liegen. Durch ihn sind die immer reellen 
Parameter derjenigen Complexe bestimmt, deren Durchmesser den (ihrer 
Idlnge nach) imaginilren Durchmesser des gegebenen einschaligen Ilyper- 
Iwloids panillel .sind. Wahrend die Diuxdimes-ser der Flüche, durch die Seiten 
des Asj'mptoten-Kegels hindurchgehend, unendlich gross weiden, werden die 
entsprechenden Parameter gleich Null. Diesem Durdigange entspricht der 
Uebergang zwischen reellen und imaginüreu Diuchmessem der Fläche, zwi- 
schen iMwitiven imd negativen Parametern der Complexe. 

13.5. Wir hallen bisher bloss das eiMchalige Hyperboloid betrachtet, 
dessen Erzeugende rceUe gerade Linien sind. Der imaginären Linienlläche, 
die wir imaginäres. Ellipsoid nennen ivoUeu, entspricht, dass die Pani- 
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•meter der drei Central-Coniplexe dieselbe Zeichen halien. Wenn wir dem 
entsprechend 

/•jX-j = 

/•i X-, = /», (70) 

/■, 4, — r“ 

setzen, erhalten wir für das imaginäre Ellij>soid folgende Gleichung: 

ai + + -^ + 1 = 0- t'l) 

Aber die Gleichung (C4), welche die Linienflläche daKtellt, bleibt auch 
dann noch reell, wenn die Panvmeter der drei Central-Complexe gleichzeitig 
imaginär werden. Wenn wir für X-,, X, die imaginären Werthe X,')^ — 1, 
X,'/— 1, XjV— 1 ein.setzen, geht diese Gleichung in die folgende über: 

X,'.r> -f X'/y’ -f; Xj'z’ — X','X','X'j'. (72) 

Hier haljcn wir wiederum zwei Fälle zu imterscheiden : entweder halx-n von 
den drei neuen Coastanten nur zwei duAselhe Zeichen und die dritte hat da-s 
entgegengesetzte Zeichen, oder die Zeichen derselben stimmen sämmtlieli 
fllwrein. In dem ersteren Falle können wir 





X,' X,' >= «». 

XV XV = — X>, 


(73) 


setzen und erhalten: 


I 

1 






ar’ y’ r’ . 

o’ ~ 


(74) 


Dann ist die Fläche ein 


zweischaliges Hyperboloid. Li 


dem zweiten 


Falle können wir 




Xj Xj — ^ t 






A, - 


(7.0) 




>> 

II 




setzen und erhalten: 




4- ä'’ 4- *’ = 1 


(7(1) 


Dann ist die Fläche ein 


Ellipsoid. 




ln Jedem Puncte 


des zweischaligen Hyporljoloids und 


des Ellipsoids 



schneiden sich zwei imaginäre Erzeugende. Hie Flächen werden in doppelter 
Weise von imaginären geraden Linien erzeugt, die iH'iden imaginäien geraden 
Linien, welche in jedem Puncte der Flächen sich schneiden, gehören den 
l)eiden Erzeugtmgen dersellten an. 

18 » 
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13C. Die Betniehtuu(/en ül>er eharacteristische Flächen in der 133. Kum-. 
mcr runden sich er.Ht dann ab, wenn wir nelx*n der eharacteristUehen Fläche 
des einschaligen Hj'jx'rltoloids auch die eharacteristische Fläche der irnajd- 
nären Linienfläehe, welche m»!! bleibt, und die ima^nnären chanicteri-stischen 
Flächen des zweisehaligen UviXTboloids tind des EUipsoids betrachten. 

Da-s einschalige luid das zweischalige Hyperboloid, welche durch die 
Ix-iden (ileichungen (47) und (74) dai-gestellt weixlen, haben wir, in dem 
Falle, da-ss X-, — X-,’, X, — X,'. X-, = X,'. zwei ziwainmengehörige HyperWoide 
genannt. Unter derselben Voraus-setzung .sagen wir, dass dius imaginäre um! 
reelle Ellij>soid, wiche diu-ch die Oleichimgen (72) und (7G) dargestellt wer- 
den , zusaramengehören. 

Um die Gleichung der chwacteristischen Fläche für das imaginäi^e El- 
lijisoirt (72) zu erhalten, brauchen >vii- blos.s in der Gleichung dieser Fläche 
für das ein.schalige Hyiwrlroloid (47) di« Zeichen von X» und r* zu ändern. 
Dann kommt statt (61): 



J -p J + y' + 



und wir erhalten .statt (6!l) die folgenden Ijeiden Gleichungen: 



r. 4- y . 



+ 



c‘ — 



4- a, 



(77) 



(78) 



•T* -|- y» -f- 2* — XnlVX'r*, 
woliei zwischen * und die fiflhere Bedingungs-Gleichung ftirtbeateht. Die 
characteri-stlsche Fläche besteht hier aus einem reellen und einem imaginären 
Theile. Diese beiden Theile wenlen bezflglieh von Ctuwen erzeugt, nach wel- 
chen zusammengehörige reelle und imaginäre Elliiwoide von Kugeln ge,sehnit- 
teu w'erden. Unter den imaginären Ellip.soiden befindet sich insbesondere 
das gegel)ene. Da.s mit diesen» zusammengehörige reelle Elli|>soid winl von 
der characteristischen Fläche immer in einer ivellen Curve geschnitten, die 
gleidizeitig auf einer Kugel liegt, deren Radius der dritten AVuizel aas dem 
Producte der drei Halbaxen dieses Ellipsoids gleich ist. 

Wemi die Gleichung der fflr den Fall des eiuschaligen Hyi>erlx>lüids mid 
des iniiiginären BUiiMoids reellen characteri.stischen Fläche (63) auf den Fall 
des zweischaligen Hj'iMU-lioloids und des reellen Ellipsoide Ix’zogeu weixlen 
soll, .so müssen wir X-,, X-,, X-, mit X-,’t' — 1, k'tV — f, XV — f vertauschen. 
I lann winl das Qusulrat des Leitatraliles der characteristischen Fläche negativ, 
die Hache stdbst also imaginär. Wir erhalten aber eine neue recUe nach«. 
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weuu wir fflr den imiif?inaren Leit«tnild — 1 nehmen. Dann kommt : 

{X-/.r» + (t« 4- y’ + r')’, 

und weim iudiesondere X, = A\, X, — X,', Xj — = X,', ist diese Gleiehung die- 
selbe, von der wir aitsgegsingen sind. 

Die characteristische Flftche eines einscUaligen Hyperboloids 
bestimmt also zugleich die imaginären Parameter aller Com- 
plexe des zugehörigen zweischaligen Hyperboloids, so wie die 
characteristische Flache eines imaginären Ellipsoids zugleich 
die imaginären Parameter aller Coinplexe des zugehörigen reel- 
len Ellipsoids bestimmt. 

137. Wir haben in der 98. Nummer vier verschiedene Arten von Con- 
gruenzen unterschieden. .Te<ler Durchmesser einer Flache zweiter Ordnung 
und Classe, welche einen Mittelpunet hat, fallt, der Richtung und Orösse 
nach, mit dem Hauptdurchmesser einer Congruenz, der die Fläche angehört, 
ziLsammen. Es entspricht hierbei jedem Diuvhmesser des einschaligen 
Hyperboloids eine Congruenz der ersten oder zweiten Art, je nachdem 
dieser Durchmesser das Hy|s;rlx>loid schneidet oder nicht schneidet. Den 
üel:erg!tng iHszeichnet der Fall, dass die beiden Directricen der CVmgruenz in 
einer Asymptote der Fläche zusammenfallen. 

Jeilem Durchmesser eines imaginären Ellipsoids entspricht eine 
Congruenz der zweiten Art. 

Jedem Durehme.s.ser eines zweischaligen Hyperboloids entspricht, 
je nachdem er die Fläche schneidet o<ier nicht schneidet, eine Congruenz 
der dritten oder vierten Art. 

Jedem Dun;hmes.ser eines reellen Ellipsoids entspricht eine Congruenz 
der dritten Art,. 

138. Von den vorstehenden Entwickelimgen sind diejenigen Flächen 
zweiter Ordnung und zweiter Classe ausgeschlossen, welche keinen Mittel- 
punct halxm und eimnal von reellen, das andere Mal von imaginären ge- 
raden Linien erzeugt werden: das hj’jxrtwlische imd elliptische Paralwloid. 

139. Wir liaben bereits ft-flher in der 111. Nummer eine Fläche zwei- 
ter Onlnung durch drei Complexe bestimmt, deren Parameter gleich Null 
sind. Es kommt dies darauf hinau.s, die Axen solcher drei Complexe als 
Linien der zxveiten Erzeugung der FlOeffe zu betrachten, die yon den Linien 
ihrer ersten Erzcugimg geschnitten werden. Durch die drei Linien der zwei- 
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teil Er/euj^iuig Imlien wir drei beliebige Elx-nen gelegt und diese Ebenen zu 
C'oordinaten- Ebenen genommen. Dann berührt die Flftche diese drei Elwnen. 
Diese Elx-nen schneiden die Kläcbe, au.s.s<>r in den drei Linien der zweiten 
Erzeugung, auch noch in drei Linien der ersten Erzeugimg. In jeder dieser 
Ebenen Lst der Durchschnitt der beiden Linien der zwiefachen Erzeugung 
der Punct, in welchem die-sell» -von der Flilehe Iwrührt wird. Unter ana- 
logen« VoraiLSsetzungen können wir auch das zweischalige Hyperboloid luul 
du.s Ellipsoid Ix^stimmeii. Wir nehmen irgend drei Tangential -Ebenen einer 
dieser Flüchen zu Coordinaten- Ebenen. Dann geht je<le die.ser Elienen durch 
zwei conjugirt imaginäre Linien der Fläche und diese Linien .schneiden sich 
in dem reellen Pimcte, in welchem die Ebene von der Flüche berührt winl. 
Wir wollen in Uebereinstimmung hiermit, indem wir zur angezogenen Num- 
mer zurückgehen , 

' /" I 

«" — «0 ±_ H« V— I , I (Tü) 

r, r" To 4- r„’y—i \ 

setzen. Daun gehen die Gleichungen (12) und (13) dieser Nummer, welche 
die drei Linien der zweiten und die drei Linien der ersten Erzeugung, welche 
in dem drei Coordinaten- Ebenen liegen, durstellen, in die folgenden Ober: 





(/ff -(- Al — l)j" («„ - - Wo 1^ — 


i).v 4- 


l - 0, 






(r., -f ro'1^-1): -1- (/« — AiV- 


l)j + 


1 - 0, 


(«0) 




(ut, -f -1- (Po — Po’F— 


!)-• -P 


1 - 0, 




und 












(Al ■— Ao y — l)a‘ -|- («0 -p «0 1 — 


l)y + 


1 = 0,. 1 






(Po - PoV— i)r + (A, •+• UV- 


l).r-P 


1=0, 


1 (81) 




(«„ — «„’ )A_l)y (,.„ -p UV — 


■I)- + 


1 =- 0. ] 




IHe 


Coordinaten der drei Bei-fllmingspuncte 


in ilen 


drei Coordinaten -Ebenen 


M'. 


XZ. YZ sind: 










— U 










'(l"o' + C«ll ’ 




l '-p<o ’"i) ’ 






r — ~ 

■* <»•’«' + Cp. ’ *' 


“ <üP< 


i' + Aii'P„‘ ’ 


(82) 




— V,' 


~ «11 'o 


~ *•'. . ■ 
' -P «»'P, ■ 


') 




Die Gleicliuugen (81) gelten unniitteUiar: 
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Wir erhalten für die Uleichung der Linienflilehe aus (9); 

1 + 2^i).r + 2wo// 4" + (/o* 4-/(1 ’).r* -1- («o’4-“o ’)j/* -{■ (•'(>’ -f-ro “)i* 

-f- 2(Knr(i — Ko'ro')yj 4- 2(/or<i — /o'«'«') * * 4- 2(/,w„ — /„'«o')-ry =— 0. (83) 



Je nachdem 
oder 



(/n* 4- fo *)» > (/„ I »' — /„' r) (/„ r,,' — /„' r„) , 



(/«» 4- /»'*)< (/o «'»' — /«' »•«) (A «’»' — /«' M , 

stellt diese Gleichung ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Elli- 
psoid dar.*) 

Setzen wir in dieser Gleichung 4, «», r» gleich Null, so koniiut: 

1 4- 4- — fa’z- — '2«^v„‘yz — 24'ro'a’r — 24'«o'a’y = 0. (84) 

Dann ist die Fläche ein zweischaliges Ilyperlioloid, das auf seinen Mittel- 
punct als Anfangspunct der Coordinaten bezogen ist. 

140. Die Be.stimmung des elliptischen Paraboloids ist der Bestimmung 
des hyperlxdischeu in der 114. Nummer ganz analog. Die Bedingimgs- 
Gleichimg (20) geht in "die folgende Ober: 




(85) 



Mit den Linien der beiden Erzeugungen wei-den die beiden Ebenen, denen 
sie parallel sind, conjugirt imaginär. Wir erhalten fOr dieselben die folgen- 
den Gleichungen, welche wir in eine einzige ziLsammenziehen: 

[(4tc -4- 4'e'o') 4- (4r.>’ — 4'i't.) J^r-lJ a- 4- [(«o", 4- «»'ro') + (“ot’»' 4- “»'«'o) 1^—1] .'/ 

4- (ci,* 4“ /'ft *) - ^ t) (8ti) 



und aus (24) zur Bestimmung der reellen Durchmesser- Richtung: 



4’ 4- 4'* 

- •* 



'4-«',,'’ 

> - - y 



f’o’ -f «'o'* , 



(87) 



141. W^ir hal>en hiermit die sämmtlichen reellen Flächen der zweiten 
Ordnung und CUttsse dmuli die Gleichungen di-eier linearer Complexe, deren 
Parameter verschwinden, daigeatellt und aus den Systemen solcher drei 
Gleichungen die Gleichungen dersell)en in Pimct- (Koordinaten abgeleitet: das 
ein.schalige Hyperboloid (9), dassellje bezogen auf seinen Mittelpunct (17), 
do.s hyperbolische Paralwloid (9), unter Voraussetzung der Btslingungs-Glei- 



eine gcometriMiho Itetiebiin^ tvriichen irgend drei Tangeotiiü- Ebenen einer gegebenen Flilche zweiter 
Ordnung und Clawe, welche zu di»cutirea hier nicht der Ort ist. 

*) Oeometrie dei Knumc» Nr. 3C. 
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chiin^; (20), da« zweischalige Hyjjerboloid mul das EUipsoid (83), erst^^rts 
auf seinuii Mittelpiuict lurzogen (84), und endlich, unter Voraussetzung der 
Bi-diiigungs-Uleichung (83), das elliptische Paraboloid (86). Ausgeschlos.seu 
hk'ibt hier, für den Fall des zweLsehiiligen lly{)«rl»oloi<ls, de.s elliptischen 
l’araliolaids mul des Ellipsoids, die Annahme, das-s der Anfangspimct der 
Coonlinuten innerhalb der genannten Flfli'hen liege. Für den Fall des ein- 
.sehaligen H}-)>erboloi(ls gibt es kein Innerlutlh und kein Au.s.serhalb. Die 
imaginilre Flüche ist ganz ausgeschlossen. Die CVuirdinaten-Bestimnumg wird 
illusorisch, wenn der Anlangspunct auf der Flä<:he angenommen wird. 

142. Diesel l>en Flüchen <ler zweiten Onlnung und -Cla.s.se, die wir durch 
drei lineare Gleichimgen in Strahlen -Coordinaten dargcstellt hal>en, haben 
wir in analogtjr W'eise auch durch drei (»leichungen in Axen -Coordinaten 
dargestellt und, wie wir aus jenen die Oleichung der Flüchen in Pimct^ 
Ciun-dinaten abgeleitet haben, aus dieser die Uleichung dersell>en Flüchen in 
Plan-Cbordinaten abgeleitet. Die Uleichung (28), welche wir in der 113. Num- 
mer (‘rhalten haben, geht für solche reelle Flüchen, welche nicht durch reelle 
gerade Linien erzeugt werden, in die folgende über: 

(C-D — tiY— i) (f« — « .) — 1^-1) (i’r- r„) — 

((' - ti) + '«y— I ) ((« - y«) -f /— i ) «r — «'») -F 1) 

Wenn wir entwickeln, verschwindet aus dieser Uleichung das Imaginüre. 

143. Reelle und iuuiginäre Kegelflüchen so wenig als reelle und iinugi- 
nüre ebene Curven hucsen sich durch dr«?i lineare Gleichungen, weder in 
Strahlen -Coordinaten noch in Axen-Coonlinaten, darstcUen. Jene sind nicht 
als Flüclum zweiter C'la.s.se, die.se nicht als Flüchen zweiter Ordnimg zu 
Ijetrachten. 

144. Alter die Frage, ob die Linienflü(-hen , die wir duR'h das Symltol: 

Sl Si tl Si =0 

dargestellt haben, dimch Particadari.sation der Complexe Sl, Si' , Sl“ nicht 
dennoch in andere geometrische Uebilde aicsarteu kömien, ist hienuit nicht 
erledigt. 

Wir wollen einem der drei (Vmiplexe seine ganze Allgemeinheit hussen, 
alter annehmen, dass die Ijciden anderen Complexe von der besonderem Art 
seien, dass sämmtliche Linien jedes derselben einer festen geraden Linie 
Itegegnen, und dass die beiden festen’ geraden Linien sich schneiden, oder, 
was dasselbe heisst, in derselben Ebene liegen. Wir wollen die beiden 
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Coordinaten-Axen OZ und OV mit ihnen zusammeufalleu lassen. Dann 
stellen die Oleichuiif'en 

ß' ~ s ro — «(> = 0, Si" £= o = 0 
die fraglichen l*eideii Complexe dar. Diese lieiden Gleichungen haben zur 
Folge, da.s.s entweder a oder r gleich Null ist. Hiennit in Uel)ereiustiin- 
uumg gehören einerseit.s alle Linien , deren t cionlinatcn die di'ei Oleii'hungen : 
.D- + /f.« + f = 0, 1- 
p — 0 , o — 0 I 

l>efriedigen, aiuleremeits alle Linien, deren Coordinateu die drei Gleichungen: 
ßx + C~ /ia 0. ] 

P = 0, r = 0 ) 

liefriedigen , der duRdi die drtdgliedrige C'omplex- Gruppe darge.stellten Linien- 
flndie an. Alle Linien, welche den drei Complexen (89) gleichzeitig nn- 
gehöreu, liegen in iler durch die Gleichung: 

J.r + + f; —= 0 _ (91) 

dargestellten Elwne und gehen, in dieser Ebene, durch den Anfangspuuct 
der Coordinateu. Alle Linien, welche den drei Complexen (90) gleichzeitig 
angehöreu, liegen in der Cwrdinaten-Elxme I’Z und gehen in dieser El)ene 
durch den Punct, der durch die Gleichung: 

Cu — ßr + />«- — 0 (92) 



dargcsslellt wird. Die Ebene (91) bleibt diesellie für alle Complexe <ler drei- 
gliedrigen Grupije: 

(.Ir — ßs + C) gp -r ua = 0, 

sie ist für alle die Ebene, welche dem Anfangsinmct der Coordinateu ent- 
spricht. Der Punct (92) bleibt derselbe für alle Complexe der dreigliedrigen 
Gruppe: 

{ßs-\- C — ßt}) a p ft' r = 0 , 

er ist fflr alle der Punct, welcher der Coordiuaten- Eigene I'Z entspricht. 

Die der .so l>e.stiminten Linienflache angehörigen Linien liegen also in 
zwei Ebenen und gehen in jeder dieser beiden Ebenen durch 
einen festen Punct der Durchschuitt.slinie der beiden Ebenen. 
Die beiden Ebenen und die beiden Puucte entsprechen einander 
in allen Complexen der dreigliedrigen Gruppe. 

Wir können die Linienflache durch eine Gleichung zweiten Grades in 
Punct-Coorilinaten darstellen. Dann erluilten wir die Ijeiden elien liestimm- 
ten Ebenen; aber es verechveindet jede Spur der Erzeugung dieser Ebenen 

PlUfker, Geom*lrl«. 
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durch eine gerade Linie, welche iniierholh derselben um einen festen Punct * 
sich dreht. Wenn wir uns der I’lan-Coordinaten zur Darstellung der Linien- 
flache bt>dienen, so erlialten wir die beiden Puncte; es verschwindet aber 
jode Spur der Umhüllung dieser Puncte durch eine gerade Linie, welche in 
einer festen Ebene li^. 

145. Die geometrische Bcstitnnlung der Linienflache kommt in diesem 
Falle darauf hinnius, diejenigen geraden Linien zu Ijestimmen, welche zwei 
gegelwne einander schneidende genule Linien schneiden und überdies,s einem 
gt^elienen Complexe angehören. Diese Linien liegen entweder in der Ebene 
der beiden gegelx-nen geraden Linien und gehen durch den in dem Complexe 
dieser Elwne zugeordneten Punct, oder sie gehen dundi den Durchschnitts- 
])unct der beiden gegelamen gcnulen Linien und liegen zugleich in deijenigen 
Eliene, welche in dem Complexe die-sem Puncte entspricht. 

Die vorstehenden geometrischen Iletrachtungen ergänzen sich noch da- 
durch, da-sg unter den Complexen der tiruppe sich einer von der Iresondem 
Art befindet. Die feste Linie, die von allen Linien dieses Comploxes ge- 
sc-hnitten wird und welche im Allgemeinen den beiden gegelienen geraden 
Linien nicht begegnet, wird, wie diese, von den Linien der Linionflüche ge- 
s4-hnitten. Diese Linienflache ist im Allgemeinen ein einschaliges Ilyper- 
Ixdoid, dessen Linien einer Erzeuging die drei gegebenen geraden Linien 
sclmeiden, artet aller, wenn zwei der divi gegelienen Linien sich schnei- 
den, in ein System von zwei Elienen, bezüglich in ein System von zwei 
Piincten aus. 

Wenn die feste Linie einer der beiden gegebenen, sich schneidenden, ge- 
gemden Linien begegnet, .so ändert sich in den vorstehenden Beziehungen 
wesentlich nichts. Dann wird eine der dm Linien derselben Flüchen -Er- 
zeugung von d§n lieiden übrigen in zwei Puncten ge.schnitten, oder, wa.s 
dasselbe heLsst, die drei Erzeugenden liegen in zwei EbenCn. Diese Ixnden 
Elienen einerseits, die lieiden Durchsc'hnittspuncte andererseits .sind diejeni- 
gen, in welche die Linienflache ausartet. 

146. Wenn insliesondere aber in den Complexen der dreigliedrigen Orupjie 
der Durchschnittspunct der beiden gegelienen geraden Linien der Ebene ent- 
spricht, welche durch diese Linie geht, so verschwinden die Constanten !t 
und C in den vorstehenden analytischen Entwickelungen : dann fallt die Ebeno 
(!)1) mit der Coordinaten- Ebene FZ, der Punct (!»2) mit dem Anfangspuncte 
der Coordinaten zusammen. 
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Die Linienfläche artet iu tlieaeni Falle in ein System vun zwei zu- 
sammenfallenden Ebenen, Ix’zflf'lieh in ein System von zwei in diesen 
Elienen zusammenfallenden l’iincten aus." 

147. Von dem zuletzt Ixdruehteten Falle .sind diejenigen wohl zu unter- 
scheiden, in welchen ohne weitere Bedinjiung: 



<f = 0, 


q = 0, 


V = 0, 


(oa) 


r-0, 


(» =. 0, 


, - 0. 


(04) 



In dem ersten Falle befriedigen die dreiglieilrige (Jomplex- Gleichung die 
Coordinaten jetler diwch den Aniangspunttt gehenden geraden Linie, in dem 
zweiten Falle die (Vsinlinaten jeder in der Ebene i'Z liegenden geraden 
Linie. 



So wie zwei zusammenfallende Directricen erst dann eine t'ongruenz 
Ix-stimmen (Xr. OH), wenn die Bedingung hinzukommt, dass die Linien der- 
aell>en einem gegebenen tVmiplexe ungehören, <ler eine mit den Direi-tri<'en 
zasammenfallemle Linie hat, so l>estiinmen drei durch deu.sell>en Pimct gehende 
Erzeugenden eine Linienflache erst dann, wenn noch die Bedingung hinzu- 
kommt, das-s die Linien derstdUm einem gegebenen Complexe angebören. 
Wenn diese doppelte Bedingimg fehlt, so erhalten wir in dem ersten Falle 
statt der C'ongruenz einen Gomplex von ^besonderer Art., des.sen Linien die 
Iwiden zusanimenliillenden Directricen schneiden. Im zweiten Falle Ix-dingen 
zwei der drei Complex- Gleichungen: 



p = 0, rn — sq — 0, (yr>) 

dass r« gleich Null wenle, und dieser Bedingung kann .sowohl durch das 
Verschwinden von « als durch das Verschwinden von r entsprochen werden. 
Demnach .sind die l>eiden voi-stehenden Gleichungen einmal mit den drei 
Gleichimgen (tOJ), da-s andere Mul mit den drei Gleichungen (!)4) gleichbedeu- 
tenil. Die Congruenz besonderer Art, welche durch die beiden Gleichungen 
(9.Ö) dargestellt wi«! und die Ctxjrdinaten-Axen UZ und Oi' zu Directricen 
liat, uimschliesst (Nr. 08) einmal alle Linien, welche in V Z, der Ebene der 
Ix'iden Directricen liegt, dius andere Mal alle Linien, welche durch t>, den 
Durchschnitt der beiden Directricen, gehen. Kommt in der Gleichung (!>.'l) 
die Bedingung o — 0 hinzu, so werden dadurch von der Congruenz alle 
Linien, welche in der Ebene der beiden Directricen liegen und nicht durch 
ihren Durclischnitt gehen, ausgeschlossen. Kommt in der Gleichung (04) die 
Btslinguug /• = 0 hinzu, so werden dadureh von der Congruenz alle die- 

10 * 
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jenigeii Linifii aiisgeselilossen, welche durch deu Durchschnitt der beiden 
Directricen gehen unil nicht mit ihnen in derselben EI)ene liegen. Wir kön- 
nen al.so sagen, dass die beiden Gleichungen (t»3) und (1)4) misainiuen die 
t'ongruenz l)esondei-er Art darstellen. Die Linien des einen Theiles der Con- 
gnienz umhöllen einen Punct, den wir als eine Linienflilehe erster Cla-sse 
Ix'tmchten und durch eine Gleichung in Phui-t.'oonlinaten darstellen können. 
Die Linien de.s anderen Theiles der L'ongnienz liegen in einer Ebene, die wir 
als Linienflache erster Ordnung betrachten und dund» eine Gleichung in 
Punct -Coonlinateu darstelleu können.*) 

14?j. W'ir haUm in dein vorliegenden Paragraphen, indem wir die gerade 
J.iinie, in ihrer dnp|x‘lten geometrischen Bedeutung als Sti-alil und Axe, .statt 
des Punct es und der Ebene, als 11 aumeleinent cingeföhrt. haben, durch drei 
lineare Gleichungen zwischen Strahlen- oder Axen-Coonlinaten eine Flftche 
der zweiten Ordnung und der zweiten (la.sse liestimmt, in der Art, dafa 
jede einzelne ihivr lieiden Erzeugungen durch drei solcher Gleichungen dnr- 
gcstcUt wird. Wahrend die Flöidie und demnach ihre Tangential -Ebenen 
und in die.sen die Berflhningspuncte reell sind, können die beiden Dnrch- 
schnittslinien der Tangential - Ebene mit der Flache, die beiden Erzeugenden, 
welche durch den BerOhmngsjnmct gehen, sowohl reell als imaginär sein. 
Unter dem so enveiterten Gcsichtspuncte können wir alle Flachen zweiter 
»trdmmg und t'lasse als Linienflachen ansehen. Die gesaiiimtcn Eigenschaften 
.solcher Flächen la.s.sen sich, wozu der Weg in dem Vorstehenden angebahnt 
i.st, in gleicher Weise aus der Discussion der drei lineiu-en Gleichungen zwi- 
•schen Strahlen- und Axen-Coordinaten ablciten, wie dicss bisher aus der 
Discussion einer (piadrati sehen Gleichung in Ibinct- oiler Ebenen-Coonlinaten 
geschehen ist. 

Um der analytischen Di«ciiitwion der fraglichen particulAnm Fflllo möglichen IrrtbClineni 
vorxubeugen, i»t es im Allgemeinen räthlich. homogene Gleichungen swiachen den sechs liuien- 
Coordinnten zu (imode xii legen. Wenn wir zum Beispiel in der vorstehenden analytischen Discussion 
die CoordinateU' Axen 02 und OX mit einander vertauschen . könnUtn wir leicht zu ilhereilten SchlHs« 
sen indiicirt wertlen. 
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Die Coniplexc des zweiten Grades. 



Abschnitt 1. 

Zwiefache aualf tische Darstelinnc eines (Komplexes des zweiten Grades, t'onipiex- 
Curven zweiter Classe, von Linien des Coniplexes ninhUilt; Complex- Kegel 
zweiter Ordnung, von Linien desselben heschriehen. t'oniplex- Flüchen vierter 
Ordnung und Classe, einerseits von Complex-Cnrven beschrieben, andererseits 
von Coniplex- Kegeln unihilllt. 



a 1 - 

Die allgemeine Qleichnng der Linien -Complexe des zweiten Grades in Strahlen- 
nnd Axen Coordinsten. 

14D. Von den vier Strahlen -Coordinaten: 
r, s, p, a 

bedeuten r und .v die trigonometrischen Tangenten deijenigeii W^inkel, welche 
die beiden Projectionen des Strahles in den Coordinaten -Ebenen XZ und V Z 
mit der Coordinaten -Axe OZ l)ilden, p und a die Segmente, welche diese 
beiden Projectionen von den Coordinaten- Axcn OX und oy abschneiden. 
Daraus ist die fünfte Strahlen -Coordinate: 

t; in ro — sq 

abgeleitet. 

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen den fünf Coor- 
dinateu sei die folgende: 

.fr» + Bs’’ + C -jr Ba^ -f- A’p* -t- Fif 
-)- 2 Gs 2 Hr 2Jrs 2 A'p»; — 2Laij — 2.i/ptf 
— 2Xra -f- 20 si 

-t- 2Prq -f 2Qrrj + 2/istj — 2.S'*ff — 2rn -f 2f'p = 0.*) (I) 

Dieselben Röcksicbten, die uns bostinunten, in der aligeraeinen Qleichun^f der Complexo 
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Diese Olek’hung enthält neunzehn von einander imahhängige Coustante. 
Es ist unnöthig, ein letztes Olied + '2 Vrj hiiuuzui'agen ; diis wflnle darauf 
hiimuskoinmen, die absoluten Wertlie der Constanten .V luid O um /' zu ver- 
mindern. Dureh Einführung eines .solchen üter/ählipm Gliedes würde die 
SjTninetrie im Allgemeinen zwar gewinnen; allein cs ist nicht räthlieh, lad 
sjM>eiellen Untersuchungen ein derartiges Glied l)eizut>ehalten, um so weniger, 
als wir es eintretenden Falles ohne Weiteres hinzufflgen können. 

l.üO. Von diwer allgemeinen Gleichung können wir sogleich zu der 
folgenden ül>crgehcn, in welcher .r', y', z' imd x, y. z als die Coordinaten 
irgend zweier Puncte einer Linie des Complexca auflreten;*) 

+ my—yr + U(r-r'p 

+ n\yz'~y'zY + A’(.r’z— ji')* + F(xy—xy)> 

+ 2C.{y-y') (z~z) -f 2 //(.r-.r + 2J{x-x-)iy-y) 

-f 2A(.iy'— .r»(j'z— .rz')-t- 2 L{xy'—x y){yz'—y z) -|- 2 .V(.r'z— a :') (yr'— y'z) 
+ 2.\(x — x\(yz’—y'z) + 20 (y ~ y'){x z ~ xz’) 

-f 2/'(.r — .i ') ( r'z — •rz') + 2(>(.r — j-') (.ry — .r'y) 

+ 2/{(y—y'}{xy' — xy)+ 2.V(y — y') (yz'— y'z) 

+ ^Ftz-zO (yz'-y z) -t- 2r(z-z') (yz-.rz') - 0.«) (D) 

Diese allgemeine (’omples-Gleichung wunl, indem wir x', y\ z' als die Coor- 
dinaten irgend eines festen Pmictes betraehOm und ilemnaeh eonsUint neh- 
men, während wir x, y, z veränderlich lassen, die Gleichung einer Kegel- 
fläche zweiter Ordnung. Diese Kegclfläche hat den festen Punct 
zu ihrem Mitteljiuncte, und ihre Seiten sind diejenigen Lini'en 
des Coinplexes. welche dureh den festen Punct gehen, 
l.ül. Von den Wer Axen- Coordinaten: 

/>. y, !t. X 

be*leuten die lHU<len letzten .t und x. reciprok und negativ genommen, das 

Gradoe zwinchen ^uf Strahlen- cMler Axen-C'(K)rdinnteD bexü|(licb die C'oefficieiiten von o und % 
mit ne^tiven Vorzeichen »u nehmen (vergleiche die Note *ar 26. Nummer), veranlaHe^n un«, io den 
entuprechenden Gleichungen der (.'om|dexe zweiten Grades diuiselhe zn thun. 

•) KinU'itendc Btdnwhtungen Nr. 3. 

Pen W'iden Gliedern i ^ 

3 \(j— (ift'— ät'O + y'l (x' I— Xi') 

würde »ich da» rilN>rzHhlige Glied; * 

if’tj — — 0 ix/— X» 

aiDtchlie^äon. I>anu aber lie»»en »ich die drei Glieilfr in die folgenden Iteiden: 

3[.V— r> (x^x*) i^s—yz) 4- (y— y) Cx's— xi'j 

zuiiuniuenziehcu. 
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.r mul y deqenigen beiden Piinete, in welchen die lx“zügliche gerade Linie 
die Elx'ne XZ und VZ schneidet. Verbindet man diese Iwiden Pum te mit 
dem Anfangspimcte der Coordinaten durch gerade Linien, so bilden diese 
Linien in den Coordinaten -Elienen -ViTund }'Z mit der A.xe OZ zwei Winkel, 
deren trigonometrisi;he Tangenten, reciprok und negativ genommen, /> und q 
sind. Danius ist die fanfte CVxirdinate: 

rj - ]!K — y.T 

abgeleitet. 

Die Gleiehimg desselben Complexes zweiten Grades, den wir olien 
dureh die Gleichung (I) in Stralüen-Coordinaten dargeatellt haben , wird unter 
Anwendung der Äsen -Coordinaten die folgende; 

Df + + F X .1*» + + Cgi» 

-|- 2A'y -|- 2Z/I + 2J//iy -f- 2 C.tgi — 2Hxa — iJ:ix 
— 2 iV/lx -p 'IDqK 

-P 2 .S 71.7 -P ITpa -P 2Vqn — 2l>qx — 2(>* + 2Ä.T = 0.*) (111) 

152. Von tlieser allgemeinen Gleichung kennen wir .sogleich zu derjeni- 
gen abergehen, in welcher /', t und l, u, p als die Coordinaten irgend 
zweier Ebenen, welche in der bezüglichen Linie .sich schneiden, auftreten; 

D (/ — /')* + F(/e — «')’ + /’{*' — *'’)* 

-p A(uv — »’ij» -p ß(t'p — fi'y -p C{fu ■ — /'«)» 

-p 2A'(tf — m) (c — «0 -p 2L(/ — r') (r — »') + 2.V(/ — (')(>• — «') 

-P 26'(/«’ — — fe) -p 2//((u — C «)(«»' — «'r) -p 2J{/'v — /r')(«r' — «'r) 

-P 2.V(r— 0(»r' — «>) -P 20{u — u')(f’D — tv’) 

-p 2.S(/~0(/'i — /p") -p 27'(f— /')(/«'— /'») 

,-p 21 ’(m — u)(/u — f'ii) -p 2D{u — «')(«»' — »’r) 

-p 20(p — v')(up' — k'p) -p 2D(v — r')(f'p — fr’) = 0.**) (IV) 

Die Gleichung (IV), welche die allgemeine Gleichung der Complexe des 
zweiten Grades ist, stellt, wenn wir u, v auf eine lielicbige feste Ebene 
beziehen und, dem entsprechend, als constant lietrachten, eine Curve 
zweiter Classe dar, welche in der festen Ebene von den in der- 
selben liegenden Linien des Complexes umhnllt wird. 

153. Die Vertauschungen von 



♦) Einleit. Betr. Nr. 6. 
**) Einleit. Betr. Xr. 3. 
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tuul 



r, s, 1, — (/, p, tj 



*, ff, tt, /), !/, 1 , 

so wü' dio entspredienden Vt’rtiiuschuugen von : 

(.r — :i'), (y—y). (z — z'), {yz'—yz), (x'r— jji'), {jey’ — x'y) 
und 

(!/»•' — u'r), (t'v — tv'), (tu' — t'u), (/ — /'), (« — ff'), (» — »*), 
weldie wir milchen müssen, nm iiezflglieh die Gleichimgen (I) und (III) vmd 
die Uleiehungen (U) und (IV) aas einander abzuleiten, kommen tlarauf hin- 
aus, einerseits: 



und 



andererseits: 



und 



so wie teides Mal: 



und 



I. H. C. 



r, s, a, p, tj 

jl, p, X, ff, M 

X, y, 2 , x', y', 2 
t, ff, r, t', ff', p', 
a, //, J, 



0. R 



/), K, F. A , L. .»/, .V, T, V 

gegenseitig mit einander zu vertauschen. 

154. Die lileichimg (1) wird erst dann symmetrisch, wenn wir sie durch 
Einführung einer sechsten Veiünderlichen, wie diess bereits (Einl. Betr. Nr. 6.) 
angeileutet Ist, homogen machen. Ist h die neue Veränderliche, und lielialten 
wir überdics.s die fllwrzahlige Constante V bei, so geht (1) über in: 

Ar> -f /?.»' + F/ii + ßa’‘ + Fq’“ -b Ftj‘ 

-b 2f»*A -b 2//r/t -b '2Jrs -b 'lA'iftj — 'iLarj — 2.1/pff 
— 2 Vro -b 20sq -f- 2 Vhi} 

■+■ 2/'rp 20rt) -b 2Rsij -b 2 .V*ö — 2Tha -b 2V/ig = 0.*) (V) 



*) Die Kinfdbrung tod A kommt darauf hiaau», die beiden erateri der drei l*rojectionen der 
geraden lioie (r, a, e)t 

durch die folgenden Itciden zu ersetzen: 

Ax — Ay»«t-{-tf. 

Hiernach kdnnen wir die gertide Linie in »jmmetrii<cher Wetze durch die beiden Oleichnngen je zweier 
ihrer drei rrojectioueu damteUen» durch die letzten tieiden, wie durch tUe folgenden: 
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155. Einer Vertauschung der drei C'oonlinaten-Axen unter einander ent- 
.spricht eine Vertauschung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der 
Coraplexe zweiten Grades. Wir wollen dalxd die Gleichung (11) zu Grunde 
legen, der Symmetrie wegen ater das Glied: 

•2 r(j — — i'y) 

hinzut'Ogen, indem wir .V und G mit .V' und (K vertauschen und 

.x—.v—y, o-fT—r 

setzen. Wenn wir alsdann erstens die teiden Coordinaten-Axen OX und 
(>}' mit einander vertauschen, so vertauschen sich gegenseitig (x — r') und 
(y—y), wahrend (: — i') unverändert bleibt, sowie (.r'r—.rz') und — {tfz—y'z), 
wahrend (.ry — x' y) sein Zeichen wechselt. Hiernach wenlen von der Ver- 
tauschung in keiner Weise berührt, die Coefficienten : 

C, t\ J. M, 



wahreiKl bezüglich 

. 1 , n, a, K ' 

und 



li, E, //, L 

ohne Zeichenänderung, mit gleichzeitigem Zeichim Wechsel 

V'. /', H, T 



und 



G'. .S’, Q, i: 

sich gt^nseitig vertauschen lind sein Zeichen ändert. 

ln der Gleichung (V) vertauschen sich hieniach gegenseitig: 

r und i) 

te'züglieh mit 

* imd (T, 

wälirend rj sein Zeichen wechselt. 

Vertanschen wir zweitens die teiden Axen O.Vund OZ mit einander, 
so vertauschen sich in (H) die Ausilrücke (a- — j') imd (r — i'), während 
(y — y) ungeändert bleibt, etenso (yz' — y z) und — (xy —x y), während 



und die folgenden: 



»X »s ry — i;, 



ry = 

wobei die Uedingunga-Olelchung erfüllt wird: 



ssD Ay— tf, 
rt =* Ax— y, 



rs — «pmAij. 

El iüt wohl kaum uoUiwendig» su Itemerken, da^M. wenn wir (x — 2'} für A schreiben, die Qleichung 
iV) in die Gleichung (II) Obei^ht 

riAcker, G«on«1rie. 20 
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(.r'i — j-j') s(.*in Zeichen ilmli'rt. Dem eiiUprei'heiul vertausclien sich in (V) 

r und 9 

mit 

• /< und — tj , 

wflhrend ci sein Zeichen wecdiselt. Von dei' Vertauschung werden hieniach 
niclit berfthrt die ('oefficientcn : 

//. //, Z. 

wahrend sich die Coefficienten 



bezflglich mit 



.1, h, 6, A 

C, /•. J, V 



ohne Zeichen Wechsel, mit gleichzeitiger Zeichenandening; 

y. J>, Jt, r 



bezaglich mit 

. »■'. V, <J 

vertauschen und (f sein Zeichen wechselt. 

Vertausj-hen wir drittens die l>eiden Axen <>V und OZ mit einander, 
so vertauschen sich in (II) die Ausdrfleke iy — >j \ und (r — so wie (j-y — x'i/) 
und — (.v': — .r:') mit einander, w.ahreud (.r — .r') unverändert, bleibt und 
ly:' — y':} sein Zeichen weclrselt. In (V) vertauschen sieh: 

X und ff 



mit 

walirend y sein Zeichen ändeit. 
nicht bernhrt: 



/i und >/, 

Von der VertaiLschung werden hieniach 



.1, I), (;, K, 

walirend sich die Coefficienten: 



B, E, //, L 



iK-züglich mit 

C, F, J, .1/ 

ohne Zeichenwechsel , unter gleichzeitigem Zeicheuwt'chsel 

<y, B, R, T 

bezrtglich mit 

r, Ü. l . S 



vertauschen und .V' sein Zeichen wechselt. 

Ks bleiben noch die Modificationen zu erörtern, welche dann eintreten. 
wenn wir das fllierzahlige Glied fortfallen lassen. 
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Setzen wir in der ersten Vertausehimg I" gleich Xull, so vertnnschen 
»ich zugleich mit den Koordinaten -Axen O.i und OJ' die Coefficieuten 

-V und () 

• unter Zeiehcnänderung. 

Setzen wir in der zweiten Vertaaschung (f gleich Xull, so kommt 
r' = — O, A” ^ .y — O; mit den t'«)rdinaten-Axen <>.Vund OZ vertauschen 
sich J" und A' unter Zeichen Wechsel, o<ler, was dussellw ist, 

O und A’ — f) 

ohne Zeichenftndenmg. 

Endlich vertauschen sich in dem dritten Falle , gleichzeitig mit den 
Koordinaten -Axen O}' und OZ unter Zeichen.lnderung die Coefficienten 

A' und A’ — O. 

Es ist nicht zu (ll>er»ehen, dass in allen CJleichungen nach der Ver- 
taaschuug die Drelumgsraomeute von OX nach O}', von Ol' nach OZ, von 
OZ nach OX genommen sind. 

ir>(j. Da die tih.'ichung (111), wenn sie, auf dieselben CVx>rdinaten-Axen 
Isizogen , densellxm Komplex zweiten tiraxles dnrstellen »oll, als die Gleidiimg 
(I), dieselben Konstant eii in anderer Reihenfolge euthillt, so behalten die in 
der vorigen Xumraer entwickelten Vertau-sdurngs- Regeln auch für die Glei- 
chung des Komplexes in Axen-Kooixlinaten ihre volLstJlndige und unmittelbare 
Geltung. 

1Ö7. Wenn wir den Anfiangspimct der Koordinaten in irgend einen l’unct 
(xa, y,i. In) verlegen, so treten, wahrend r und s unverändert bleiben, an 
die Stelle von p. <t, tj (Einleit. Uetr. Xr. 14.) die folgenden .^usdrOcke: 

e -h rr„ — ,r„, 
a + *:» — y,>, 
tj -f sa„ — /-y„, 

wonach die Gleichung (1) in die folgende Obergeht: 

(// -h — 'Ih'yaio -f 2/'r,, — 2 (Jy.,)r‘ 

+ {B + -j- — 2Za„i, + 2Ä.r„ — 2.S’r„)i« 

+ (C -r Dy,? + A'.r„* — 2.l/.r„y, + 2 Fy,, — 2 f>„) 

+ -{■ A’p- -f F}j‘ 

+ 2(t» — By»Zf, — A .a'o* Lxoy<t Mx^Zo — Oxa -f- Sy» — 7 

-f- 2(7/ — F,x„z„ -\-.Kxaya — /.y»' + ^ly«^o + -Fy.. — Bx» + f :„)r 

+ 2{J — Fx„y„ -b A'x„z„ Zy„r„ — .Vr„» — (.V— (>.r„ — liy„)rs 

-j- '2 A'qi/ — 2 La tj — 2.1/po 

20 * 
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— 2(.V+ A'Jo — 2Zy„+ Mz„]ra + ‘1(0 -{■ ‘2 K Xn — Ly„ — M z^sq 

+ l(P-\- Kz„ — A>„)rp -f 2((^ — />o + A’ !„)/■»; 

+ 2(/f + Fxi, — Lza)sij — 2(.V — Dzo + Lxo)sa 

- 2(7' + Py<> - »/-ro)« + 2(7' - Ex„ + l/y„)p = 0.«) (VI) 

158. Um die Gleichung des t'omplexes in Axcu-Coonlinaten auf deu 
neuen Anfang.sjninet zu beziehen, brauchen wir bloss in der vorstehenden 
Gleichung diesellten Vertauschungen vorzunehnien, dimdi welche wir in der 
153. Nummer die Complex-Gleichung (III) aus (I) abgeleitet hat)en. Auf diese 
Weise ergibt .sich unmittell>ar: 

/>/<“ + Eq* F 

+ (-l + Aro* + A' j^o* — 2 A In -|- 2 /'lo — 2 *• 

-f- (H -f- D Zi!^ -f" 7 i’i>* — ■ 2A.rnio '2Hx^ — 2*Sio);r* 

+ (C + 7)yo* + A’j-o*— 2-V.rnyo-f ‘ITy^, — 2 f.r„)w* 

+ 2Ay + ‘2 Lp + 2Mpq 

+ 2(C — />ynio — A'xn» -t- A.r„y„ + d/a„i„ — Oxa + A>„ — 7'io).tm 

— 2(7/ — ExtZa+ A>«y„ — Ly«* + -I/ynin + .Vy„ — Px„ + lza)nM 

— 1(J — Fx«y„ 4- A>oio 4- Ly„z„ — ,Vz„* — (;V— 0)i„4- (Jx„ — Ry„)xx 

— 2(A 4" A .ro — 2 Ayn 4~ d/ z^p x 4" '2(0 ‘1 h Xa — Ay„ — .1/ io)y t 

4- 2(.S' — />!„ 4- Lxt)pzr 4- 2(T 4- Pyo - ^/xo)pw 
4" 2(7 — hxo -\- .Vyo)y<a — 2(/'4" Eza — hy^qx 

- 1(0 — Fy„ + A zo) X +2(R+ Fx„ - Ai„),t - 0. (\T1) 

159. Wir wollen ferner das Coonlinaten- System, auf welches der Com- 
plex (1) ursprünglich Ix-zogen war, durch ein anderes ersetzen, des.sen Axen 
sich in dem ursprünglichen Anfungsimncte schneiden, aber beliebig ihre Itich- 
tung geändert hatren. In den einleitenden Betnichtrmgen ist diese Uoordinaten- 
Vervi'andlung auf drei successive Oirerationen zurflckg«*fflhrt worden, in wel- 
cher jede.smal eine der drei Crxmlinaten-Axen Ixibehalten wird, wftlirend 
<lie lK;iden anderen in ihrer Kbene Iteliebig gedreht werden. Wir Iwgnügen 
uas hier damit, das Resrütat einer dieser drei unG*r sich ühnliclien Operatio- 
nen hinzu.schreilx-n. Von einem rechtwinkligen Coordinaton- System au.s- 

•) Wen« wir statt der beiden Gliwlcr 

— 'iNra * 4 * 

die drei Glieder: 

• — 2AVtf iOrp 4" SA'Aiy 

einfdhren, so können wir die Wertbe, welche wir nach der Umformung für diene Glieder erholb'n, 
•chreiben: 

- «{.Y-Ay.-|-.Wx„)rö + 2(0 + A:x,~.Wx,)#v + 
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gehend, wollen wir die Coordinaten-Axe OZ beiWialten und die beiden 
anderen Cooi-dinaten-Axen OX und OV in X}' so divhen, dass sie in ihrer 
neuen Lage mit OX in der ui'sprflngliehen Lage die Winkel « und «' bilden, 
wonach der Winkel, den die Axen OX und OV in der neuen Lage mit ein- 
ander bilden, («' — «) - h winl. Dann geht die Oleiehung (I), indem wir 
(Einleit. Retr. Nr. 14): 

r mit r cas « -|- f cos s mit r .sin « -(- s sin 

Q mit <} cos « •+• r< cos ei, a mit sin « -f <j sin ei, 

mit !j sin fr 

vertauschen, in die folgende üIkt: 

(.( cos*« 4- li sin’ K -f 27 sin «cos a)r- (ß sin-' ei+ .Icos-' c' 27 sin«' cos«').»* 

+ f 

-)-(/*sin’«'-(- A'cos’«' — 2 .l/sin«'c'OSB')o* ■+■ (Acos*« -f- — 27/.sinßcasn)p* 

4- /'.sin* fr ■ >/> 

-b 2(f.’sin «'-f- //cos ei)s -b 2 (//cos « 4- 0 sin n)r 
-b 2(7(sinccos«'-bsinn'cos«) -b ./cos« cos«' -f Äsin« sin«') rs 
-b 2(A'cos« — /-sin«) sin fr-p»/ — 2(7sin«' — Ä’eos«')sin fr rr»; 

— 2(J/(sin« coa«'-b sin«' cos«) — Ä.sin«sin«' — /-'c-oso cos«')pri 

— 2(.V’sin«' cas« — Osin« cos«' — Pema cos«' -b .S'sin« sin«')rrt 
-b 2(Dsinc'cos« — -Vsin« cos«'-b /*sin«sin«' — .S’cos«cos«')*p 

-b 2 (/'co8*b — (,V — f>)sinßC 08 « — .Vain’«)re -b 2((>cosß-b Äsin«)sin fr-r»; 

-b 2(/f sin«'-b (>cos«')ainfr •*>; — 2(iS.sin*«'-b (.V — D) sin «'cos«' — /■’cos* «').»<; 

— 2(7’sin«' — /'cosn')c; -b 2(t'cos« — rsinnip = 0. (VITI) 

.Setzen wir 

fr = 2 > sin n' — cos «, cos «' -» — sin «, 

so ist das C'oordinaten- System ein rechtwinkligC'S geblielxm und bloss durch 
einen Winkel n um die Axe OZ gedreht worden. 

Bei dersell>en Aendening des t'oordinaten-Systems geht die Oleiehung (111) 
in die folgende über: 

(/>sin*«'-b A'cos*«'— 2.//8inc'c-os«')/»* -f (A'cos’o-b Äsin*« — 2.1/8inecosn)y* 

-b /'sin* fr 

-b (.Icos’n-b Äsin*ß-b 27siu«eos«)x* -b (Äsin*«'-b .-/cos*«’-b 27sin«'cos«')-T* 

-b C’o)- 

-b 2(A'cosß — Asin«) sin fr • p -b 2(/sin«' — A'cos«’) sin »■/> 

-b 2(.l/(sinß cosß' -b sinß' cosß) — Äsin« sin«' — Ä'coii«coso')/;y 




1 



— ir>8 — 

-|- -f- //cös«').Tio — 2(//cosf( -|- 

— 2 (V(sinn COR«' + sin «’ cos«) + -leos« cos«' //sin« siii«').T)! 

— 2(.Vsin«’ COR« — <>sinntasn' — Z'cosncos«' + .Vsin«siu«')//* 

+ 2(ZZsin«’cos« — .Vsinccos«' -|- /*sin«sino' — .S'cos« c«isn')y .t 

+ 2(.Vsin*«’ + (.V— f^)sin«'cosn' — /'cos ' «')//. t 2(/'sm«' — rcos«’|/Jo 

+ 2(/’cosß — 7'sinß)y(.) — 2 (/'cos’« — (.V — //)»in« cos« — Äsin”ß)/<* 

— 2((>cos« -f /?siu«) sin i( ■ * + 2 (//sinn' -|- i^cos«') sin 1^- ,T — 0. (IX) 



Aequatorialflächen, bpschrleben von einer Complex Curve, deren Ebene parallel mit 
sich selbst fortrückt- 

KiO. Uci der grossen Complication eines Coinplexes des zweiten Onulcs 
mflssen wir <liirauni(sluclit. nehmen, diiss wir die Uebersicht erleicliteni und 
dadurch der Anschauung zu Hülle kommen. Hierzu Lst uns ein Mittel in 
den iK'iden Sätzen geltoten, welche wir in dem vorigen Piimgrapheu bereits 
als den unmittelbaren geometri.schen Aiistlruck der Oleiehungen (II) und (IV). 
die, in der zwiefachen Coordinaten-nestimiiiung, die t'omi>lexe des zweiten 
tirailes darst«‘llen, gegeben hnlHm. Indem wir einerseits nümlich die uneinl- 
lich vielen Linien des (ätmplexes, welche in dersdlien Ebene liegen, in eine 
einzige (inip|xt zusuinmenfasscn , können wir, statt derstdben, die von ihnen 
umhüllte Curve zweiter Classe einfOhren. Indem wir andererseits 
die tmendlich vielen Linien ilcs Complexcs, welche durch denselben Punct 
gehen, zu einer (IrnpjR' vereinigen, können wir, statt dersellxm. in analoger 
Weise diejenige Kegelflüche zweiter Ordnung einfflhren, welche von 
ihnen gebildet wird. 

Dann brauchen wir einerseits, weil Oberhaupt alle Linien des Hamnes 
mit einem gegeltenen Puncte in einer Elwne liegen, mu alle Linien des Coni- 
jtlexes zu umrassen, nur diejenigen Complex -Curven in Hetracht zu ziehen, 
deren Eltenen durch den g<>gebenen Punct gehen; andererseits erhalten wir, 
da alle Linien des Raumes eine gegebene Ebene schneiden, alle Linien des 
Complexcs, wenn wir nur diejenigen Kegel in Betracht ziehen, deren Mittel- 
puncte in der gegebenen Ebene liegen. So treten an die Stelle von imend- 
lich vielen (oo j Complex -Linien, unemllich viele (<»’) Conijilex-CuiTen, l»e- 
züglicii unendlich viele (aoj Complex -Kegel. 
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Ifil. Wir kennen einen Scliritt weiter thun. Wenn eine Ebene sieh 
bewegt, so besehreibt die in ihr von Linien des Complexes umhilllte, ver- 
anderliehe C'nrve zweiter ('hisse eine Khlche; wenn ein I’unet sich Isjwegt, 
so wird eine Fläche von dem venänderliidien (Vnnplex-Kiigel , der diesen Funct 
znm Mittel|)uncte hat, uinhilllt. In der Hestimmung des Complexes ver- 
treten diese Flächen unendlich viele (co) Complex-Cun’en, tezflglich unend- 
lich viele (<») Complex- Kegel. Die einfachsten Flächen ilieser Arti entspre- 

chen eineiTseits dem Falle, dass die Ebene der beschreilx'nden Curve um eine 
feste Axe sich ilreht oiler parallel mit sich sellist fortrflekt., und andererseits 
dem Falle, da.ss der Mittelpimct des umlnlllenden Kegels eine fisite gerade 
Linie lieschreibt, (xler, wenn diese feste- Linie unendlich weit nickt, da.ss 
die Kegel in umhallende Cj’linder ausaiten, deren Axen einer gegebenen 
Eltene pandlel sind. 

Die .so Ijestimmten Flächen wollen wir Oberhaupt Coinplex-Flächen 
nennen. 

Indem wir diese Complex- Flächen einführen, können, wir die unendlich 
vielen (<»■’) Complex-Linien durch unendlich viele (ac) solcher Complex-Flächcn 
ersetzen, deren feste Axen in einer gegelienen Ebene liegen und in einem 
gegebenen Pimcte ditsser Ebene sich schneiden. 

Die angegebenen Erzeugungen der Comiilex- Flächen wollen wir nach 
einander einer analytisi-hen Di.scus.sion unterwerfen. 

1C2. Wir wollen von der allgemeinen (lleichung: 

D\i — t'Y -h Ä'(« — «')• -b — v'Y 

-Y A(uv — u rY -b /?(/'<■ — tv’Y -1- C(/«' 

4- 2A’(m — u')(v — I'') 4- 2£(f — 4- 2.V(/ — /')(« — «') 

4- 2(r(/u’ — — tv') -f 2//(tu — /'u)(iiv — H v) -|- 2J(l'r — lr)(uv — uv) 

4- 2 A'(t — /■) («F— i/'r) 4- •20{u — u)(t'v — lv) 

+ 2S{i—i')(t'r — lv) 4- 2 

-Y'2V{u — "’)(/«” — t'u) -b 2/'(« — «')(»»' — uv) 

4- 2f>(r — r') («F — «'»•) 4- 2/t{v — v'){f'v — /F) = 0, (IV) 
welche den Complex zweiten Grades in Axen-Coonlinaten darstellt, aicsgehen. 
Betrachten wir in dieser Gleichung u, F als oonstaut, so stellt diesellie 
eine Curve zweiter Cla-sse im Ilaume dar, welche von allen denjenigen Ebenen 
la-nlhrt wiitl, deren Coordinaten /, u, r die Gleichung befrieiligen. Die.se 
Curve licigt in der Ebene (/', F) und wird in derselben von Luiien des 
Complexes umhollt. 
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Die Pnyectiou liierter Cur\e auf eiue der drei H'oorilinaten Eigenen l'Z, 
XZ, -Vr ergibt sieh unmittelbar, wenn wir bezüglieh t, u, v gleich Null 
setzen. Auf diese Wei.«e erhalten wir, wenn wir nur die Projeetiou auf l'Z 
henleksiehtigen und. zugleich die ttleiehung durch Einffthning von » und «>' 
homogen machen: 

(/>/’* -b A"«'* -b + 2 A'«'r' + 2 Lf'v + 2.1//'«')»* 

— 2{Fr »' + A'w'ä>'+ L/'ir' — (.\—0)/'u — Pu^ — Quv + R (‘ i' S t’*) v m 
+ (./«'*+ Ä/'* + /V» — 2Jf'u — 'IQu tr -b 2R('m’ir* 

— 2 (/.'«' /c' + AW'4- .1//'«’’+ .V/'p'-b Pu F + yb» — r /’> — l'f'u')ure 

— 2 {Auf' + — ///' u — .//' p ' — AV' — Ot' w + Pu tt’ — (Jv >f'\uv 

+ (.i(p’' + r/'»+ Ä'»’'' — 2///'r' + 2/Vw' — 2fY«'')«* = 0. (1) 

1G3, Wenn wir in der vorstehenden Gleichung r' constant uehmen 
und w' .sich verändeni las-seu, so nickt, die Ebene (/’, u, »■', w'), welche die 
Coniplex-Curve enthalt, parallel mit sich selbst fort. Machen wir insbeson- 
dei-e die Voraussetzung, da.s.s diese Elwne mit l'Z jiarallel ist, so kommt: 

u = 0 , f' — 0 , . ", — — X, 

wolaü .r' den .\bstand der jedesmaligen Elx'ne der Coraplex-Curve von l'Z 
liedeutet. Die Gleichung (1) verwandelt sich hiernach, wenn wir zugleich 
duifh /’• dividiren, in die folgende: 

/!«'*+ 2 (Aa' — .Vlrw -b (/V* — 2ff .i' + Ä)p< 

-b 2(.V.i ' + r)«»' + 2(A'.i'*— t>.r' — fOur + ( AV« + 2 fV + (')(/= = 0. (2) 
Diese Gleifhung gibt, nuchdem der Abstand x einer mit l'Z parallelen Elxme 
bestimmt woixlen ist. in gt*wöhnlichen Linien -Coordinaten u, f. «■ die Pro- 
jection der in dieser Elxme liegenden CV>mplex-Curve auf l’Z, oiler auch 
diese Curve selljst in ihrer eigenen Elxne, wenn wir die Oixmlinaten-Eliene 
l'Z ]Ktrallel mit sich sellist so verschieben, dn.ss sie mit derElxme der jedes- 
maligen l'ouiplex-Cun'e zusammenlUllt. Wenn wir hiernach auch x als ver- 
ftuderlich betrachten und demuuch die Accente fortla.ssen, so .stellt dieselbe 
Gleichung: 

4- i(Lx — .S')p»’ -b 2(/'.r* — 2 Ri -\- R)f^ 

-b 2(.l/.r-b 7’)«»’ -b 2(A'.c * — Ox — -b (A’a'* -b 2 -b Qw* —.0 (.3) 

in gemi.schteu Punct- und Linien-Coordinaten .r, «, f, w den In- 
begriff aller C'omplex-Curven dar, deren Ebenen mit l'Z parallel 
.sind. 

Complex-Curven in Elienen, die unter einander parallel sind, bilden eine 
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(’omplex-Flftfhe, die wir eine Aequatorialflilclie nennen wollen, wahrend 
die einzelnen Coniplex-Curven llreiten-Curven heissen mögen. 

Die Gleiehung (3) schliesst dreizehn von einunder umibhajigige Con- 
stanten ein. Da die Coordinaten-nestimnmng in keiner weiteren Beziehung 
zu der AequatorialflAehe .steht, als da.ss die Richtung der Coordinaten-El>ene 
i'Z eine ausgezeichnete ist, .so hängt die Aec|uatorialflache iin Ganzen von 
fünfzehn Con.stantcn ab. 

1(>4. ln bekannter Weise erhalten wir die Be.stimmung des Mittel- 
punctes der durch ihre Gleichung in Linien- Ovordinaten dargestellten Breiten- 
Curve in einer durch x' bestimmten tH»ene. Die Coonlinaten dieses Puncte.s 
sind: 



Ix' — S Mx + T 

* “ i) ‘J ^ b ’ ( 4 ) 

und darnach ergibt sich, wenn wir die Accente fortlas.sen: 

Z.r-i-.V = 0, 1 
/ty— Mx—T —i). I 

Indem wir .r als ver^derlich Iwtrachten, stellen diese beiden Gleichungtsi 
eine gerade Linie dar, und diese gerade Linie ist der geometrische Ort für 
die Mittelpimcte der Complex-Gurven, welche die Acquatorialflüchc bilden. 
Wir wollen diese gerade Linie den Durchme.sser der Aequatorialfläehe 
und die Ebenen der Breiten -GuiTen zugeordnete Ebenen dieses Durch- 



messers nennen. 



•Tedcm Systeme iparalleler Ebenen entspricht im Complexe 
eine Aequatorialfläehe mit einem Durchmesser, der die paralle- 
len Ebenen zu seinen zugeordneten hat. 



IG.'j. Die Gleichung (3) gibt jede der Breiten -Curven in ihrer El>ene, 
nachdem diese Ebene durch den Werth von x bestimmt w'orden ist, in 
Linien -Coonlinaten w, r, «■. Wir können alter auch dieselbe Curve in ihrer 
Eltene durch die gewöhnlichen Punct-Coordinaten y und z ihirstellen. Dann 
finden wir für ihre Gleichung in liekanntcr Weise:*) 



•) Wenn der»elbe Kegelschnitt in «ler Kbene einmal vermittwUt Punct-OKirdindten y, 
dao underu MiU vermitteLit Linien • Coordinaten u, v, w durch die beiden Gleicbtmgvn: 
tfy* + *26yz + cs* -f +/■ "0, 

s^»ir H- Cv» d- 2/7a»r-f 2£i(v + /V — 0 

darge«telli wirtl, so kennen wir die Conntanten der einen Gleichung durch die Canstanten der anderen 
auf folgende Webe be^timmeu: 

PIAckcr, GetHnetrW. 21 



Digitized by Google 




— l(i-> — 

[{A.r— .sp - /HFx^-'2R.v+ tl)],f 
+ 2f/>(A>' — «.r— 6) — (Lx — S) (.»/.r+ T)]»j: 

+ [(.I/J- + ry — 0(Kx^ - 2 Ix + f)]:» 

+ 2[(.»/4 + n (^>» — 2A.I + //) — (Lx — S)(Kx‘ — Ox — a\\;i 
4- 2[(4j- — .V) {K.r* — -2 I x + C) — (.}/x + r){A x’ — Ox — t;)]z 
+ [ (A‘.r' — Ox — <;y — (/> — 2 Ä.« + /?) (*•»■' — 2 L'x + C)] = 0. (0) 
Wenn wir Ln dieser Gleieluiii({ nicht nur y und z, sondern auch x als ver- 
änderlich l>etrachten, so stellt sie, in gew'öhnlichen l’unct-Coordina- 
ten, die Aecnuitorialtiilche dar. 

Die Aequatorial fl Achen sind also Flächen der vierten Ord- 
nung. Sie werden von den ihrem Durchmesser conjugirten Eliencn in Cuiren 
zw'citer Ordnung geschnitten, weil in diesen Ebenen unendlich weit 
ein Doppel-strahl der Fläche liegt. 

106. Wir erhalten die folgenden drei Gleichungen: 

/>»■“ -p 2(/,x — .V)t'/c -p (/’.i“ — 2/f4 + ß')i^ 

-P 2(.V.r-p 7’)«//' -p 2(A'j'' — Ox — 0')ur -p (/.’.?•* -p 2rf 4'-pP’)«* — 0, 

-p 2(,Vy — / )t«' -p (ßy‘ — 2 7'y -f- 
-P 2(Ay + y')v>i> -p 2(/.,y*-p.Vy-//)^r-p(A>»-p2(>y-p.l)f» = 0, 

/’w* -p 2(A'c — -p {Fz' — 2Pz -p A)u^ 

-P 2(Ar-p/0^Ä’-p2(.l/i* — (.V— y)7«-P(//z«-p2.V2-p^)/» — 0 
für die (Jleichungen derjenigen A«‘<juatorialfla<’hen, deren llreiten-C’urven he- 
zOglich yz, XZ, Xy parallel sind, in gemLschteu Ihmct- mid Linien-Coor- 
dinateu. Die erste der vorstehenden drei Gleichungen ist die Gleichung (d) 
der 103. Mummer und aus ihr sind die beiden anderen naidi den Vertauschungs- 
regeln der l.'i.O. Nummer abgeleitet. Sie stellen, wenn wir fflr die <lrei Ver- 
•änderlichen x, y, z nach einander iUle möglichen Werthe ein-setzen, die ein- 
zelnen Hndten-Curven in ihren Elxuien dar. Setzen wir inshesmidere x.y.z 
gleich Null, so erhalten wdr die Gleichungen der drei C'omplex-C'urven in 
den drei tVK)nlinaten-Elx'nen: 

a ^ H’ — AC, A — t' — ac. 

b^AF. — Blt, n — ar—kd, 

c =/)•—.< F, C — d< —af, 

d—Cn-ßS, n — cd—öe. 

e^BF — DE, E — ht—df. 

f E' —CF, F— t’—ef. 

Ich «utnehnu* tUc<G Au»«lnlckc ikm *2. der „Kntwickluii|;f‘n*‘., Xr. 4^4. und Nr. 66*2. 
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/>«'“ — 2iS’rw 4- /7r> + 2Turr — 2<t’iu' + Cu‘ — 0, | 

£if> — 2 tV/c + Cn + 2Prn) —2//tv + ,li>= = 0, i (8) 

r>t!‘ — 20mF + .!»• + 2/f/Ä' — 2//W + Ä/* — 0. . J 



» 3. 

Meridianfl&chea, beschrieben von einer Complex-Gurve, deren Ebene um eine feste 
gerade Linie sich dreht. 

167. Die Aeciiuitorinlllilcheii, welche (iegenstiiml der Untersuchiiug des 
vorigen Paragiviidieu waren, .sind der geometrische ürt .stdcher Curven, die 
in iMindlelen Eljenen von Linien de.s Coniplexes umhüllt werden, oder, mit 
anderen Worten, deren Ebenen .sich in einer imendlich weit entfernten ge- 
raden Linie .schneiden. Sie sind als eine Particnlarisation solcher Complex- 
Flilchen zu lietrachteu , welche der geometrische Ort für Complex-Cun'en 
sind, deren Elienen durch eine feste Axe gehen. Wir wollen derartige Com- 
plex-Flächen als Meridianflächen liezeichnen, indem wir zugleich die 
Complex-Curven, welche eine Meridianfläche bilden, Meridiau-Curven, 
die Eljcnen, in welchen sie liegen, Meridian-Ebenen nennen. 

Die Ilcstimmnng der MeridianHächeu knüpft sich an dieselbe Oleichung: 

(£/'•+ /V'-l- 2A'«'r'-|- 2/./’r'-|- 2 .1//'«')»'* 

— 2 (/>'»•' Ku !t -f- Lt' tt — (.V — 0)t'u — — ij u r R t’ r -\- .V/'»)r/r 

-|- /?/'*-]-/'«''> — 2Jt'u — 2 2 /fr '»■')/* 

— 2(Ku tr' hvH'" -j- Mt' ir AV'r' + /Vc' -f (/r'> — /'/'• — /.’/'«')«»’ 

— 2 (.1 «'»■',-)- /«'/'* — IIi'h — Jt'r — K)r* — Ol'n> -|- Pi/tp' — (Jv’it>’)uv 

-)- (.Ir'* -f- C/'* -f- A"«''* — 2 ///'r' + 2 /Vw' — 2 /'/'»’')«' = 0, (1) 

durch, welche wir im vorigen Paragraphen die Aequatorialfläche bestimmt 
haben. 

168. Bei der willkürlichen Annahme des L'oonlinaten-System.s können 
wir, nnlieschadet der Allgemeinheit, für die feste Axe, um welche die Ebene 
der Complex-Cmwe sich dreht, eine der drei roonlinaten-Axen nehmen. 
Wählen wir für dieselbe die Axe OZ, .so müssen wir in der vorstclienden 
Gleichung v und «>' gleich Null setzen. Diesellte geht alsdann in die fol- 
gende über: 

(/>/'*4-A'»''-i-2.V/'«')»»4.-)((.V— 0)/'«'-|-/V»— .9/'')r/r-)-(.l«'*-|-/f/'*— 2y/'tt')r> 
-f- 2(7'/'-)- V u')t' -iiiv — 2(/r/' — Uu)t'ur -f- Cl’*u^ — 0. (9) 

21 » 
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Die Liiffe der Meriiliau-Hhene ist diirtli bestimmt; [wir können sie, wenn 

!j und .r zwei der drtn Coordinaten irgend eines beliebigen Piinctes der Ebene 
sind, in gleieher Weise durch: 

X u 

Ix'stiinmen. Die letzte Gleichung wird hiernach die folgende, wenn wir zu- 
gleich nach den Potenzen von x und y ordnen: 

(Ä’.r» — '1 M .vy-\- + 2(I‘x- — (.V — 0)xy — Sy^)fir -|- (.l.r* -|- 2Jxy-\-ßy^)v'‘ 

— •2{l'.r—ry)y u/r — ■>(//x + «:y)y uv Cfu? — (I. (10) 

Diese Gleichung geht, wenn wir die Axen <tZ und OY mit einander ver- 
tauschen, nai-h den V'ei'tausnluingsregeln des ernten Paragraphen in die 
folgende (Iber: 

(/'.«* — 2I.XZ -|- — 2((>ja — A'n — 7':=)««’ -f- (./.r* -p 2 //a-z -)- t'z’‘)u‘ 

-p 2(/fa- — Sz)z ■ VW — 2 l^a'-p O z)z ■ uv ß z* ■ v^ = 0 , (11) 

und diese Gleichung wiederum, wenn wir die Ijeiden Axen OV und 0.\ mit 
einander vertauschen, in die folgende: 

t/'y» — 2 A'yi-P ßz')w^ -p 2(/fy* — (iyz — Yz’)/w -p {ßy^+ '20yz -p Cz*)t‘ 
— 2((>y — /'z)z VW — 2{Jy -P ßz)z ■ tv -p .li» • r* = 0. (12) 

Die Gleichung (11) stellt die Ihxyection auf YZ deqenigen Complex-Cun'eu 
dar, deren Elx'ueu duiih OY gehen, die Gleichung (12) die I’i'ojection auf 
X Z derjenigen Complex-C'urven, deren Ebenen durch O.V gehen. Wir wollen 
die letztere als die allgemeine Gleichung der Meridianflftchen in 
gemischten Punct- und Linien-Coordinaten anseheu. 

Sie entlutlt, wie die allgemeine Gleichung der Aeqnatorialflftchen (d), 
dreizehn von einander unabhängige C'onstante. Wahrend aber, im Falle 
der Ae<|uatoria](lächen, da.s Coonlinaten-System nur iusofeni von der Fläche 
abliAngt , als die Richtung der t’«jordinatcn-Ebene durch die.sellje gegeben 
ist, wird hier durch die MeridianHäche die Axe .V bestimmt. [Eine Meridiau- 
rtäche hängtr also, ausser von ileil .dreizehn obigen l'onstanten, noch von 
vier neuen Constanten, im Ganzen also von sieben zehn Constanten ab. 

lüO. Wir wollen der folgenden Discus-sion die letzte Gleichung zu 
Grunde legen. 

AVenn wir den Winkel, welchen eine Ijcliebige^der Meridian-Elxuiet» mit 
XZ liildet, tf nennen, so ist: 

taug 95 = i ■ 
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Wir erliiUten also die Gleichung der Projection der bezöglichen Meridian- 
Curve auf XZ, wenn mr in der letzten Gleichung für die Coordinaten 

y und z 

die trigonometrischen Functionen 

sin <}• und cos y' 

einsetzen. Dadiuxh geht dieselbe in die folgende ülter: 

(/'sin* <f — 2 h sin y eas <f -p £ cos* y) «* 

+ 2 {h sin* <f — 0 sin ijr cos <f — l cos* qr)/«' 

+ {£ sin* ff. + 2 (i sin qp cos 9^ + t’ cos* 9)/* 

— 2(C> sin 9 — Pcm 9 ) cos 9 • e w — 2(y sin 9 •+ //cos 9 ) cos 9 • ^ r + .1 cos* 9 e* ■» 0, (Id) 
und, wenn wir durch cos* 9 dividiren, kommt: 

(/' taug* 9 — 2 h tang 94-/'’)»^ 

4- 2 (/t tang* 9' — O tang 9 — l')t>r 
+ (ß tang' 9' 4- 2 0 tang 9 + f ')/* 

— 2((t tang 9 — P)t>K — 2 {J tang y -\- H)iv + •• 0 . (14) 

Wenn wir endlich die Coordinaten -Ebene XZ lun G.l'diu'ch einen Winkel 
9 drehen, so dass sie, nach der Drehung, in der neuen Isige XZ' mit der 
bezflglichen Meridian -Eljene zusammen filllt, so bleibt in der neuen Coordi- 
naten -Bestimmung ^ unverflndert , wShmid wir fflr • cos 9 erhalten ~ , 

das auf OZ' als gewöhnliche Linien -Cow-dinate zu construiren ist. Um hier- 
nach die Gleichung der Meridian -Curve in ihrer eigenen Ebene zu er- 
halten, haben wir in der Gleichung (l.'i) e statt r ■ cc>s 9 zu schreiben, wo- 
nach dieselbe in die folgende übergeht: 

(/’ sin* 9 — 2 Ä' sin 9 cos 9 4 £ cos* 9 ) »“ 

-f- 2 (ß sin* 9 — 0 sin 9 cos 9 — l' cos* 9) /«• 

(ß sin* 9 -|- 2 C sin 9 cos 9 -(- C cos* 9) /* 

— 2(U sin 9 — /'cos 9)»«” — 2 (/sin 94// cos <f)/r -F .Ir* = 0. (1.5) 

Wenn wir 9 als veränderlich betrachten, so stellen die letzten Gleichungen 
den Integriff aller Meridian -Ciuwen dar, mit anderen Worten die Meridian- 
fläche selbst. 

In dem Falle der Gleichungen (13) und (14) geschieht dieses in der 
Weise, dass, nachdem, durch die Annahme der Meridian -Ebene, 9 einen 
bc'stimmten Werth erhalten hat, die.se Gleichungen die Projection der Meridian- 
CSirve auf XZ in Linien -Coordinaten f, r, >r darstellen, wonach diese Curve 
selbst gegeben ist. Durch die letzte Gleichung (15) winl dieselbe Ciin-e, 
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nach Annahme von <p, in ihrer eigenen Ebene «laigestellt. Dreht sieh die 
Meridian-Eigene uni 0 .1', so ändert sich iji ilir, abhängig von <f , lÜe Meridian- 
C'urve, welehe die Meridiimfläehe er/engt. In jeder ihrer Lagen ist sie be- 
zogi ‘11 auf die unverändert gidiliebene Ase OÄ' und eine veränderliche Ax^ 
fiS!', die, mit und in der Meridian- Ebene, welehe sie enthält, um OX 
sieh dreht. 

Wir sind somit zu einer analytischen Darstellung imd Coastruetion der 
Meridianfläehen gelangt, welehe der Darstellimg und Construetion der Aequn- 
torialltäeheu ganz analog ist. 

170. Die Uleichung de.s Poles der Axe OX in Beziehimg auf die Curve 
zweiter □as.se, w’elehe, dem jwlesmaligen Werthe von tp entsprechend, durch 
die Oleichung (14) dargestellt winl, ist die folgende: 

(y taug ip — P)m + [J tang ip //)( — .Iv = 0. 

Diese Curve (14) ist die Projection auf XZ der Iiezftglichen Meridian -Cuire 
und also der fragliche Pol zugleich die Projection des Poles der Axe OX in 
Beziehung auf die Meridian -Curve seihst. Es sind also zwei der drei Coor- 
dinaten dieses Piinctes: 



und die dritte ist: 



J tang <p II — A 

0 lang ip ~ P' * (> taug <p — P 



y = r • tang <jr = 



— A tang f 
Q taug Ip — P 



Zur Bestimmung des geometrischen Ortes der Pole von OX in Beziehung auf 
die verschiedenen Meridian-Curven halten wir ip zwischen den vorstehenden 
drei Uleiehungeu zu eliminiren. Setzen wir zu diesem Ende für tang ip seinen 



Werth ^ in die zweite Uleichung, so kommt: 



Ijij — Pi -f .1 = 0. 

Die erste Gleichung gibt: 

Jij-\-ll~ /jt -f //r 

^ “ O'J—P: ^ ’ 



woraus folgt: 



.l.r + Jy Hz = 0. 



(16) 



(17) 



Wir sind sonach zu dem folgeinlen Resultate gelangt: 

Wenn eine Ebene nm eine in ihr liegende feste Axe sich 
dreht, so ist der geometrische Ort der Pole dieser festen Axe in 
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Bezieliung auf alle Coinplex-Curven, welche die Kbene wahrend 
ihrer Umdrehung enthalt, eine gerade Linie. 

Wir wollen diejw gerade Linie die Polare 'der Meridianflaehc 
nennen. 

171. Die vorstehende (Ueichung(l.'i) ist wiederum als die Oleichung der 
Complex-Fla<'he in gemischten Coordinaten unzuselien. Denn tong ff ist als 

eine dreier linearer CVxjnünaten ^ > -r einis Punetes (r, y, z) zu l«*- 

trachten, wahrend t, p, >p Linien-C'oordinaten in der Ebene bedeuten. 

Um die in Rede stehende Meridianflache in Punct -Uoordinaten .r, y, z 
dai-zustellen, gehen wir zu der mit (1.5) gleichbedeutenden tileichimg (12) 
zurflek. Wir brauchen bloss statt der Linien -('oonlinatc-n t,p, m, in welchen 
diese Oleichimg die Projectionen der Meridian -Curven auf 7’^ in dieser Elxaie 
ausdrückt, die Ijeiden Punct-Coordinaten r und z einzufflhreu. Die bekannten 
Traasformationen (Xr. 1C.5. Xote), auf deu vorliegenden Fall angewandt, 
geben, wemi wir zugleich durch z- dividiren, die folgende (tleichung: 
[{Ry^-Oyz - Vz>Y - (Fy’ - 2 Ay z + A’z») {By^ + 2 Fyz + Uz*)] 

— i[{Jy+ Hz) (Ff- — 2h'yz+Kz*) — (i>y — Fz) (Hy* — l»yz — F z*)]x 

+ r(Uy — — -l(Ay — 2A'yz4- A’z*)].r» 

- nWy - 7'z) (Hy* + itiyz + Uz*) - (Jy + Hz) (Hy*-Oyz- Uz*)) 

+ 2[A(Hy*-Oyz- Uz*) - (Vy-Fz) (J y + Hz)\x 

+ [(Jy + Hz)* - MHy* + 2Uyz + U:*)J - 0. (18) 

Die Meridianflachen sind also, wie die .\equatorialflachen, 
von der vierten Ordnung. 

172. .lede durch die Axe OX gehen<le gerade Linie schneidet die Flache 
in vier Pimcten, von welchen zwei auf die.st>r Axe zusammenfallen. Die 
Axe ist also ein Doppelstrahl der Meridianflache. Eine l>cliebige 
Elnme schneidet die Flä<-he in einer C'urve vierter Ordnung, die auf dem 
Dop))eLstrald derselben einen Doppelpunct hat. Dieser Pugct rückt unendlich 
w’eit, wenn die schneidende Eliene dem Dopi>cl.strahl parallel winl. Geht die 
Ebene durch den l)op(>elstrahl, so wird dieser auch eine Dopi>ellinie der 
Durchschnitts-Curve. In Folge davon reducirt sich diese auf die zweite Ord- 
nung, indem sie eine Complex-Curve wird. 
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HeridianllächeD, umhüllt von Complex- Kegeln, deren Hittelpuncte in gerader 

Linie liegen. 

173. AHp Linien eiins ConiiJexes des zweiten tlnules, welche einer 
gegelx-nen geruden Linie liegepnen, la.s$en sieh in dop|«dter WeLse zii-sammen- 
gnippireii; einerseit.s liilden sie die (Je.sitnimtheit, der Tangenten unendlich 
vieler Conjplex-Cnn'en zweiter Classe, deren KIxmen durch die gerade Linie 
gehen, andererseits die (ie.sainintheit der Seiten unejullich vieler tbinplex- 
Ke.gel zweiter Ordnung, deren Mittelpiinete auf der gegebenen geraden Linie 
liegen. Wir können hiernach dieselben tVnnplex- Flächen, welche wir in den 
beiden vorhergehenden Paragra)»hen als durch Complex-Curven bescludeben 
ansahen, nunniehr von Coniplex- Kegeln uinhollt betrachten. 

In Uehereinstimniung hiermit hissen sich von einem beliebigen Puncte 
einer gegebenen geraden Linie aas in jeder durch diese Linie gehenden Eljene 
zwei Tangenten an die in ihr liegende Complex-tJnrve legen. Diese lioiden 
Linien sind Linien des Complexes und erzeugen, wenn die Eliene um die 
gegela-ne gerade Linie als Axe sich dreht, eine Kegelfläche, die dem Com- 
plexe angehOrt, die den angenommenen Punct zum Mittelpuncte hat und die 
der hetrellenden Complexflaehe umschrielien ist. So entspricht jedem Puncte 
der gegebenen geraden Linie ein Coraplex - Kegel , der, weil er von jeder 
durch seinen Mittelpunet gehenden Elwne in zwei geraden Linien ge.schnitten 
wird, von der zweiten Orihumg ist. Die Curve, in tvelcher ein .solcher Kegel 
ilie Complex-Fläche Ix-rährt, ist im Allgemeinen keine eliene Curve, so wie 
die Tangential- El a*nen der Fläche in den Puncten einer Complex-Curve im 
Allgemeinen keine Kegelttäche lunhüllen. 

174. Wir wollen von der allgemeinen Oleiehung: 

.l(.r-.r'p -f 

+ f>(y~—y-Y + z—xz'Y -t- F(iy—xyY 

+ — — F) + •m(x — x') (2 — F) -f- •lJ(x—x'){y—y) 

-i- 2 K(xy'—xy)(xz—xz) -f 2 L(xy'—x y){yz —y z) + i V (Fr— j-z') \yz'—yz) 
- -t- ■2^(x — x)(yz' — y'z) 20(y —y)(x z — xz) 

-f 2 /'(> — X) (F z — xz) -i- 2 (> (j- — .F) (xy — x y) 

+ 'iK(y-y) (^y' — ^'y) + 2.V(y — /) (yz—yz) 

■Y ■2T(z — z){yz'—y z) 2 /'(r — F) (.Fr — .rF) — 0, (II) 
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welche den Coiuplex zweiten Gnides in Stnilden-t’oordinaten darstellt, • niis- 
Kclien. Hetnichten wir in dieser Gleichung .r, y, z als constant, so stellt 
dieselbe einen Kegel zweiter Onlnung dar, welcher dureh alle diejenigen 
Puncte des Kauines geht, deren Coordinaten .r, y, z die Gleichung ladriedigen. 
Dieser Kegel hat den Punct (j'. y, z') zum Mittelpimet und ist der geome- 
trische Ort l'Qr die durch denselben gehenden Linien iles Complexes. 

Der Durchschnitt dieses Kegels mit einer der drei Coordinaten -Ebenen 
]'Z, XZ, AF ergibt sich uirmittelbar', wenn wir in der vorstehenden Glei- 
chung bezüglich j;, y, z gleich Null setzen. Auf dirsre Weise erhalten wir, 
wenn wir nur den Durchsrhnitt mit l'Z Ireitlcksichtigen , die folgende 
ftleichung: 

(.l.r'» -p ///« + Cz>+ 2Cyz -|- 2 //.r'r' -f- 2Jx'y‘) 

— 2(0'-!- fiij H-v — (.V — 0)x y /'.r'* — Sy'‘~ T y z' V.r'z')z 

+ ((■+ AV»-2.»/.iy — 2 7y-f C.r'):* 

- 2(A/ -f- (iz‘ + Jx + AV:'- itx^-Hxy -|- Syz -f Tz^y 

— 2(0 y z' — f» -p hx '* — l‘X'y — Mx' z' — G.r'-p Sy — Tz')yz 

-P {B-\-0z'* + Fx‘ — 2Lxz' — 20x' + ->Sz')y‘ = 0. (10) 

Diese Gleichung ist derjenigen analog, welche wir Nr. Iii2. aus der 
(tleichiurg des Complexes in Axeu-Coordinaten airgeleitet halren, um die Prf>- 
jeetion iler in der Ebene (/', v, >r’) liegenden Cornjilex-Curve auf die Coor- 
di traten -Eirene darzustellen. Um die neue Gleichung aus der froheren (1) 
direct abzuleitrai, halten wir in diirser nur rr und rr' gleich 1 zu setzen und 
daun nach den Vertauschungsregeln der lö3. Nuinmer zu verfahren. 

17Ö. Die Gleichimg (10) stellt in der Coordinaten -Ebene VZ eine Cmrve 
zweiter Ordnung dar, den Ort der Dun hschnittspuncte aller Linien de.s Cora- 
Itlexes, welche durch den gegebenen Punct (j-’, y\ r') gehen, mit dieser Ebene. 
Der Kegel ist damit voUkommen bestimmt. 

Wenn wir in dieser Gleichung neben y und r auch x', y\ z' als ver- 
änderlich betrachten und als die Coordinaten des Mittelpunctes eines Complex- 
Kegels an-sehen, so können wir sagen, da.ss die vorstehende Gleichung 
(10) den Inbegriff aller Complex-Kegel und demnach auch den 
Complex selbst darstelle. 

Wir wollen den Punct (x', y, i') tiuf einer geraden Linie fortrücken 
las.sen. Alsdann umhüllen die bezüglichen Complex-Kegel eine Complex-Flärdte. 
Nehmen wir für di«-se gerade Linie inslresondere die Coonlinaten- Axe 0\. 
so ist die umhüllte Fläche dieselire Meridianfläche, die wir im vorigen Para- 

riacker. C*om«1rte. ^2 
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(iraphen als den fieoinetrisclien Ort solcher Coniplex-Curven, deren Ebenen 
in derselben Axe sich schneiden, bestimmt halxm. 

170. Indem wir, der gemachten Voraussetzung entsprechend, y und j' 
gleich Null setzen, geht die letzte Gleichung in die folgende Ober: 

(/V» — 2A.I -f — 2{A'.r'> — G.r' — t;)yi + (A’.r'»+ 2 r.r' + C).-» 

+ 2((tx' — J)jc’ y — -j- //)x'r + .l.r'‘ = 0. (20) 

Diese Gleichung stellt also, wenn wir neben y imd : auch x' sils veränder- 
lich betmehten, den Inltegritf aller KegelflJlchen des Complexes dar, deren 
Mittelpxmcte auf der Axe ft. V liegen, und ist. daher, in dem oben festgcstell- 
teii* Sinne, als die Gleichung der von ihnen umhallten Complex-FIOche an- 
zusehen. Die Gleichung gibt in Punct-Coordinaten die Basis einer solchen 
Kegelfläche in nachdem der Mittelpunct derselben durch .t' bestimmt 
worden ist. .I«le gerade Ijinie, welche diesen Punet mit einem Punete der 
Basi.s verbindet, ist eine Seite des Kt^els. 

Wir können die Tangential - Elx'nen de» Kegel» direi-t constmiren und 
zwar dadurch, daas wir durch seinen Mittelpunct und die Tangenten der 
Basis in I'Z Kl>enen legen. Eine Coordinate einer solchen Tangentiul- 
Eiiene ist: 

^ I 

w x" ’ 

wonach wir die letzte Gleichung unter der folgenden Fonu schreiben können : 

(A>«-f-2Af»'-l-/ff')y* — 2(A>»-f-f>/« — (A'»'» — 2 f V/r -f ft») 

-)- 2{i>K J/)iry — 2(PtF — ///)wz -|- Ak’’ — 0. (21) 

Die vorstehende Gleichung stellt in gemischten Punet- und Ebenen-Coordina- 
ten die Meridianfläche dar. 

177. Es sind die Tangential -Eirenen der UmhOlliuigskegel zugleich Tan- 
gential-Ebenen der umhüllten Complex- Fläche. Durch die Annahme von 

der einen Ooordinate einer solchen Ebene, ist der Mittelpunct des ent- 
sprechenden ümhüllnngskegels bestimmt. Die beiden anderen Coordinaten 
einer solchen Tangential -Elnme sind, weil diese Elx>ne durch eine Tangente 
der Basis des Kegels in FZ geht, identisch mit den beiden Coordinaten die- 
ser Tangente in ihrer Ebene. Föhren wir also statt der Ireiden Punct-Coor- 

diüaten y und r in die letzte Gleichung die Linien- Coonlinaten ~ und — 

ein, wonach diese Gleichung unter Anwendung der 'IVatusfonnationsfomieln 
(Nr. 105. Note) nach Division durch «r- in die folgende ülrergeht: 
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[(A «>» 4- Ottp — Gr-f — (/>* + iHtm 4 nt*) (Kk* — -2 Vtw 4- 6 V»)| 

— •2[(/'»' — ///) (A>' 4- 2/f/Ä>4 — {{} K J t) {K w* O t m — Gl*)]t! 

+ [(Qk + Ji)* — A{F»>-\-2I(tw-\- ni*)]i!* 

+ 2 [((>«■ + //) (Fii:* — 2 l'/m H- C’t‘) — (/'«• — ///) (A'«-* 4- O/w — /;/«)] « 

— 2[.I(A'»>- + — G t‘) — ((>«’ + Jf) (/'/» — 

4 [(/'*' — ///)> — .1(AV— 2r/Ä’ + 0»)]«-' — 0, (22) 

so stellt, diese flleichun>; in Plun-Coordinaten dieselbe Meridian- 
flache dar, welche wir im vorigen Paragraphen durch die Gleichung (18) 
in Punct-Coordinaten dorgcstellt hul>cn. 

Die Meridianflachen sind sowohl flächen der vierten Ord- 
nung als Flächen der vierten Glasse. 

178. Um die Polar-Ebene der Axe O.V in Beziehung auf eine beliebige 
der KegelHächen zu erhalten, denm Mittelpuncte auf dieser Axe liegen, 
brauchen wir blos.s durch den jedesmaligen Mittelpunct derselben und die 
Polare des Anfangspunctes der Coonlinaten in Bezug auf die Durcdischnitts- 
Cnrve in f'Z eine Elsuje zu legen. Nehmen w'ir, nachdem -r' angeiioinineu 
worden ist, die Gleichung (20) frtr die Gleichung dieser Durdj.schuitt84;urve, 
s<i erhalten wir Is-kaimtlich für die fragliche Polare, nach Hinw’t'gla.ssung 
des gemeinschaftlichen Factors x', die Gleichung: 

(Ox'-J)!/ - {py+//)z + Ar = 0. 

Danach winl die Gleichung der Polandame : 

— .1.1- -I- ((i.r — y)y — (/».)■ f- //»: 4- Ar - 0. (23) 

Diese Gleichung wird insbi>sonilen>, unabhängig von .r', befriedigt, wenn gleich- 
zeitig: 

Ar + /v 4 P- “ G, 

Oy — Pz 4- A = 0. 

jUso schneiden sich die Polareljenon der Coonlinaten- Axe OX in Beziehung 
auf alle Cloraplex- Kegel, deren Mittelpuncte auf OX liegen, in derselben 
geraden Linie, die durch die letzten beiden Gleicliungon <latgestellt wird. 

Diese l>eiden Gleichungen sind aber diraelben. welche wir früher (Nr. 170.) 
für die Polare der Meridianflache erhalten haben. 

Die Polare einer Meridianfläche steht also zu derselben in 
der doppelten Beziehung, dass sie einerseits der geometrische 
Ort ist für die Pole des Doppelstrahles der Fläche in Beziehung 
auf alle Meridian-Curven, und dass sie andererseits umhüllt 

22 * 
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wird von den l’olarebenen derselben f{eruden Linie in Beziehung 
auf alle umhüllenden Coinplex-Kegcl. 

17y. l)im:h jetle die Axe OX schneidende gerade Linie , lassen sich an 
die Complex-Flftclie vier Tangential-Et>enen legen, von welchen zwei durch 
diese Axe gehen. Duise Axe Ist also eine Doppelaxe der Meridian- 
f lache. Von einem Iwliebigen Puncte aus lü-s-st .sieh an die Flache ein Kegel 
vierter Clas.se legen, der eine dunh OX gehende Dopi>elel>ene hat. Wenn 
inslHJsonden' der Piuict auf der Dopiwluxe der Coniplex-Fläche ungeiionimen 
winl, so wird dieselbe auch eine Doppellinie de.s Berflhningskegels vierter 
Cla.sse, da.s heisst eine duR'h den Mittelpunct des.selben gehende gerade Linie, 
welche von imendlich rtelen Taiigential-ElH.'nen tuuhüllt winl. Dadurch redu- 
cirt sich der Kegel auf die zweite t'Ia.s.sc, indem er ein Complex-Kegel winl. 

Wenn wir die in diesem und dem vorheigehcnden Paragraphen erhalte- 
nen Resultate in Verbindung bringen, so gelangen wir zu der Folgerung, 
da.s.s die Coonlinatcn- Axe OX zugleich ein Doppel.strahl und eine Doppelaxe 
dersells-n Meridiantlache Ist. Wir können also von der Doppellinie 
der Meridianflache sprechen und dieselbe einmal als Doppel- 
strahl, das andere Mal als Doppelaxe auffassen. 



» 3. 

Aeqnatorialflächen, von Gylinderflachen des Complexes nmbUllt, deren Seiten einer 
festen Ebene parallel sind. 

IKO. ln die Reihe der Complex-Kegel, w'elche eine Meridianfiäche um- 
hüllen, gehört ein Cylinder, des,sen Mittelpunct auf der Dopjxdlinie derselben 
unendlich weit liegt. Es gibt unendlich viele, solcher Cylinderflachen. Jeder 
gegelienen Richtung .sind die Seiten eines .solchen Cylindei-s so wie die Axe 
desselben parallel. Es ist augenscheinlich, da.s.s nicht irgend zwei Cylinder 
eine gemeinsame Seite haben, dass alle Seiten aller Cj-linder den InlK'gritf 
aller Linien des Complexes bilden. Wir können die flylinder zu Gruppen 
von je imendlich vielen zusammennehraen, deren Axeu einer gegebenen Ebene 
parallel sind. Dann umhüllen solche Cylinder eine Fläche. Zm- leichtem 
Ueliersicht eines Complexes können wir also auch die unendlich vielen (ac’) 
Linien demselben zu unendlich vielen (■x*) Grup|>en verbinden, dcrcn jale aus 
den iieiten eines Cylinders liesteht, und wiederam .statt der unendlich vielen 
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(cx,*) Cylinder imendliuh viele (ac) Flilchen, deren jede von unendlieli vielen 
(oo) solchen t'ylindern unihfltlt wird, einffthren. 

Diejenige Flache, welche von den unendlich vielen C'omplex-Cylindern 
nmhflllt winl, deren Axen einer gegebenen Ebene parallel sind, ist keine 
andere, als diejenige Ae<iuatorialfläche, die von Coniplex-Ourven in Ebenen, 
welche der gegeljenen parallel sind, gebildet wird. Die Aecpiatorialflache i.st 
als eine der vorhin l>etraehteten Fomplax- Flachen anzusehen, deren I>opj)el- 
linie unendlich weit liegt und deren Polare ihr I)urchmes.s<>r ist. 

IHl. Uni durch eine einzige Gleichung den Inla'griff aller Cbmplex-C'y- 
linder darzustellen, brauchen wir bloss in der Gleichung (19) des vorigen 
Paragr«|)hen .r", y, z unendlich gross zu nehmen. Dann erhalten wir die 
folgende, in Beziehung auf die.se Grössen hoiuogeno Gleichung: 

[/y* — 'ILxz' ~ — 2[A',i'-— Ai'y' — .)/.c';‘-f + — 2.V.r'y'+ 

+ 2[C>.r'ä+/f.ry— .Sy'j'— 2 [/V* — (.V— f>).ry— .Sy'-f- fVi'd- 7>'r']r 
+ [.ly* + 2 J.i'y + ////■- + 2 n.rz + 2 Cyz 4- 1’.-''] = 0. (24) 

Wenn wir, unter Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axen, die Winkel, 
welclie die jedesmalige Richtung der A,xo des t'ylinders mit den drei t'oordi- 
nateu-Axen bildet, durch er, fl, y bezeichnen, so üst: 

X \y \z' — CO.S B : cos fl : cos f', 

wir können demnach cos«, cm ß, cm y an die Stelle von x', y, z' in die 
letzte Gleichung eiiifflhren. Nachdem diese drei (’osinu.s be.stimmt worden 
sind, stellt dann die vorstehende Gleichung diejenige Cun'e zweiter Ordnung 
dar, in welcher der liezögliche t'ylinder die Cooixlinaten- Ebene I'Z schneidet. 
Wenn wir die drei Cosinus cos b, cos fl, cos y, zwischen welchen die be- 
kannte Relation besteht: 

cos* B -F cos* ß -f- cos* — 1 , 

ebenfaUs als veränderlich ansehen, so können wir dieselbe Gleichung 
(24), welche jetzt die folgende Form angenommen hat: 

[/’ cos» B — 2 A cos B cos — D cos* y]y^ 

— 2 [A' cos* « — Lom« cos ß — .1/ cos « cos -f /? cos fl cos z 
-)- [E cos* B — 2 V cos « cos fl -f /> cos* fl] r* 

2 [(> cos* « + /? cos B cos ß — .V cos « cos j' — .V cos fl cos g — '/' cos* y]y 
— 2 [Pcos* « — (A' — O) cos B cos fl — .V c-os* ß-\- 1’ cos a cos y — 7' cos ß cos yj z 
-l-[.4cos*«-f-2/cosncos^-t- Afcos*fl-f-2//eos«casy-!-2ö'cosf)cosy-f-C’cos*;’]"»0, (2.ö) 
auch als die Gleichung desComplexes selbst ansehen. ln ihr kom- 
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inen .-iammtliehe konstante der allgeineinen Complex-fHeichnng vor. Die 
hier aiiilretenden Grös-ien: 

cos ß cos y 

^ cos B ’ cos a 

vertreten liei dieser Darstellung des Cbmplexes die Veränderlichen r, s, p, a 
der (ileidiung (1) oder /i, ij, ,t, * der Gleichung (III). 

1K2. Setzen wir vorau.s, dass die Axen aller Cylinder einer gegebenen 
EIkuic, liir welche wir die Eliene XZ nehmen wollen, parallel sind, so ver- 
schwindet // gegen und i', oder cas « wird gleich Null. Die vorstehende 
allgemeine Gleichung (24) geht alsdann in die folgende (IIxt: 

[/V= -2Lxz-\-/) — 2 [A'.r — M z"]! ■ y z Ex* z* 



-P 2[(>.r'«— — Tz'*]y—i\l'x’+ L'z']x'-z -f [.la-’*-|-2 //.rz'+Cz'*] — *0. (2(>) 
Zum Behuf der Ueiwreinstimmung mit den Entwickelungen des zweiten 
Paiugraphen wollen wir, unter Berflcksichtigung der Vertauschungsregeln 
des ersten Paragraphen, die lieiden Axen OX und 0}' mit einander ver- 
tauschen. Daun finden wir: 

[ Fy’> — 2 A>' -4- A' i'*] ,r» — 2 [Ay — l/r'] / ■ xz + /)y* • z* 

- >[/(y>-Oyz-Uz*]x + 2[Sy +Tx]y ■ z [fly*+->Ey z +Cz>] - 0. (27) 
Diese Gleichung stellt den Inliegritf der Cylinder dar, deren Axen der Eliene 
}'Z panillel sind, oder, was dassellie heis-st, die Aequatoriiilflftche, 
welclie von diesen Cylindem umhiHlt wird. 

Die letzte Gleichung geht, wenn wir durch z> dividiren und nach der 
Division : 



•/ 



coa a 
cos y 



tung y 



Setzen, in die folgende filier: 

lA’tang‘y— 2 A’tangy-P E]x* — 2[Z tangy — .V] tangy -a i-f /ttang'j' • z* 

— 2 {[{ tang’ y — 0 tang y — f] j -)- 2 [.V lang yXJ] tang y ■ z 

-X- [At tang’ y + 2 A’ tang y + C] — 0. (28) 

Wir wollen scliliesslich, statt der bisher lietrachteten Durclischnittscurve 
mit XZ, die Durch-schnitts-Chure des Cylinders mit derjenigen Ebene be.stim- 
men, welche auf der Axe des Cylinders .senkre<4it steht. Zu diesem Ende 
vertauschen wir in der vorstehenden Gleichung, wfthrend j" ungeändert, bleibt, 
z mit j cosy. Dann kommt , wenn wir mit cos» y multipliciren: 

[Asiu’y — 2 A'siny cosy A'coe»;’] j’ — 2[Asiny — .l/cosyjsiny • .ri /)sin»y -r» 
— 2[/f sin’y — Gsiny cosy — t'cos’yja- -p 2l.ysin y -p ycosy] siuy • z 

-P [B sin’y -p 2 C sin y cos y -p-C coe» y] = 0. (29) 
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183. Um die (ileithunn der Aetiuatorialfillehe in Plnn-Coordinaten zu 
erhalten, fuhren wir zunadistt in die Oleichung (28) vermittelst der <Tleichung; 

tangj-.^ — 

den Quotienten der lieiden t'oordinati'n und einer Tangential -Ebene 

des Cylinders ein, die aueh eine Tangential -Ebene der Aceiuatoriulflache ist. 
Die 01eiehung_(28) verwandelt sieh hiernach in die folgende, wenn wir zu- 
gleich mit tt* multipliciren : . 

[/'r* -f- 2 A'ur -(- — '2[L r -f .)/«]» • .rz -(- />»'“ ■ j* 

— 2[Kt^-{-Ouv — -|- 2(,S> — Th)v ■ z [B — 2(iuv -{■ Cu'"] =■ O. (30) 
Die fileiehung (28) stellt fflr einen gegel>enen Werth von y die Dureh- 
schnitt-seuire des hezflglic-hen Cylinders mit der Coordinaten- Ebene XZ in 
Punct-Coordinaten x und z dar. Wir wollen, statt dieser Cooidinuten, die 

C<Tördinaten der Tangenten der Curve einfahren und für dieselben \ind J 

nghmen. Die.se beiden floordinafen der Tangente an die Durehschnittscurve 
sind aber zugleich zrvei Coordinaten der Tangential-ElK'ne des CVlinders und 

der Äeqnntorialflaehe, deren dritte tVionlinate ist. Auf diese Weise fin- 
den wir für die (lleiehung der Aequatoriulllache in Plan-Coordi- 
naten, naz'h Division dimdi le; 

[(/- V -|- .}luY — />(/V -|- 2Ä'«p -)- A"«*)]«!* 

2[(A> — Tu) (Fr'' -f- 2 Kur -j- Eu'') — (Ar -f- .1/«) (Är* -1- t>«r — Eu')k 
-f- [(Äjt*-J- Our — L'u*Y — (Fr'-\- 2 A'«r -f Eu') (Br' — '20uv-\- 
— 2[/>(/tp“ -f- Our — Vw) — (Ar -f- .V«) (Sv — T «)]/»' 

— 2[(Ar-f }fu) (Br' — 26'«e> -(- Cu') — (Sv — Tu) (fir' Our — t’«»)]/ 

+ [(Sr— Tu)' — B(Br' — 2t;ur + Cu')]/' — 0. (31) 

Die Aequatorialflachen sind also, wie die Meri’dianflachen, 
zugleich von der vierten Ordnung und der vierten (Tasse. Die in 
I'Z imendlieh weit liegende Doppelaxe der Flüche ist in der vorstehenden 
Uleichung 'dadurch angezeigt, dass u und r in keiner nietleren Potenz Vor- 
kommen, als der zweiten. Die unendlich weit liegende Doppela.\e der .(«pm- 
torialflache Lst nach dem zweiten Paragraphen zugleich ein Dopiailstrahl der- 
selljen. Wir können also sagen, da.ss die Aeqnatorialtlachen eine unendlich 
weit liegende Doppellinie haben. 

184. Die Polarebene der hi FZ unendlich weit liegenden D<ijtpelliuie 
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in Ik-ziehuiiR auf einen teliebigen Coniiilex-Cylimler, iler die Elwne XZ naeli 
der Curve (28) sehneidet, geht durch denjenigen Dim-hmesser der Diirch- 
sehnittseurve, welche iler Riehtiuig der (’oordiimteu- Axe OZ ziigixirdnet ist. 
Für die Gleichung diiwes Durchmessers erhalten wir, indem wir die Olei- 
chimg (28) nach z different iiren; 

— (/. taug y — .l/)a- + O tung / • - + (•''■' tang y-\-T) = 0 
und hieraus filr die Gleichung der Polarelx^ne: 

— (A taug tang y • r 4- (-V tang y + 1') = 0. 

Diese Gleichung wini in.slx*soiidere, unabhängig von tang y, liefriedigt, wenn 
zugleich : 

/>r — Lx + S = 0, 

/)// — .»/.»• — r — 0. 

Also .schneiden sich die Polarebenen der in l’ Z unendlich weit liegenden 
geraden Linie in B*"/iehiing auf alle Comi>lex-Cylinder, deren Axen dieser 
Ebene pamliel sind, in einer festen geraden Linie, die durch die vorstehen- 
den beiden Gleichungen dargeatellt wird. 

Die.se beiden Gleichungen sin<l al)er diesellwn, welche wir frilher (Xr. DU'.) 
zur Bestimmung des Durchmessers der .Aeciuatorialflilehe erhalten haljen. 

Der Durchme.sser einer Aequatorialfläche .steht also zu der- 
selben in der doppelten Beziehung, dass er einmal der geome- 
trische Ort i.st für die Mittelpuncte der Breiten-Curven, welche 
die Flache erzeugen, andererseits dass er umhüllt wird von den 
Polarebenen derjenigen geraden Linie, welche in den Ebenen 
der Breiten-Curven unendlich weit liegt, in Beziehung auf die 
umhüllenden Comp!ex-Cy.l Inder. 

18."). Die folgenden dn>i Gleichimgen stellen in }'Z, XZ, XJ' die Basen 
deijenigen drei Complex-Cylinder dar, deren Axen bezüglich den drai Coor- 
dinaten-Axen *>X, O}', OZ parallel sind: 

Fy‘ — 2Ay.' + A:» + 20y — 2/'.' + .1 = 0, 1 

F.i= — 21. XZ /)z' + 2Sz — 2/fr -f Ä = 0, (.32) 

Er- — 2 Mxy + /)y* -{■ 2 l’x — 2ry-\-C=0.\ 

Die zweite ditsser Gleichungen ergibt sich unmittelbar aus der Gleichung (30), 
wenn wir in dieser (lleiehung V gleich Null setzen, und dann eigeben sich 
nach den Vertauschungsi'egelu der 155. Nummer die Ix-iden übrigen. 
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» «■ 

Analytische Bestlmiimng der Doppelpuncte und Doppelebenen der Complex- Flächen. 



18Ü. E.S sei 

««’ 26eiß + e/J* + -f* = 0 

eine homogene Gleichung zweiten Grades zwi.sehen den Veränderlichen o, fl. y. 
Dann erhalten wir die folgende algebraische Zerlegung: 

a(tf K> -f 2Änfl + -|- 'itl«y + -fßy +//*•) 

— 2[[hä — ar) — — nr) y'{rt‘ — »/>]ßy 

~ — ac)fl + (rf — t f/‘ — «f)y\ ■ [a«+(4— K//- — ffc)fJ+(c/-|-/'V- 

— 2 [(h>! ~ae) + l — /(,/‘ — af \\ ßy. 

Wenn also 

(A</ — flc) — y{//* — acfy'{f(‘ — «/) — 0, 
so löst sich die gegebene Gleichung zweiten Griules in die folgenden 
Gleichungen ersten Grades auf; 

«« 4- {b — ttr)ß + (r/ + — /i/'jy — 0, 

tiit + (h — 1 Ä- — ac)fj 4- (d — V d‘ — a/ ly = 0, 



(as) 

l>eiden 

(a4) 



(30) 



{hd — flc) 4- — )'((■/•■ -a/) = 0, (3.5) 

in die folgenden beiden: 

. «« 4- (/' 4- — rtr)fl 4- ('/ — Vd‘ — fl/)y — 0, I 
aa (b — yi^ — ar}ß -i- (d+yd^ — af)y f). j 

Die iK’iden Bedingungs-Gleichungen (33) und (35) können wir in die folgende 
zu.saminenfa.ssen : 

{bd — «<•)' — {b- — (ic) (</“ — tif) — 0. (37) 

Wird also die.se Hedingungs- Gleichung befriedigt, .so löst sich die gegebene 
Gleichung zweiten Grades in zwei Gleichungen de.s ersten Grades auf. 

In den üleichmjgsformen (34) und (3G) treten zwei der Verilnderlicheii, 
ß und y, in gleicher, die dritte « tritt in ausgezeiclmeter Welse auf. Wir 
erhalten also, und zwar durch blosse Buch.stalx‘n-Vertau.schung, nelx'n der 
vorstehenden Zerltgung na;h zwei ganz analoge. Dem entsprechend können 
tvir die Bedingimgs-Gleichung (37) auch unter der folgenden Form schreiten; 
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(ile—ßY — {d‘ — af\{e^ — rf) — 0. | 

Endlich geheu die drei vorstehenden, unter sich identischen Gleichunfjon 
wenn wir entwickeln, in die folgende über: 

arf— ac' — cd‘ — f¥ + 2bde = 0. (3!)) 

Die diei (ileichungsfonnen (37) und (3S) zeigen, dass, im Falle die Zer- 
legung .stattfindet, die drei Ausdrücke: 

(/e — (jc), — (<•' — c/") 

■\Vei-the von gleichem Zeichen halam. Sind dü“se Zeichen jx)sitiv, so ist die 
Zerlegung eine reelle, sind sie negativ, eine imaginüre. Verschwinden gleich- 
zeitig zwei der drei Ausdrücke, was in Folge der Bedingungs-Gleichungen (37) 
und (33) das Veisichwinden des dritten nach sich zieht, so wenlen die bei- 
den Gleiclumgen, in w'elchc die gegebene sich auflöst, tuiter .sich identisch. 
Zugleich hat inan: 

(btf — ac) mm 0, (he — ed) = 0, (de — fh) — 0. 

Die gegebene homogene Gleichung zweiten Grades löst sieh in die bei- 
den Gleichungen eissten Grades (34) o<ler in die lieiden Gleichungen (30) auf, 
je nachdem die Bcslingungs-Oleichung (33) oder die Bedingungs-Gleichung (d.I) 
befrieiligt wiisl. Diesem entspricht, das.s, im Falle einer reellen Zerlegung, 
der Au^dnick (hd — ae) einmal positiv, da« andere Mal negativ ist, umgL*- 
kehrt, da-ss, im Falle einer imaginilren Zerlegung, derselbe Ausdniek einmal 
negativ, ila.« andere Mal jxisitiv ist. Es kommt dies darauf hinau.«, dass die 
Zerlegimg (34) oder die Zerlegung (3(i) stattfindet, je nachdem der Aasdruck 
(hd—ae) mit einem der drei Ausdntcke 

(h> — ar), (<t‘ — nf), (<•* — c/"), 

und also mit allen, im Zeichen übereinstimmt oder nicht. 

An die vorstehenden Gleichungen (37) und (38) knüpfen sich luxdi einige 
Tiuusfonnationen, welche in dem Folgenden ihre unmittelburo Anwendung 
finden. 

Die Gleichung (37) gibt: 

bä — ae Id — ac , g'6’ — ac 

tP-af ^ bd- ae ~ j • (40) 

IDerliei ist das olwre oder untere Vorzeichen zu nehmen, je nachdem die 
Zerlegung (34) oder die Zerlegung (3C) stattfindet. 

Ferner geben die Gleichungen (38); 
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fte cd f 0' — ac 

7ir^~/b =■ ± ; rfi _ ’ 



(41) 



\vi)l«ii Jie Zcitheu tlur Ausdntc-ke (ie — rrl) uiui (//e — /'li) uniiiilk-Ibar dius 
di>ppolt« Vomddien Ix^timmen. Wenn flljerbaupt eine ZerlegiintJ der ge- 
}»el)cnen Funetion zweiten Grades in zwei lineare F-actoren möglich ist, was 
<lurch die Bedingungs-Oleiehimg (3!)) ausgesprochen wird, so erhalten wir; 

(fft/ — ae)(/ie — eil)(ile — fb) = — (//* — tit){d‘ — af){e‘ — cf). 

Es folgt hieraus, dass wir in der Gleicluuig (41) das otwre wlcr untere Vor- 
zeichen zu nehmen hulien, jenachdem die 'Zerlegung (3G) oder die Zerlegung 
(34) stattfindet. 



187. Coraplex- Flachen in ihrer allgemeinsten Bestimmung, welche wir 
auch Meridianliaclieii genannt halien, sind solche Flachen, die einerseits durch 
eine veränderliche t'oinplex-Curve, deren Ebene sich um eine feste in ihr 
lii'gendo gerade Linie dreht, erzeugt, anderersidts durch C'omplex- Kegel, 
deren Mittelpunct auf derselben geraden Linie fortröckt, umhüllt w'erden. 
An die erste Erzeugung der Fläche auknüpfend, haben wir zur analidischen 
Bestimmung der Fläche die Gleichung (lö) erhalten. Setzen wir, der Kürze 
wegen : 



(F sin* tf, — 


2 A sin €f cos <fi -f- A cos* tf) 




(/( sin* 1 / — 


0 sin (f, cos (f — f ’ cos* <f ) - 


_Ä, 


(ß .sin* g' - 1 - 


2 C sin 7 ! cos 7 -f- C chw* 7 ) 


ff 


• 


— ((> sin 71 — /*cos 7 -) 


<!, 




— (J sin 75 + // cos 7 ) 


*■. 




A - 





so können wir die Gleichung in der folgenden Weise schreiben: 

a/r' -f 24/» -4- c/* + 2dvm -f 'Idv 4- ft>' = 0. (42) 



Es ist hierbei 0.\ für die feste gerade Linie, welche Doppellinie der Flüche 
wird, genommen und ^ ist der Winkel, den die jedesmalige Meridiauebeue 
mit einer festen Elwne, der Coordinaten- Ebene \Z, bildet. Wenn wir 
in der jedesmaligen Meridianebene den Durchschnitt derselten mit i’Z als 
Axe OZ nehmen und diesellie als OZ' )>ezeichnen und die Doppellinie der 
Fläche als Axe OX lx‘il>chalten , so .stellt die letzte Gleichung die bezüg- 
liche Complex-C’iurve in ihrer eigenen Eljene in gewöhnlichen Linien -Coor- 
dinaten dar. 

Da die Constanten in der lezten Gleichung Functionen von ijn sind, so 

23* 
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ändert sich mit qr , .dsts iieisst mit der Lage der Meridianeljene, die in der- 
sellien liegende Coinplex-Curve. Wenn wir zwischen diesen C!on«tanten irgend 
eine Iledingnngs-Oleiclnmg statuiren imd dadurch die Coraplex-Curve in ihr 
particularisiren, so gibt diese (ileichung die Meridianebene, in weldier die 
so particularLsirto Cun'e liegt. 

Die Complex-Curve arla>t insl>c,sondere in ein System von zwei Punc- 
ten aus, wenn die Bi-dingungs-flleiehung (39), die wir auch so .schreilxm 
können: 

f{b- — nc) + aic* ri/* — 20/ie — 0, (44) 

fftr die (.'onstunten in ihiw Gleichimg (43) erfüllt ist. 

Die vorstehende (lleichmig winl, wenn wir zn den Constanten des Com- 
plexes zurilckgehen un<l zugleich diiixh cos- <f. dividiren: 

A [(/? tang’y. — G tangijr: — L')‘ — (/’tang'^ — 2A'tang<;r + Ä’) (Ä tung*g + 26'tangg + f’)] 
+ (J tang if + //)• (/'fang- «jr — 2 A' tang tf + A') 

+ (0 tang ff — /')* (/y tang» tf + 20 tiing <jr + T) 

— 2 (/tang ff -l- //}i0 tang ff — /') (A tang-’ ff — 0 lang tf — T) — 0. (45) 

Diese (Ileichung ist in Beziehung auf tang g vom vierten Gra<le. Es gibt 
also im Allgemeinen vier Meridianebenen, in welchen die Complex-Curven 
in Systemen von zwei Puncten au.sarten. Da diese vier Elnmen durch die 
feste C<X)rdinaten-Axe OX gehen, so liegen die vier Puncten]uiarc in den 
vier Elwnen auf ner geraden Linien, welche diese Axg schneiden. Die 
Puncten|xwre, in welche die vier tbinplex-Curven aiusarten, sind Doj)[>el- 
puncte der Flache. M'ir wollen die vier geraden Linien, auf welchen diese 
Punctcnpaare liegen, singulare Strahlen der Complex-Flache nennen. 

Eine Complex-Flache hat im Allgemeinen acht Doppelpiincto 
und vier, die Doppellinie der Flache schneidende, singulare 
Strahlen, welche die Doppelpunctc, paarweise genommen, ent- 
halten. 

1 88. Den vier tVerthen von tang g entsprechen vier Ginpixjn von Wer- 
then für die Constanten der Gleichung (43). For jede Gruppe von Werthen 
gibt diese Gleichung dann die Gleichungen der Iteiden Puncte in ihrer Meri- 
dianehene. Dii>se Gleichungen können wü- in der folgenden ziLsammenfa.s.sen : 

««' + (h + ViA — ar)t + {il+ytt^ — <if)v — 0, (46) 

wobei wir, je nachdem die Zerlegung (34) oder (36) stattfindet, für die beiden 
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Punctc pinniiil die Wunteliiusdrfleke mit fileieliem, <las andere Mal mit un- 
flleichem Vorz«*ichen nehmen inflsson. Die beiden t'oordinaten der In-iden 
Punete in der l>ezOglichen Meridianelxine sind: 

— «r , rf 7'V* — o /■ ,,-v 

« ’ a ' 

woltei wir, w«>nn wir zu dem ursprQngliehen Coordinabu- Systeme znrüek- 
gehen, statt des obigen Weiihi-s von erliidten: 

d + /d^af 



}■ d‘ 
a 



■eosy, 



sm (/'. 



( 48 ) 



Der singulare Strahl, weleher die beiden Dopjiel punete verbindet, liegt 'in 
der durch tf l>e.stimmten Meridianel)ene. Kftr seine Gleieluing in dieser Klwne 
erhalten wir: 



— <tc . bytP — <‘f \ d] ti‘ — ac 
yd '^ — ttf a y<T — af 

oder, mit Derüeksiehtigung der Gleiehung 

bd — ae , de — fb 4’ — ac i r* — cf 

■* tP — af ' ' (P — af bd — ae ~ ' de — fb 



( 4 - 1 ) 



( 50 ) 



In dieser Gleiehung kfinnen wir statt t naeh einander — . und - *- s*>tzeii 

sin q> cos tp 

und erhalten dann die Gleichimgzn der Pi-ojcctionen desselben Straliles auf 
A J und AZ. 

Der singulare Strahl schneidet von der Dopix?llinie OA' ein Segment ab: 



de - fb 
d* — «/ 



r’ — cf 
he — fe ' 



und bildet mit dersells'n einen Winkel d, bestimmt durch: 

. , — ttf bd — ae , 

tang d = . = Tj 

bd ae b* — ac 



( 51 ) 



( 52 ) 



. Der jedem der gefundenen Werthe von <f< entsprechende singulare Strald 
ist immer reell, mögen die Ausdrücke 

y h‘ — ac und Vä- — af 

rwll oder imaginär sein. Die lieiden Doppelpimcte auf dem singidäreu Strahle 
hingegen sind zugleich mit diesen beiden Ausdrücken reell oder imaginär. 

Wenn eine beliebige Linie des Uniimes als Doppellinie einer Fläche eines 
gegelienen Complexes zweiten Grades angnommen wird, so hängt die lle- 
stimmung der «er Meriilianelienen, w'elche die Dopjielpuncte der Fläche ent- 
halten, von der Auflösung einer Gleichung des vierten Grades ab. Hiernach 



1H2 



ist in dieser Meridianelnme der ainpililre Strahl, welirlier die l)eiden I)op|Kd- 
l)imete in dei'sell>en verbindet, auf lineiire Weise gegeben. Die Bestimmung 
der beiden Ibipiieljjunete auf dem singulilren Stnüil hangt daun schliesslieh 
von der Auflösung einer ((uadratLschen (ileielnmg ab. Die vier ' Meridian- 
ebenen, in weh-heil die singulären Strahlen der Flaehe liegen, köimeu jiaar- 
weLse imaginär sein; dann sind es itueh <lie singulären Stralilen und die 
lieidon Doppelpunete. Aber auch wenn die singidäreu Strahlen retdl smd, 
können die beiden auf ihnen liegtnulen Dop|ie!puncte sowohl imaginär als 
reell sein. 

181). Diesi'lbe allgemeine Complex-Fillehe, welehe \dr im dritten Para- 
graphen allgemein dureh die Oleiehung (1.1) lavstimmt halien, haben wir, 
von der zweiten Bestimmnngsweise eines l'omplexes ausgehend, im folgenden 
Paragrai»hen durch die (ileichung (20) dargestidlt. Diese Gleichung können 
wir, indem wir, unter Fortlassimg des Accentes \-on .r': 

(F.r* — iltx -f H) (i, 

— (A'.r» — 0.r — f.) = A, 

(A;.!-» -b 2 l'x -h C) r, . . 

((>.,—./) ,/, 

- (/V -f //) e, 

■i-f 

setzen, in folgender Weise sehreiljen: 

«y* + + ' i* -f ’-'/y -t- 2 <t -f- /■ = 0. (.04) 

Sie stellt, nachdem x angenommen worden ist, in /'/? die Basis deijenigen 
Kegelflilche dar, deren Mittelpunct auf der I>oi)|K-tlmie der Flache liegt und 
durch die Annalyne von x auf dieser Dopjadlinie lH*8timmt ist. 

* Die Cocfficienten der vorstehenden Gleichung sind P’iinetionen von .r. 
Sidzen wir iu,sb(*sondere 

/■(A‘ — ar) -|- «(•“ -|- rcA' — •- 0, (44) 

so ist die Basis der Kegelfläche keine Curve zweiter Onlnung mehr, sondern 
diese Curw artet in ein System von zwei geniden Linien , die entepreeheude 
Kegelflache also in ein System von zwei Ebenen aus, deren Durch- 
schnittslinie die Doppellinie der Fläche in dem durch x bestimmten Puncto 
t rillt. Fähren wir in die vorstehende Gleichung die ursprünglicheu Con- 
stanten des t'omplexes wietler ein, so kommt, nach Fortlassimg des gemein- 
schaftlichen Factors .r': 
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oj — c)' — (/V— 2/f.i-t- //)(/;.!' + 2 r.i-f-o] 

+ (rx-if ll)*{Fx‘ — 2Rx + B) 4- — i 

+ 'l{l>x+/l){Qx — J){h'x^ — (>x — B)==^0. (.W) 

Diese Oleiehung ist in Ueziehung auf x vom vierten (liiwle. Hs gibt also 
im Allgemeinen auf der Doi»pellinio der Meridiiuiflaelie vier Punete, welche 
nicht mehr die Mittelpuncto umsehrielwner Coni])lcx-Kegel sind. Diese C'om- 
plex-Kegel arten in Systeme von zwei Elienen au-s, deren Dundiselmittslinie 
dimdi «lic vier Punete geht. Die-se El)cnen sind Doi)pelebenen der Flache. 
Die Dopj)clpl)enen der Fla4,’he ordnen sieh zu vier Pauien zusammen; die 
beiden Doppelel)onen jedes Psuires .schneiden sich nach vier geraden Linien, 
welche die Dop|>ellinie der Fläche in den durch die Wt;rthe von x bestimm- 
ten vier Puncten treffen. Wir nennen diese vier genulen Linien singuläre 
Axen der Meridiunflache. 

Eine Complex-Flache hat im Allgemeinen acht Doppel- 
ebenen, die, paarweise genommen, .sich in den vier singulären 
Axen der Fläche schneiden. Die vier singulären Axen schnei- 
den, wie die vier singulären Strahlen, die Doppellinie der Fläche. 

1!H). Den vier Werthen %’on x entspivchen vier Uruppen von Werthen 
für die t'onstanten der Gleichung (bl). Fär jeile Wertheu-Gnipjxj stellt diese 
Gleichung ein System von zwei geraden Linien dar, in welchen die (.'oordi- 
naten-EI)cne i'iT von zwei zusammengehörigen Do])pelebenen geschnilten 
winl. Diese Ixnden Linien .schneiden sich in demjenigen Punete, in welchem 
die singiiläre Axe, nach welcher die Ixnden Doppelclxnen sich schneiden, die 
El>ene FZ trifft.. 

Fär die Gleichung der Ixnden geraden Linien in FZ crlmlten w'ir wi- 
mittelbar, nach den Entwickelungen der 1H5. Nummer, die- folgenden; 

«y + {// + M — ar) z + {>/ 4 - ViB — aß = 0, (ö(!) 

wobei wir, jenachdem die Zerlegung (34) oder (3G) stattfindet, für die lieiden 
Linien einmal die Wurzelausdrilckc mit gleichem, diw andere Mal mit un- 
gleichem Vorzeichen zu nehmen hallen. Die C'oordinaten der beiden geraden 
Linien in FZ sind: 



h — ac 



a + l/iP-af 



(. 07 ) 



und für die Gleichung iln-es Dun-hschnittspunctes erhalten wir hiermwli 

, Fb^ — ttc , hy'^ — d\/b'^ — ac 

r = -t- ^ 4- - r ' ^ „ (,,S) 

p'rf * — af a'^d' — uf 
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oder, mit IJerilr.ksielitigung der Gleichung (40): 



V 



— ae , de — fh 
— af ^ flfi — «7 



u 



ft* — üc , e^ — cf 

• j ‘ ^ ^ /..*“• 

üd^ae de — /ft 



( 59 ) 



Uio Ooordiiiaten dif^ses Piinctes sind also: 

df-Zb _ _be—cd b d-ae 

" btl — ae 4' — ac he — cd' hd — ae 6* — ac' ' ^ 



Durch die Gleichung (5X), verbunden mit der folgenden: 

t X + H> 0, (Gl) 



ist die singulare Axe iinalj'ti.sch bestimmt. Der Winkel «jr„, welchen die 
Meridianelxine, die ihn enthält, mit XZ bildet, ist durch die folgende 
Gleicluuig gegelieu: 



tang tp.s 



he — ed 
bd — ae 



de — fb 
dP — af 



e' — ef 
de — fb ■ 



(G2)r 



Wir erhalten endlich zur Destiimnimg dej^enigim Winkels e , welchen die singu- 
läre Axe mit (fX, der Doppellinie der Fläche, bildet: 

.rtang, (63) 

Die Bestimmung der vier singulären Axen der Meridianflache Lst eine 
Ihieare, nachdem die vier Pimete, in welchen sie die Dopj»elIinie .schneiden, 
durch AuflAsung einer Gleichung vom vierten Grade bestimmt worden sind. 
Die Bestimmung der Ixnilen Dopjx;lel)enen der F’lache, welche auf einer der 
singulären Axen .sich schneiden, hangt von der Auflösung einer Gleichung 
des zweiten Grades ab. Die vier Puncte, in welchen die singidaren Axen 
die Doppelliiiie schneiden, können paarwei.se imaginär sein; dann sind es 
auch die .singulären Axen. Aber auch , wenn die singulären Axen i-eell sind, 
können die in ihnen sich schneidenden Dopijelebenen .sowohl imaginär als 
reell sein. 



1!)1. Meridianflachen von liesonderer Art haben zu ihrer Doppellinie eine 
Linie des Comiilexes selbst, ln dicssem Falle wird die Dop|>ellinie \'on den 
die Fläche erzeugenden Cun'en in den verschie<lenen Meridianel>enen berührt. 
Zugleich ist sie gemeinschaftliche Seite der die Fläche mnhüllenden t’omplex- 
Kegel. 

Wenn wür witslenmi die -A.xe OX zur Doppelliiiie der Mcridianfläche 
nehmen, so erhalten wir, um aaszudröcken, das.s diese Linie dem Complexe 
angehört, die Bedingimg, dass in der Gleichung desselben .1 verschwinde, 
lu Folge davon verschwindet auch f in der Gleichung (43), so wie in der 
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(Jleichung (."i4). Die fileieluing (4'>), «liiixh welche die I<iif{e der Meriduin- 
ebenen, in denen die singnlären Strahk'n liegen, bestimmt wini, redueirt 
sich auf die folgende: 

{J lang <f -j- //)-' (l'’tang- ^ — 2 /i tang >f + A') 

+ ((> tang (f — tang’ if + 2 H tang (/ +C) 

— 2{J tang ff -f- // ) ((> tang <jr — P) [It tang' <y — 0 tang <jr — (') — fl. (G4) 
Die Gleichung bleibt in Beziehung auf tang tp vom vierten Gr.ide. Die 
Meridianflikhe behillt al.so ihre vier singulären Strahlen. Die Ix'iden Doppel- 
puncte auf denselben liatei mich (47) die folgenden Coordinaten: 

ft 4- — «c , • 2d „ 

X — f— , z = , 0. (i.o) 



Der eine der Ijciden. Piinctc filllt in die DoppoUinie der Fläche. Weil diwse 
Bestimmung unabhängig Ist von dem jedesmaligen Werthe von «jr , so tällt 
einer der landen Doppelpunctc auf Jedem der vier singulären Stnihlen in die 
Dopixdlinie der Fläche. 



Der Werth von x^, durch weichen auf der Doppellinie derjenige Punct, 
in welchem in dieselbe der .singuläre Strahl einschneidet, Irestimmt wirtl, 
redueirt sich, indem wir in (.51) f verschwinden las.sen, auf: 

t J tang H 

d {i taug tp — P 



Xc 



m 



192. In Folge der Vorau.s.setzung, dass die Düppellinie der Meridian- 
fiäche selljsfc eine Linie des Complexe« sei, redueirt. .sich die Gleichung (55), 
vermittelst welcher die Puncte bestimmt sind, in welchen die singulären 
Axen in die Doi)|)ellinie ein-schneiden , durch da.s Vemchwinden von .4 auf: 
{/>x + //)‘{Fx^ — 2Bx + ß) + (t>J— /1' (A.r= + 2 Ca • + <•) 

— 2(/’j:+ //) (Ox — J) {A x> — hx—B) — 0. (67) 

Da diese Gleichung in Beziehung auf x vom vierten Gra<le bleibt, Ijehält 
die Meridianfläche ihre vier singulären Axen. Fdr die beiden Doppelebenen, 
welche durch eine der vier singulären Axen gehen, deren Durch-schuitt mit 
der Doppcllinie durch die vorstehende Gleichimg bestimmt worden ist, er- 
halten wir au.s der Gleichimg (57) die folgenden Coordinaten: 

u — r — ■ ft + ylp — ar , ir •= 2d, 0. (66) 

Eine der lx;iden in einer der vier .singidären Axen der Fläche sich schnei- 
denden Doppelebenen der Fläche geht also durch die Dfjpjiellinie dersellien. 

Filr den Winkel den die dui-ch die singuläre A.xe gehende Meridian- 

tM&ckcr, Ct?o«ieUl^. • 24 
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schwinden lajssen, 



193. Wir können 



hal)en wir, wenn wir in der Gleichung 


(62) f ver- 


tang,«- 


(69) 


die lx)idcn Oleichimgen 




^ J tang +J/ 

' “ (> tang (p — P ’ 


(66) 


, Px+ H 

tang T, - 


(69) 



in folgender Weise schreiljen; 

tangT^J = 0, tong qr„) — 0, (70) 



indem wir mit «f» lieidesmnl dieselbe Function liezeiehnen. Föhren wir den 
voi-stehenden Werth von .r« in die Gleichung (Ü4) und den Wertti von tang y., 
in die Gleichung (67) ein, so kommt: 



.r.,' ( F timg" <f — 2K tang qr -F A' ) + ( # tang» ijr -f- 2 tf tang ijt + < ') 

— 2 .r» ( A tang» <;» — 0 tang <r—V) — 
tang* 9-(A.r„* — 2Ar„-t- A) + (A’.r<,*-F 2 + C) 

— 2 tang <p (/i'.ro* — Ox„ — 6') — 0 , 
tang* (/'j* — 2Aa-+ A) + (F.r‘ 2L'x + C) 

— 2 tanggi„(A'i:* — Ox — A) = 

.1-* ( F tiuig* <jTii — 2 A' tang qr» + A’) -f ( A tang* + 2 A tang go 4- C) 

— 2a-(A tang*9'i) — A tang qr.. — A) = 0. • 

Indem wir diu-ch 'A wiedenim dieselbe Function bezeiclinen, köttnen %vir die 
vorstehenden Gleichungen schreiben: 

H'{xn, tangijr) = 0, •A(r, tang ijr») — 0. (72) 

Wenn wir dann zwischen den l>eiden ersten Gleichungen (70) und (72) j«, 
zwischen den l)ciden zweiten Gleichungen (70) und (72) j climiniren, erhal- 
ten wir dieselbe Gleichung vierten Grades zur Bestimmung von tp und <jp„. 
Wenn wir zwischen denselben Itciden Gleichungen -Paaren einmal tang 9-, 
das andere Mal tang qr« eliminiren , erhalten wir diesadbe Gleichung vierten 
Grades zur Be.stimiaung von .r« und a-. 

Die vier singulilren Strahlen und die vier singulären Axen 
schneiden sich bezöglich in denselben Puncten der Doppellinie 
und liegen bezaglich in denselben, durch die Doppellinie gehen- 
den, Ebenen. 

Zur Bestinummg dieser Puncto und Elxuien erhjilto-n wir also, wenn 



Digitized 



lf<7 — 



wir ziiüammuiifiissrn , difsellxm iK>i«leii (ik*iihun>'cn ; 

'/* (.r, tupff t) 1 

>/'(j-,tangT» = 0, 1 

in denen wir .r und tang <f al« verälnderlieh betnuliten.*) 

1!M. In dem Falle, dass die Dopixillinie der Complex-Flilehe nnendJieh 
weit liegt, haben wir diese Flache .eine Aequatorialfiflche genannt. 



•) Jede dtr Widen (ücichiiOKen (7.1) dnlikt, fiiKeln fOr «ich (fi-nomiji,‘n . «onn t und tnii(r ip 
( viTflndurlichn GrOaBun MrucliU't werdin, uinu K<'lntion twUchun dir Lage eine» auf 

der CoonlimUen-Axt* OX forirfUkruilcu riujct«?« uotl i*iru;r um Axe «eh tlrvhtmilea uiu: 

■te *U*IU einen geoiru:ttri;«chen Urt dar. erpte Gleichung, auf welche wir uns hier hcitchriln^en 

wollen, heitimmt in allgemeinster Weise, wie jeder Lage des Punctes eine einiigeLoge 
der Kbeiic onts|iricht, und mngr'kehrt. [).u ist heUpudsweise der Pall, m-eun der Piinct auf einer 
Krzeugenden einer Linienthlohe de* xweiten Grades forlriickt, wilhrerid die eulsprt'ihrnde T.mgentiid- 
Kbeiic um diesellie Krzeugendc sich dreht »ei, zur anuljrtiscben iiest^tigung, indem wir durch p 
und q irgend zwei linear** Functionen hexeichneii, 

— p! 

die Gleichung einer solchen Liuienfläche, welche de CoonUnaten • Axo OX zu eiuer ihrer Krzeugen* 
den hat. Dann ist die Gleichung der Tangential* Khene der Flüche in irgend einem Puncte ihrer 
Krzeugeiiden, dem die Functionen- Werthe p' und q’ entsprechen, die folgende: 

q tf — p X. 

Hierahs ergibt sich 

.«K, - K = r44- 

q A 

wenn x auf den Berflhruogspunct bezogen wird und A, y, A* gehörig zu bestimmende Constanten 
bedeuten. Diese Gleichung bat die fragliche Form. 

Wir können bei der g**onietrisc‘hen Deutung der durch eine solche (ileichung nuKgedrürkten 
Abbüngigkeit zwischen einer Ebene imd einem in ihr liegenden Puncto zwei gera*le Linien von vorne 
herein l*eliebig unnehmen und, indem wnr die KWue um die eine du^ser beiden Linien sich drehen 
lassen, ihre verschürdenen Lugen durch taug tf> bestimmen, währimd auf der zweiten geraden Linie 
die Luge des auf derselben fortnlckenden DurehscbnittspuncteB mit der sich drehenden Ebene durch x 
b**sümint wird. Wenn w*ir zum Beispiel für die beiden geraden Linien irgend zwei zugeordnete 
Polaren eines linearen Complexes nehmen, so dreht sich, wenn ein Punct auf einer der beiden 
Poburen fortrückt, die diesem Puncto in dem Complexe eatsproi-bendc Ebene um die aodore. Iiic 
obige Gleichtmgsfomi gibt das Drehung>^*setx der Kb**iio für ein gegel>enes Fortrüeken des Punctes, 
DiissellM.* Drehiing«gb‘iK*U gilt für eine Ebene, welche durch einen Punct geht, der auf einer 
Krxetigonden einer Linienfläche furtnlckt, und zugleich um eine zw*eite Linie derselben Erzeugung 
sich dreht. Dnsaclbe Gesetz gilt endlich für die Drehung der Meridiauehene um die Doiipellinie einer 
Complcx-Hilchc, wenn die Ebene durch einen Punct gelegt wird, welcher auf der Polare der Complex* 
>1üche fortnlckt. Die analytische BestAtig*mg dieser letzten geometniwhea Kelation entnehmen wir 
unmittelbar der 170. Nuniuter, nach welcher die Ubuchiing des Textes; 

* PxH-// 

welche wir auch unter der folg**iiden Form schreiben können: 

J tjuig tp 

* “ Ö t“« V — P' 

für einen gegebenen Werth von 9 , auf der Polaren der Complex -nSche, durch den entsprechenden 
Werth von x, den Pol der Doppellinie, in Beziehung auf die Complex •Cur>e in der durch tp be> 
stimmten Meridian- F!bene, gibt. 

24 * 
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Nehmen wir die Ebene l'Z l'ftr diejenige, in welcher die Dfippellinie unend- 
lich w'eit gerückt kt, so hal)eu wir für die Gleichung der Aequatorialflüche 
die folgtujde erhalten; 

/>»’ i{I.x — .S')r«> -|- (A’.r* — '1 K x 

4- 2{.yx + T)u» -f- 2{Kx^'—(}x —t!)iiv 4- {Kx' + 2V x! C) — 0. (3) 

Wir denken uas dal>ei die EhU-he dftrch eine veillnderliche Complex-Cuire 
♦r/eugt , deren Eliene panillel mit FZ ist und parallel mit dieser Ebene fort- 
rflckt. Die jedesmalige Ebene dieser Curve ist durch x bestimmt. In be- 
sonderen Füllen kann, wie liei den Meriilianflilchen, die Curve in ein System 
zweier Puncte aasarten. Die genulen Linien, welche solche zwei Puncte 
verbinden, sind singuläre Strahlen der Ae»iualA>rialfläche, die Puncte 
selbst Doppelpuncto dcreelben. Die singulären Strahlen der Aequatorial- 
fläche sind der Coordinaten-Etiene FZ parallel, mit anderen Worten, sie 
sehneiden die unendlich weit liegende Doppellinie derselben Fläche. 

Setzen wir, der Kfliv.e wegen: 

D - a, 

{Lx~S)-h, 

(Fx^-2Hx+B) r, 

{.Mx-{-T) = fl, • 

(fix* — Ox — 6 ') e, 

(Ex^ + 2ix + C) -f, 

so geht die vorstehende Gleichung (3) in die folgende über; 

a«’- -f 2brw rr* 2duw 2euv -j- /«* = 0, (75) 

und um aiiszudrflcken , dass diese Gleichung ein System von zwei Piincten 
darstelle, gibt die Entwickelung von (•il): 

J) [(AV — Ox—ay — 2 Bx -f ß) + 2 L x -|- C|J 

4- — 2yfa -|-/?) 4- (Lx — Sy (A j' -f- 2 Tx 4- C) 

4- (Lx — S) (.V.r4- F) (AV— fix — = 0. (7fi) 

Da der Grad dieser Gleichung in Beziehung auf x der vierte ist, so hat auch 
eine Aequatorialtlache, wie eine Meridianflüche, im Allgemeinen vier singu- 
läre Strahlen. 

Iflö. Der Mittelpunct der die Flüilie erzeugenden Coraplex- Curve be- 
•schreibt liei der Erzeugung einen Durchmesser des Complexes, den wir als 
den Dimchmesser der Aequatorialflüche bezeichnet halten (Nr. 1(!4.). Wenn 
wir diesen Duivlunes-ser für die bisher imbestimmt geblieliene Axe OX neh- 
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rncn, so, versschwimleit aii» der Uleichuni' (3) diejenigen (ilieder, welehi* >r in 
der ersten Potenz enthalten, und damit dieses für jeden Werth von ,r ge- 
schehe, mflssen die vier t'omplex-Constanten L, M , S und T verschwinden. 
AI.sdann rediicirt sich die vorstehende Oleichung auf: 

(A.i> — 0.r — 6)' — (fj« — 2/tjr-h Ä)(AV-P2r.t + n = 0. (77) 

Nachdem wir durch diese CHeichuug die Elienen Iwstimmt halien, welche die 
vier singulären Strahlen enthalten, erhalten wir, indem wir, der Coordinaten- 
Hestimmung gemAss, h und d gleich Null setzen, auf jcilem die-ser Strahlen 
ziu- Üretimmung der Ijeiden Doppelpuncte: 

y-±]/-^> -*=±j/-7- ('«) 

Jemu-hdein die Zerlegung (34) oder (3G) stattflndet, das hei.sst, je nachdem 
e und f im Zeichen fllK'reinstiramen oder nicht, mfls.sen wir die vorstehen- 
den Au-sdraeke für y imd z für jetlen der beiden Puncte mit gleichem oiler 
entgegengesetzten Vomüchen nehmen. Der singuläre Stralil wird von dem 
Durchmes-ser der Fläche geschnitten, \md zwar so, dass die Ijeiden Uoppel- 
puncte auf ihm zu beiden Seiten des Durchmessers in gleichem Abstand von 
demseltai liegen. Der Winkel d, welchen iler jedesmalige singuläre Strahl 
mit der Eliene XZ bildet, ist durch die fileiclumg bestimmt: 

tang d = (7!)) 

wolxM in dem ersten und zweiten der beiden oben unterschiedenen Fälle das 
obere oder untere Vorzeichen zu nehmen ist. 

I!)6. Wenn wir diesellie Aequatorialfläche , welche wir vorstehend durch 
ihre Dieiten-Curven Ixstimnit haben, ilurch umbnllemle Cylinder liestunmen, 
deren Axen der Ebene 1' Z ]mrallel sind, so tritt die Gleichimg (28) ati die 
Stelle der Gleichung (3).‘ Die neue Gleichung .stellt für die durch den Winkel 
y Ijestinuute Kichtung der Cylinder-Axe den Durclrschnitt dieses Cylinders 
mit der Klxnie XZ dar. Setzen wir, der Kürze ballKir; 

(/’tang* Y — - X tang y-\- X) — a, 

— {L tang j' — d/j tang y h, 

/>tang*ysr, • (80) 

— (li tang* Y — O tang y — X} — d, 

(.V tang y+T) tang _ c, 

(ß tang' Y + 2 ß taug y -f f ') zr f, 
so winl die Gleichung der Durch-schnitts-Ourve: 
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ff + 24.r; + r :» + itlx + 2 ri + / — 0. _ (Sl) 

Uni ausziulrrtfkcn, dju« ilii'sn Gleichung ein System von zwei fforaden Liniim 
dai>telle und also der uuihfllleiide Cylinder in ein System zweier KIwnen 
nusarte, welche die Eliene X Z nach diesim lieiden geraden Linien si'hneiden, 
gibt die Entwic:kliuig der Gleichung (3!)): 

/>[(7^tang‘;' — Gtang;'^ — — (/'tung-;'— 2 A‘tang;'+ A'l(7/tang’y+2 6'tangy+U|] 

+ (.S’tangj'4-7’)-(/'’tang'j' — 2 A'tang/d- A')+(Atang/ — .V)<(//tang’;'4-2tftung;'4-U) 

+ 2(Atangy — .l/)(.Vtangy + taug* ;• — Gtangy — V) = 0. (k2) 

Es gibt also, den vier AVerthen von tang y, welche die Aufiösiuig diesc>r 
Gleichung gibt, entsprechend, vier Paare von Doppelehenen der Aeciun- 
torialflllihe, in welche sich vier der umschrielienen Cylinder auflöscn; die 
beiden Ebenen jedes Paansi schneiden sich in einer der vier singulären 
Axen der Flilche. Xm-h jeder Itichtung, welche der Elx'iie V Z parallel Ist, 
wird die Ais|iiatorialflache ntu-h Curven zweiter Onlnung. projicirt ; nach den 
Uichtungen der vier singulären Axen sind die Projectionen Sj'steme von zwei 
geraden Linien. 

197. Wenn wir den der Eliene VZ zugeordneten Durchnieaser des? Cora- 
I plexes als Axe O.V nehmen, .so reducirt sich die vorstehende Gleichmig auf: 
(Atang'j' —Gt4ing;>—r)*— (A’tang*j’—2A'tnng ;>+A')(/y tungY+2A' tang j'+C) = 0,(83) 
und die Gleichung der Durcli-schnitts-Cuire des bezüglichen umhüllenden 
CVlindei-s mit der ElK?ne XZ auf: 

ax‘ + ri» + 2ei + /■ = 0. (84) 

Diese Gleichung löst sich, wenn die vorstehende Bedingung (S3) erfüllt ist, 
in die folgenden beiden auf: 

ax + V — ffc • I + / — "f ~ G, (8')) 

woliei wir, je nachdem die Bedingung (3.3) oder die Bedingung (3.5) erfüllt ist, 
für jede der beiden geraden Linien, welche die vorstehende Gleichung dar- 
stellt, den AViu-zelausdröcken OlxTeinstimmende oder entgegengesetzte V^or- 
zeichen gelxn mü.ss»m. 

Die durch die Dopjxdgleichung (8.5) darge.stellten geraden Linien .schnei- 
den (>X in dem.sc'llien Puncte. Für diesen Schnittjnmct erhalten wir: 

x^+l/-'L. (8G) 

Ihirch denselben Punct geht also auch die singuläre Axe der Aequatorial- 
fläche , in welcher zwei Dopixlelienen dersellxjn sich schneiden. Die vier 
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»ingiüilrvn Axi-n- aUo, wie die vier singulflren Strahlen derFladie, sehneiden 
einerseits, weil sie der Ebene YZ parallel sind, die unendlieh weit liepende 
I)op|Mdlinie, andererseits den Durthniesser der Flflehe, den wir als die Polare 
deisellwn betraehten können. 

Zur Uestimiminp des Winkels, welehen die Durchsehnittslinien der lx>i- 
deii I)oi>i>elel)enen , welche in einer sinpulftren Axe sieh schneiden, mit der 
Elxjne XZ in dieser Ebene mit OX bilden, erhalten wir au.s (8.ü): 

r a 

Die beiden DopiR'lelwnen bilden also mit den zwei in deiselben singulären 
Axe sich schneidenden Elieiien, von denen die eine durch den Dunimiesser 
der Flache geht und die andere dem-sellxm zugeoislnet ist, vier Imnnonische 
Elnnien, und sind somit, wenn der Durchmesser auf seinen zug»»ordneten 
Ebenen senkrecht steht, gleich gegen densellten geneigt'. 

ins. Wir begc'gnen einer besonderen Art von AetiuatorialHachen, wenn 
wir eine unendlich weit liegende Linie, die dem Complexo angehört, 
als Doppellinie der Flache nehmen. Es kommt das darauf hinaus, (hnss alle 
Breiten -Curven der F’lache Parabeln W'erden. 

Nehmen wir, wie bisher, die Doppellinie in der Ebene YZ unemllich 
weit, so verschwindet, unter der gemachten Voraussetzung, in der (ileichung 
des Complexes die Constantc />. Alsdann geht die Oleichung (70), durch 
welche wir den Abstand der singulären Strahlen, die der Coordinaten-Ebene 
parallel sind, von dieser Ebene Itestimmt hal>en, in die folgende iilwr; 

(d/.r -p 7*)* (A O.r— . ö') -f* (Aar — .S*)* (Ax* -p ^ 7 .r -p f-') 

+ {Lx — S) (1/x + T) (Yx‘ - 2 Hx + H) = 0. (88) 



Die Fläche hat ihren Durtrhnu's-ser, der unendlich weit gerückt ist, verloren. 
Die (ileichung (d) geht, wenn wir: 

(A’.r* 4- 2 Y X -p r) //, 

(A.r»— Ox — 6) 5- //, 

(/'.r' — 2Hx H) c, 

iMx+r\-,i,\ («•') 

(Lx — S} — c, 

n ~ f ^ 0 

setzen, in die folgende über: 

««* -p 2huv + Cf» + 2duK + 2cc/f — 0, (!i(i) 
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und dü-se (iloiehuuff löst sich, wenn wir l'Qr r eine der vier Wuraeln der 
tileichung (88) nehmen, in die folgenden beiden aul: 

«« -b (i -j- } b* — (»<•)»' 2iIk> = 9, l 

HH + (h + Y^— ar)i< = 0, / 

w'o wir, je nachdem die Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet, 
djis) obere o<ler untere Vonteifdien zu nehmen halvn. 

Kin Doiipelpunct der Flüche liegt also auf dem singidüren Strahl umind- 
lich weit, der andere hat zu (.'oonlinaten in seiner Eliene; 

^ 2(1’ 2d ' ' 

Der Winkel y„, welchen die llichtung des singulären Strahles mit OX bildet, 
ist durch die Oleichung: 

a 



tang r„ = 



(93) 



b yb^ — ac ft 
b 4- yb‘ — ac c c 

bestimmt. Führen Avir die Constanten des Coinplexes wieder ein, so kommt: 

, .Vx + T 

tangy„ = (94) 

199. Bestimmen war die Aixpiatorialflüche durch ihre umhüllenden Cy- 
lindcr, so mü.ssen wir von der (xleichung (28) aasgeheii. Unter der gemach- 
ten Annahme, dass die in }' X unendlich weit lickende Linie dem Coinple.xe 
angehöre, wird die Be<iingung (76), durch die ausgedrückt wird, ihiss sich 
die durch (28) dargestellte Curve in ein Linienpaar aufiöst, die tblgcnde: 
(.S'tang;'-f 7'p(ftang’j' — 2A'tangy-|- A’)-f-(Atang;' — .l/)*(//tang*y-f2ö’ taugy — C) 
-f 2(Ztangy — .1/)(.V tang y -f- r)(A tang' j' — Dtangy — l') - 0. (95) 

Di(‘ (ileichung (28) geht, wenn wir, der Kürze wegen, die Coustanten- 
Bestimmung (80) witnler einföhren und c verschwinden la-ssen, in die fol- 
gende über; 

■ «.r' -f- 2Ä.r» -f- 2^/.r -f- 2er f — 0, (96) 

und diese fileiehung löst sich, wenn für tang y eine der Wurzeln der vor- 
.stehenden (Jleichung genommen winl, in die teiden folgenden auf; 



«.r -b 2Är -f- (</ + nf) - 0, \ • _ 

nx -b (dTVd‘—«f) — 0, J 

W'O wir die olieren, bezüglich die unteren Vorzeichen zu nelmien haben, 
je nachdem die Zerlegung (34) oder die Zerlegung (36) stattfindet. 

Eine der Ijeiden Doi)pelel)eneu , in die sich der die Flüche umhüllende 
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( i)iu])les-C'_vliii(ler auflöst, geht also immer durch die unendlich ft-eit liegende 
I >i)|»jR‘Hiuie der Flüche. Sie .schneidet von 0\ ein. Stück ah; * 



^ f 

a d+yd‘-af l> ’ 

Oller, wenn wir die Constanten des Complexe.s wieder einführen: 

^ tang y + T 
' * L tuiig y -^M 



(98) 



. ( 99 ) 



•200. Indem wir den Werth von taug y<, au.s der Gleichung (94) in die 
(ileichung (88) und deu Werüi von j-« aus der Gleichung (99) in die Glei- 
chung (95) einführen, gelangen wir, wie wir es in der 193. Xummer für 
«Meridianflüchen gcthan hahen, nun für Aiiiintorialflachen der hesondei-en Art 
zu dem folgenden Satze: 

* Die vier singulären Strahlen und die vier singulären Axen 
liegen bezüglich in derselben Ebene, welche durch die unendlich 
weit entfernte Doppellinie der Fläche geht, und .sind, in dieser 
Ebene, bezüglich einander parallel. 



. » T- 

Allgemeine Betrachtungen über Complex- Flächen* ihre Doppellinien, Doppelpuncte 
' und Doppelebenen. 

201. Wenn eine gerade Linie im Räume sich bewegt, .so erzeugt sie. 
eine Linienfiäcbe. Es ist hierbei gleichgültig, ob wir sie als einen Strahl 
oder als eine Axe lietnichten. Wir können die Linienfläche durch drei 
Gli\-himgen entweder in Strahlen-Coordinaten oder in jVxen-C'oordinufcu dar- 
stellen, die sich in <lem ersten Falle auf eine einzige Gleichung in l’nnct- 
Coofdinaten, in dem zweiten Falle auf eine einzige Gleichung in Plan-Coor- , 
dinaten zurtickführen lassen. 

202. Wenn insbesondere die gerade Linie im Raume so sich liewegt, 
dass sie iu je zwei auf einander folgenden Lagen in 'derselben Elxaie ent- 
halten ist, Oller, wa.s auf da.s.sell>e hinauskommt, durch- densell>en Pimct geht, 
so t)eschreibt sie, wenn sie als Strahl lietfachtet wird, eine Abwicklimgsfläche; 
sie imihüllt, wenn sie als Axe lietrachtet wird, eine räumliche Curve. Je 
nach der zwiefachen Auffassung der gemden Linie geht dann die Liuienfläche 
iu die. Curve wler in diiT Abwicklungsfläche üix'r. Die verschieiienen Lagen 

ri6ek«r, Cf»4ii«lrK. 25 
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«1er geraden Linie werden dann durch zwei Complex-Uleiehungen in Strahlen- 
ndej- A.\*n-C'oordinat<‘n dargestellt. Wenn wir 

y = s: + 



.r — rz 4-Vi 

• • • 

fdr die Gleiehiuigen zweier Projeetiunen der als Strahl betrachteten geraden 
Linie mdiinen, in Heziehung auf r, s, j», a dill'ei'cntiiren und na«fh der 
• Uitfenbitiation z [eliininiirn, «>rhulten wir, der gemilchten Vorau.ssetzung 
entsprechend : 



«/« df 

da dr 



not»)- 



Wenn wir andererseits die gerade Linie als Axe l*etrachten und 

« — yr + *, 

/ = /«r + .T 

fflr die Gleichungen ihrer Durchschnittspuncte mit zwei der drei t'oonlinaten- 
Ebenen nehmen, so erhalten wir, dei-selben Voraussetzung ent.spreehend, «lie 
Ikslingungs - Gleichung ! 



dg dp 

fix f/T 



( 101 ) 



Durch j«le Abwickhmgsflache ist gleiclijeitig eine räumliche Gurre und 
gegenseitig durch jede räuinlighe Gurve eine Abwicklungsflache bestimmt. 
Die Gleichung (100) ist die DiflerentiiU-Gleichung der Abwickljingsdacheu , die , 
Gleichung (101) die DilTertuitial-fileichimg der räundichen Cuiren. 

203. Wir erhalten eine zweite B«-s(iminung der Abwickhuigsfläche, wenn 
wir uns dieselbe durch eine Ebene, welche durch zwei auf einander fol- 
geud«' Lagen iles erzeugen«U*n Strahles geht, iinihällt «lenken und demnach 
durch zwei ■ Gleichimgen in Plan-Goordinaten «larstellen. Die die Abwick- 
lungsfktche uinhällenden Ebenen^ gehören al.s Umhflllpngsebenen zweien 
Flächen an. 

Wir erhalten 'eine zweite ]le.stimmung der räumlichen Gun'c, wenn wir 
uns dieselbe durch einen Ihinct, welcher 'der umhüllenden Axe in zwei auf 
einander folgenden Lagen gemein Ist, Ix'schrieben «lenken und, «lein ent- 
sprechend, duR‘h zwei Gleichungen in Puhct-G<K>rdinaten «larstelh-n. Eine 
räundiche Gurve ist «1er DurclLscImitt zweier durch Puncte Ix-sfiinmter Flächen. 

Die Abwieklungsflächen werden durch eine einzig«3 Gleichung in llunct- 
Gtxinlinaten dargestellt. Sie sind als Linienfläclu'ii zu betraihten, in.«ofeni 
wir uns diese durch einen Strahl erzeugt denken. ' Die räundichen Cuiren 
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wcriltMi dirnli (‘ine einzifie Oleichmi" in Flan-Ownlinatcn iliii^estellt. Sie 

.•jind als liinienflilcheii zu iK'ti-achten , insofern wir uns du'se durdi eine Axe 
erzeugt «lenken. • ’ 

204. Die Abwicklunj.'sflilehe kann «lurch eine weitere Ueselirilnkunn in 
(•ine ■ Kegf'IfliUhe ausarten. Daun fiehen alle Strahlen «huvli einen festen 
I’iinet, den Mitteljannd der Ke«;elfläehe. Um dieses auszndrflcken , erlnjlten 
wir, wenn (.r°, y, 2 «) der Älitlelpnnet der Ketielflilehe ist. die drei linearen 
I D«slinf{unps - (tleiehnneen ; 

+ n, I 

- r2s-+ p, . (102) 

ry' — i.r" = y. J 

Von diesen fileiehnngen Ijedingen zwei, vorausgesetzt dass r und . 5 ■ (nnlliche 
Werthe Iwlialten, die dritte. Naelulem der feste Punnt lH«stiunnt W(jrdeii ist, 
wird die K(!gelflä«die durch eine einzig«; Coniplex-Oleitliung ift Stnihl«‘n-(.(K>r- 
dinaten dargestellt. Nehmen wir für den festen Punet insla-soiidere «leii 
Anfangspnmt der Coordinateu , so veisehwinden fflr alle Strahlen gleichzeitig 
die drei Coordihaten p. o und ?/. und zur Ucstimpiung der KegelflOche erhalten 
wir dann eine Gleichung zwischen den lieijlen dhrigbleihenden Coordinaten 
r und _ * 

Die räumliche Cnrve kann durch eine weitere Deschriliikung in eine, 
ebene Curve aiMsirten. Dann liegen alle die t'urve umhüllenden Axen in 

( /« „fi |,t) \ 

«■“ ’ (C* ’ «{■"/ 

durch die drei linearen B«slingnngs- Gleichungen: 

• u« = yn« xir", 1 • ' 

= jir" + -T»", > _ (103) 

, f>U" f//« -m \ 

aiLsg«Hlrückt wird. Von ditsien Gleichungen Ixfdingen zwei, .voraasgesetzt, 
dass y tmd /< endlich bleiben, die dritte. Wenn die Kljenc bestimmt ist, 
wird die Curve in ihr durch eine einzige Coniplex- Gleichung in Axen-Coor- 
’dinaten dargestellt. Diese Gleiclmng redudrt sich auf eine Qleichimg zwi-’ , 
sehen zwei der fünf Axen -Coordinaten, wenn wir für die Eigene der Ciure 
iasbesondere eine der drei Coordinaten -El«*nen nehmen. Ist diese Ebene 
.so verschwinden für alle die Cuo'e umhüllenden Axen die drei Coordinaten 
/i.ftr, w, und wir erhalten für die' umhüllte Cnrve eine Gleichung zwischen 
den Iwiden übrigbleilwiiden Axen - Coordinaten «/ mal *, und «li«>se beiden 
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CüoriTinnteii können wir auch als Linien -Coordinaten in der Eltene Y Z con- 
stmiren. 

* "iO"). Wir können alter aueli eine KeKelfläehe als von einer Ebene uin- 
hnllt lietrachten und, dem entsjn-echend , den Slittelpunot derselben durcli 
die Gleiclmn" 

x^t + ,V"" + + w — = 0 

darstellen. J)ann tetiinmt in VerbiiidunK mit dieser Oleiehimg eine zweite 
(tleiehung in Plan-C'oortlinaten die Kejielflälehe. Wenn’w'ir den Mittelpunet • _ 
•derselben zum Anfangspiincte nehmen, wonac-h die vorstehende (lleichun}' " 
sich a^f 

«r — 0 • ' 

rolucirt , reicht die zweite fileichnnu allein zur Darstellung der Kegelfläche 
hin., ln analoger Weise können wür ims eine ebene Cun'e durch einen Pnnct . 
liesPhrieben denken un»l ilms Eltene durch die Gleichung 

/“.r + u">j + is'r + ff« = 0 . . 

dai'steUen. Dann bestimmt, in Verbindung mit dieser Oleichung, eine zweite 
Gleichung in Pnnct sCwnlinaten die eltene Curve. Wenn die Gurve in einer 
der drei Qwrdinaten-Elteneu liegt, für welche wir wiislenim YZ nehmen 
wollen « so erhalten wir statt ^ler vorstehenden Gleichung 

a- = 0, 

lind eine einzige Gleichung zwischen den beidi*n ülnigbleitienden Punct-Ciwr- 
dinaten, die wir in der Ebene YZ c-onstniiren können, ist zur Darstellung 
dev t'nrve hinreichend. 

JOti. Ks kann nur von der Ordnung einer Kegelfläche die Rede sein, 

• wenn wir uns dieselbe als von einer gi.‘raden Linie, einem Strahle, besijiric- 
ben denken. Die,se Ordmuig ist gleich dem Grade der Oleichung, durch 
welche die Kegelfläche in Pnnct -t'oofdinaten dargcstellt wild. Es kann nur 
von der Cla-sse einer elienen (.'urve die Rede sein, wenn ivir uns diesell«" 
von einer- geniden Linie, einer A.\e, umhOllt denken. Di'ese Classe ist gleich 
dein Grade <ler Gleichung, durch welche die Ciure in Plau-Cooldinaten dar- 
•gestellt wird. 

Indem wir in die Geometrie die gerade Linie als Raumelement ein- 
l'ühren, und die genule Linie einmal als Stnihl, das andere Mal als Axe be- 
trachten, mflssen wir der gewöhnlichen Plan-Geometrie, als vollständig 
coordinirt, eine Punct-Qeometrie "zur Seite stellen, nel>en Curven, welfhe 
in der Ebene von.Axeii .umhöllt werden, Kegelflächen, welche durch Strahlen 
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gobildet wmleu, ilie durch den Punct gehen. 'Die KegelHAihen .«ind von 
, gegelx-ner Onlnung, die Curven von gc^l)enei- tiasse. Die (laise einer Kegel- 
flilflie und die Onlnuug "einer Curve .treten als seedndare Begriffe auf. Erst, 
wenn wir uh.s die Kegelflik-hen als dimdi Elsnien nnihflllt. denhen, \felii^- 
durch zwei auf einander folgende erzeugende Strahlen* gehen, kommt die 
Cln.sse dei'sellien zur Spnudie; sie ist zughicli die (la-sse ilrn^r Dnrclischnitts- 
cuj-ven nniL ist gleich der Anzalü der Tangential-Elienen, welche durch eine, 
durdi den Mittelpunct der KtgelUftche gehende, gerade Linie an diese .«ich 
legen lassen. Erst wenn wir uns die elwne t'urve durch den* Durckschnitt 
zweier auf einander folgenden umhüllenden A.\en l«>.schriel>en denken, kön- 
nen wir von ihrer Ordnung sprechen. Diese ist dann zugleich die Oitlnung 
der Kegellladien , welche durch dieselbe .sich legen la.ssi’rt und gleich der 
Anzahl der Puncte, in .welchen die Curve von einer in ihn'r EImuic liegenden 
geraden Linie geschnitten wird. 

• 207. Die folgenden Bemerkungen, welche sft-h an das Vm-stehende an- 

knüpfen, bciilhreii wesentlich die Tlieorie der Darstellung nlumlicher Gebilde 
%enuittelsf Linien -Coordinaten. . '• 

Wir niü.ssen, um eine KegelfliU-he in Stralilen-Coonlinaten darzastellen, 
ausilrücken, da«S die Strahlen, welche dieselbe bilden,- duivh einen fe.sten 
Punct (.!■<’, y", :"), ihren Mittelpunct, gehen. Um diese.« 'vollständig zu 
erreichen, sind die Gleichungen ( 102) alle drei nothwendig. Wenn'wir bloss- 
zwei ditser drei Gleichungen, etwa die Ixdden ersten, 

tf» =» 4-;« 4- a, • 

.. * 

nehmen, .so drücken dieselben au«, da.ss der l)ezflgliche Strald (r, y, <j) d«^ 
jenigen beiden Linien schneidet, welche den Punct (a-", y, r“) ' auf die beiden 
Coordinaten -Elx-n }'Z imd A'Z projicinm. Es schliesst dieses die dnp|>elt<‘ 
geometrische Bcihngung ein, das.« der Strahl (r, s, p. a) entweder dm-ch 
den gegebenen Punct (a-», y“, :«) geht, oder in derjenigen Elx>ne liegt, welche 
die beiden projicirenden Linien enthült und also durch den Punct (.i-«, y", i'‘) 
geht und der Ebene A'/' parallel ist. Erst dadurch, dass diu diitt'e Gleiclnmg 

rys — 4.1-® = y ■ 

hirizutritt. Mit die zweite geometrische Deutung der Gleichungen (104) hin- 
weg uml dann winl au.sschlics.«lich au.sgedrflckt, da«.« der Strahl dimh den 
gegeixmen Pmict'geht. 

• AVir mflsseii, um eine elx-nc Curve' in Axen- Coordinaten dai-ziistellen, 
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iiusilnli-ki'n, iliis« <lio Axen,' welche iliesellMm umlulllen, in einer festen Elteno 
\ ’ «■" ’ «•“' Piizu <li‘‘ (ileiehnnp'ii (103) alle diei noUi- • 

weudifj. Wenn wir hloss zwtd ditwer drei (ileiehnn^eu, etwa, du; tieidi'n 
fl-steii • 

... • T . (lo'o 

. nehmen, so wird durch diesellien aus^islrückt. dass die Ijezflfiliehe A\i' 

* (/'. y. -T, *) diirch die Durchschnittslinien der g<“}Sel«..nen El>ene 

mit den twiden Clüordinaten-ElH>uen }'X\m>\.\'X geht. Diesem winl geomi^ 
trisch* iik zwiefacher Weise entsprochen, entweder wenn die Aje (/<, //. ,t, *) 
in der gi.gel)eneii Ebene liegt, oder wenn sie durch denjenigen I^unet hin- 
durchgeht, in welcher die (.'oonlinaten-Axe 0^ von dieser Ebene gesi-hnit^en 
wird. Die dritte lileichunjj 

//«" — y/* = /r" 

muss hinzukommen, um die zweite gwmetrische Deziehung auszipschliessen. 

Wenn wir* uns nach dem analytischem (irunde der vorstehentlen , auf* 
den ersten Uliek juiradoxen Relationen fragen, so liegt dersell)e darin, dass 
die dritte der (\leichungen (102) nnti (lO.'l) dann nicht melir eine algebraische 
Folge aus_ den 1 leiden ersten ist, wenn /•iindit, bt.znglich p und y une!>dlich 
■gross «'erden. *) - 

208. Wenn mit der Gleichüng , • • 

.< 2 . = 0 , 

welche eiribn. Linien-Complex eines beliebigen «.Orades in Strahlen -Cootdi- 
naten darstelle, die beiden (ileiehungen 

y" — + tf , 

j« = rz<> -)- Q, 

*) Dun-li (litt A»W4*n<lunjf homo)(r>ner Lmicn-Coonlinatcii wird dtu Uucndlii-hu rvrmiedvii. Er* 
iM.*Ui*n wir xnni Bt’ixpicl die binden enten der Olrtchun^n <10äi diin-h di^ fol^>nden: 

— s') = — »' ) -i- — tf's). 

— s'> = 4* Jts*)» 

BO Werden beide Oleicbungeii ßleir|izoitijf U'frivd^ft, wenn , 

X — .r*. , V ” y. : * 

duB beiBBi, wenn tler iiezü^lirlie Stmhl diirrh de» ^*ge)ieuen Punrt 
^ Bieselbon beiden (ileii'huitgeii werden nueh dann l»efri«Hligt, wenn ^ ^ • 

*•••*«*• *• ^ 
dm* heUet, wenn alle Strahlen innerhalb einer. mit W jiarallflen Ebene liegen, deren Abutaud von 
dicBor Ebene gleich i*t. ‘ . * 
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<Hp wir als zwei lineare (lomplex-lileichungen anseheii küniien, jileielizeitig 
•«‘Stellen, so liefriedrigen die l'oordiuateu aller Stnihlen, welehe einerseits 
den ‘C’omplex- Kegel der «.Onlnnng bilden, di’ssen Mittelpunet (.r", y", :“)'ist, 
und andererspit« die Coraplex-Cur^'e der •«. Hasse undnlllen, deren Eliene, 
]iarallel mit ,V/’, diux'li den Mittelpunet des Kegels geht, die voi'stehendt'n 
drei < lleiehungen. Diese drei (ileietumgen stellen also, neben dem t'om- 
plex-Kegel, gleichzeitig nnoh noch eine Comp'lex-C'urve dar. * , 

, Ebenso stellt da.s System der Gleichung eines t'oinple.’S-.s des «.Grades, 
in Axen-Coordinaten 

</>. - 0 

• und der lieiden linearen Gleiehnngen . • • 

• _ /» — /ir” -f- .TÄ“', 

die wii^als Gleiehnngen zweier t'omplexe des eiaten Grades ansehen können, 

gleichzeitig eine Coinplex-Curve, deren Eliene > —,7» j ist, und 

eine Coniplex-Kegelfhlehc dar, deren Mittelpunet in du>ser Elx*ne lii>gt. 

Zwiseheu der Kegelflitche der «.Gnlnung und der Curve der n.Cla.<se, 
welehe in dem Vorstehenden durch die drei .Coinplex-Gleiehungmi dargestellt 
werden, besteht die geoinetri.sche Hr/iehung, da-ss ilie «Seiten, nach welchen 
die Kegeltläche von der Ebene der ('uire geschnitten winl, zugleich die- 
jenigen « Tangenti’ii der Curve sind , welch»* durch den Mittel]mnct iler Kegel- 
Hache gehen. 

Durch eine oder mehrere. Gleichungen zwischen Linien-Coor- * 
dinaten werden immer nur solche geometrische Gebilde djir- 
gestellt, tlie in'sich selbst i*eciproke^sind. 

Wenn wir, in dem Falle »Ut Strahlen-Coordinnten, von die.sen zu 
l’uifct-Coordinaten ülKTgehen, so föhnm wir in die voiutelii'inlen Ent- 
wicklungen stillschweigijpd die dritte der daü lincjiren Gleichungeji (102) ein,, 
und in di*r uualytisclien Darstellung verschwindet jeile Spiff der von^Strahlen . 
umhilllten C'uiwe. 

Gehen wir .in »lern Falle der Axen-Coordiniiten von diesen zu l’iau- 
.Coordinaten Aber, .so führen wir .stillschweigend die dritte »1er dm lim-aren 
Gleh'hungen (103) ein, und .in, der analytischen Danstellung vei-schwindet j»sle 
Spur der von. Axen gebildeten- Kegelflache. 

200. Wir hallen bereits als characteristischo Eigenschaften »»ines Com- 




ylexi-s' ilus ».(irailis ilit' folficiidtm Inndeni Ln Hi-Kidiung auf einauifer ixti- 
prakfii, aufhi*"<ti»llt (Xr. 11*): 

Iii t'ouiploxe de» «.(ti-.ule» liegen in jeiler den lUuin durehzidien- 

deii Kl>eue unendlieh viele Linien desselUen, welche eine Curv^ der «.Classe 
HÄhüllen. Durch jeden I’unct de» liauine» gehen unendlich viele Linien des- 
selhen, welche eine KegelHflche tler «.Ordnung bilden. 

' Hieran knüpft »ich uninittelhar die dopjielte Coicstruction der Flächen 
. eine» Comple.\e»*der ».Ordnung. Wir künnen diesellien, nachdem wir irgend 
eine feste gennle Linie angenuninien hah^i, einmal als durch diejenigen 
CompleXjtjfUTen «.C'lnsst*, deren Ebenen duri'h die feste Linie gehen, ge- 

• bildet , »da» andeiv Mul iil»^ durch diejenigen Complex- Kegel, deren Mittel— 
puncte auf der festen Linie liegen, umhüllt betrachten. 

Xachdem überhaupt die Existenz der Complexe des ».ffnwles festgestdlt 
i.st, können wir an jede der lafiden obigen characteristLschen Eigeimhaften, 
die im Oninde nur eine einzige sind, die Definition .solcher f'omplexe an* 
knüpfen, und_die.se Definition, wenn e» überhaupt gwstuttet iüt, du.» Imagi- 
näre in den Bereich der Oeoinetrie hineinzuziehen, in gewöhnlicher Wei.se 
als eine geometrische liezeichncn. 

Die doi>|)elte Bcstinnnung- eine» Complexes de» ».Oradc» wünle ihre 
Beileutung verliei’eg und wir würden vergeblich nach einem anal_ytischen 
Ausdruck für den Complex suchen, wenn wir in der Definition die Worte 
Ordnung und Cla.sse vertauschen Vollten. 

Indem wir Comjilex- Flächen vennittalst des Complexes, dem sie an- 

* gehören, l>e.»timmen, knüpft sich die.»e Bo,»tinimung an die Betrachtuhg von 
gcgiden Linien und ihmi C'oonlinaten. Die Flächen eines Comple.xe» des 
«.Orades sind von gleicher Ordnjing und Cla.sse, die xvir ’iurch p bezeichnen 
wollen. Als Flächen der Ordnung lietrachteu wir sie al.» au.» Puncten l«.*- 
sleheiid, als von einer geraden Linie in Puncten, von einer Ebene in »iner 

,Ciu^’e /i.Onhiung ge.<chhitten. Al.» Flächen der /^.Claijie betrachten wir sie als 
_ von EliCjien umhüllt; durch eine gerade Linie gelujn EIxmen der Fläche imd 
die Umhflllungskeg('l sind von der . C'lasse. Die Complex-Flächen hal>en eine 
vielfache Linie, in der ein vielfacher Strahl und eine vielfnchgAxe zusammen- 
fallen. Die Linie sei eine »/fache. Dann sethneiden sicli nach ihr, wenn win 
sie als Strahl l»etrachten, »(Schalen der Fläche.: die Fläche hat in jtjfleni 
Pauicte der »(fachen Linie w Tangential -Elxmen. Die (»fache Linie ist der 
georaetij(jche Ort von (»fachen Puncten 'der Fläche und alle Curven, nach 
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\vdi-lu*u die Flflehe von Elx-nen ffeschnitten wini, haben auf dieser Linie 
einen wfaehen Punet. Die /«fache Linie, als Axe lietrachtet, ist ein von 
/«fachen Eljenen der Flache umhOllter Ort. Jetle durch die /»fache Linie 
•»eilende Ebene winl von der Flache in m auf dieser Linie lii*Renden Puncten 
berOhrt. Jeder Punet einer solchen Ebene ist der .Mittelpunct eines Uin- 
Inlllungskiftels, der m Schalen hat, welche von der Ebene, die» auch eine 
/«fache Elx/no des Kegels ist, nach /» durch die «/BerOhrungsinincte auf der 
Flache gehenden Kegelseiten hertthrt werden. 

210. Die Flachen eines L'omplexes des zweiten Grades hal>en eine Doj)- 
pellinie. Sie wenlen von Ebenen in Curven der vierten Onlnung geschnit- 
ten und von Kegeln der vierten Classe umhüllt. Wenn die schneidende 
ElH*ne insbi'somlere eine Meridianeb'ene Ist und demnach durch die Dop[>el- 
linie geht, so zerfallt die Durch.schnitts-Curve der vierten Ordnung in eine 
furve der zweiten Ordnung uml zwei Strahlen, welche in die Dupj/ellinie 
zu.sammenfallen. Betnu-hten wir die t'iuwe als von Axen umhüllt und be- 
dienen wir uns zu ihrer analytischen Darstellung der Linien-('<x>rdinaten in 
ihrer ElHuie, so reducirt sich die t'la.sse dereelben, indem jede Spur der bei- 
den zusamnumfallenden Strahlen, die dem Complexe fremd sind, forttüllt, 
auf die zweite: die Cuire in der Meridianebene winl eine Curve de.s Coin- 
plexes. Wenn wir andererseits die Mittelpuncte der Umhilllurigskegel ins- 
besondeiv auf der Dop])ellinie des Complexes zweiten Grades nnnehinen, so 
ai-tet ein solcher Kegel, welcher im Allgemeinen von der vierten Glosse ist, 
in einen Kegel der zweiten Gla-sse und zwei umhüllte Axen aus, die in der 
DopiK-llinie zu-sammeufallen. Von diesen beiden Axen verschwindet jede 
Spur, wenn wir uns den Kegn) durch einen Stnihl lK‘schrielx>n denken. Dann 
tritt also der ümhüllungskegel als ein Kegel zweiter Onlnung, als ein Kegel 
<les Complexes, auf. 

211. In dem allgemeinen Falle der Flüchen eines Complexes des ».Gra- 
des lüsen sich von ihren Durchschnitt.s-Cnrveii, wenn die schneidende Ebene 
inslxcsondere dundi die /»fiu'he Linie der Flächen geht, /» Strahlen ab, welche 
in dieser Linie zusammenfallen. Wenn wir von diesen m Strahlen absehen, 
rwlncirt .sich die Ordnung der Curve auf (p — m). \'on der andern Seite er- 
halten wir, da die Durchschnitts -Curven, deren Ebenen durch die /«fache 
Linie gehen, Complex-Cun'en und als solche die allgemeinen der ».Classe 
.sind, für die ORlnung dieser Curven «(« — 1). AVir finden auf diese Weise: 

p = «(« — 1) -f /«. (IdO) 

rii4ker, GrMiptri«. 
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AVenn wir den Mittelpunet des UinhflUuugskegels insbesondere auf der wfsu-lien 
Linie der Complex-Flaelie annelimen, so sondern sieh von diesem Kegel 
m Axen ab, die in der wfaehen Linie ziLsaiuinenfallen, un<l weiui wir von 
diesen m Axen uhsehen, sinkt die (nasse des Undulllungskegels von /< auf 
{/) — «). Dium wini er ein Kegel di>s Oomplexes und ist als soleher der 
allgeineiMe der «.lArdnung und also von der n(« — l).Classi?. Wir gelangen 
aueli auf diesem Wege zu der voi^stehenden (ileiehung, welche eine Relation 
enthalt /.wisdien h, dem (Jnide des Complexes, dem die Fläche angehört, 
/>, der Ordnung und ('lasse dieser Fläche, und «, d»‘r Zald, welche angilit, 
wie viele Stndüen einerseits und wie viele Axen andererseits in der vielfachen 
Linie der Flache zusammenfallen. 

212. Damit eine Com|>lex- Fläche vollständig durch eine Complex-Cun’e 
be.schrietx‘ii werde, muss sich die Meriilianebene, welche diese veränderliche 
Curve enthält, um die beliebig angenommene vielfache Linie durch 1X0 (Inid 
drehen. Hei dieser Umdrehung geht die Com plex- Curve in einer bc'stimmten 
Anzahl von Isigen der Meridianel>ene durch ii>;end einen gegeljenen Punct 
der vielfachen Linie der Complex-Fläche. Diese Anzahl Ist zugleich die An- 
zahl der •^■lialen der Fläche, welche auf der vielfachen Linie sich schneiden, 
also gleich 

Jeder Punct der vielfachen Linie der Complex-Fläche Lst der Mittelpunet 
eines Complex-Kegels der «.Ordnung, an welchen sich, weil er der allgemeine 
dieser Oivinung ist, durch die vielfiwhe Linie «(« — 1) Meridianelxmen legen 
lassen, welche die Kegelfläche Ix'rflhren. Die «(« — 1) Kegelseiten, nach 
welchen diese Ilenlhning statltindet, lierühren zugleich, weil sie Linien des 
Complexes sind, ilie in deiselbeii Meridmnebene liegenden Meridiancurven 
im Mittelpuucte des ümlulUungskegels auf der vielfachen Linie. Die Zahl 
«(» — 1) bestimmt .sonach die Anzahl der Meridiancurven, welche durch den 
auf der vielfachen Linie beliebig angenommenen Mittelpunet des Undjüllungs- 
kegels gehen, also die Anzahl der Schalen der Complex-Fläidie, welche nach 
<ler vielfachen Liide sich .schneiden. 

Die vielfache Linie ist eine »(« — l)fache. 

Jeder Punct der «(« — l)faehcn Linie der Flächen eines Com- 
jilexes des «.Oradea ist der Mittelpunet eines Complex-Kegels 
der ».Ordnung, an den sich durch die «(« — l)fache Linie der 
Fläche »(« — 1) Ebenen legen lassen. Die »(« — 1) Seiten, nach 
welchen der Kegel durch diese Ebenen berührt wird, berühren 
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ilirerseits die n(n — 1 )Comples-Curven, welche im Mittelpuncte 
des Kegels sich schneiden in diesem Piincte. 

Neben den vorstehenden Satz stellt sich sogleich der folgende; 

Jede Meridianehene der Fläche eines Comploxes des «.Gra- 
des enthält eine Complex-Curve, welche die «{« — l)fache Linie 
der Fläche in dieser Ebene in »(« — l)Puncten schneidet. Die 
Tangenten der Curve in diesen «(« — !)Puncten sind Seiten von 
»(» — l)Complex-Kegeln, die diese Puiicte zu Mittelpuncten haben 
und die Meridianebene nach diesen Seiten berflhren. 

Wir kfmnen die beiden vorstehenden Sätze, die als die Aiissage correla- 
tiver Eigeaschaften eines Complexes gegenseitig aus einander folgen, auch 
unmittellKir an die obige Definition der Complexe des «.Grades aaschliessen 
und erhalten dann den folgenden Satz: 

Die Anzahl der geraden Linien (Strahlen und Axen), welche 
die vielfache Linie einer Complex-Fläche bilden, ist gleich der 
Ordnung der die Fläche erzeugenden Couiplex-Curven und der 
Classe der dieselben umhüllenden Complex-Kegel. 

Wir hal>en 

m — n{n — 1), (107) 

mithin 

// = 2«(« — 1) — 2m. (108) 

Die Flächen eines Complexes der «.Ordnung sind vonder2n(« — 1). 
Ordnung und Classe und haben eine «(« — l)fache Linie. 

213. An die Stelle der vorstehenden geometrischen Betrachtungen kön- 
nen wir elwn so einfache analjiiLsche setzen. Wir wollen hierbei von den 
Flächen der Complexe des zweiten Grades au.sgehen. Die Projectionen der 
einzelnen Meridian-Curven solcher Complex-Flächen auf .XX halien wir durcli 
die folgende Gleichung dargcstellt (Nr. 169.): 

{/•' tang' <jr — 2 A' tang <f K)w- 
-(- 2 (Ä tang’ «jr — O tang ff — C)ln' 

-F (/? tang’ ff 4- - tang + C) 

— 2{0 tangy — — 2 (/tang 7 : + //)tr -f- .Ir* — 0, (14) 

und dabei die Voraussetzung gemacht, dass alle Meridianel)enen durch die 
Coordinaten-Axe O.V gehen, und dass OX auf (t.X senkrecht steht. Irgend 
ein beliebiger Punct dieser Axe ist zum Anfiuigspunct der Coordinaten g»> 
nomuien wonlen. Die Ebene der jedesmaligen Meridian -Curve wird durch 

20* 
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ilon Winkel ijr l^estimmt, den diesell» mit einer festen Meridianebene bildet. 
Wenn wir unter diesen Voraassetzunneii in der vorstehenden Oleiehun}' «• 
gleich Null setzen und duixh / dividiren, erhalten wir zur Hestiinmung der 
liichtnng der Projwtionen der beiden diu-ch den Anfangspunct an die jedes- 
malige durch <f bi'stimmte Meridian-Curve gelegen Tangenten die folgende 
Gleichung: ' 

— 2(7 tang f; -t- ) -f- (Atang-r/ — 2t;tangy. -ff) — 0. (lOü) 

AVenn die Meridian -t'iux-e durch den Anfangspimct der Coordinaten geht, so 
fallen die beiden durch diesen Punct gehenden Tangenten zusammen, was 
analytisch dadimdi aiLsge<lrOckt >vird, dass die vorstehende in Beziehung auf 

quadratische Gleichung gleiche AVurzeln hat. Dieses fonlert 

.1 ( // taug* !)■ -f 2 G tang ip + C) — (J tang «jr -f- //)■ — 0. (110) 

Die.se Beilingimgs- Gleichung ist, in Beziehung auf tanger, vom zweiten 
Grade: cs gehen also zwei der unendlich vielen Meridian-t'urven der Complex- 
Flilche durch Je<len willkflrlich auf der Coordinab‘n-Axe OA' angenommenen 
ihmet: es ist diese Axe eine Doppellinie der Complex- Flüche. 

Die letzte Gleichung wird, wenn wir in dersell>en 
^ = — taug tf> 

setzen: 

.( tang'* tang* y-ff’-t- 20’ tangf/-f-2//tangV>-f-2y tangy tang«'^ — 0. (111) 
Diese Gleichung ist als die Gleichung einer Kegelflache anzuschen. t/' bedeutet 
denjenigen AAlnkel, den eine Seite desselben mit der Ebene FiT, 

denAViukel, den sie mit OA' bildet. Sie gibt, nachdem duixh eine lieliebige 
.Annahme von g die Kl»ene Ixsstimmt Lst, in welcher zwei Seiten des Kegels 
liegen, zwei AAVrthe von durch welche, in dieser Eliene, die llichtung der 
iH-iden Seiten gegelien Lst. Zugleich alx'r ist g- der AA'inkel, den die Pro- 
jection die.ser Kegelseite auf J'J?, und t' der AA’inkel, den die l*rojeetion der- 
sellx-n auf .l'if mit der Coordinaten-Axe 0^ bildet; demnach kommt: 
tangV’ = r, tang = jt, 

und die Gleichung der Kegelfläche geht in die folgende ülier: 

.Ir» + ßs* -b f -f- 20’x + 2//r -f 2Jrs = 0. (112) 

Diesellie Gleichung erhalten wir, wenn wir in der allgemeinen Complex- 
Gleiehung (l) die Linien -Ctxmlinaten g, a imd, in Folge davon , tj gleich Null 
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»t'fzen. Sie «teilt ilenjeni^en Complex-Kefiel dar, der den Anfungspunet zu 
seinem Mittelpuncte hat. 

214. Durch die Vei-all^emeinerung dieser Betrachtunpeu erhalten wir 
für Coinplexe eines beliebigen ».(irades die Bestimmung der Ebenen der 
«(«— 1) Meridian -Curveu ».Clas.se, welche im Anfungspuncte, einem beliebi- 
gen Puncte ihrer n(«^l) fachen Linie, .sich .schneiden, und der Tangenten 
dieser Cnrven in diesem Puncte. Die Gleichung des Complex- Kegels, dessen 
Mitteliainct in den Anfaiigspunct fällt, ergibt sich unmittelbar, wenn wir in 
der allgemeinen Gleichung des Coniplexcs «.Grades, wie oben, q, a und »/ 
gleich Null setzen. Die resultirende Gleichung des «.Grades in r und .« sei 

'/•(/•.*) S:. = 0; 

sie gibt, wenn wir diöerentiiivn: 




Durch Elimination von r aus den iKÜdeii vorstehenden Gleichungen erluilten 
wir zur Bestimmung der Eirenen der «(« — 1) im Anfangspnncte .sich schnei- 
denden Meridian -Curven der Complex- Flache «(«—1) Werthe von s unil 
demnach durch die entsprechenden «(« — 1) gleichen Wurzel werthe r der vor- 
letzten Gleichung die Buditung der Tangenten der Meridian -Curven im 
Anfangspnncte. 

21Ö. Wir haben im 0. Paragraphen diesr» Abscluuttes auf analytischem 
Wege nachgewiesen, dass die Flachen eines Complexe.« des zweiten Grude« 
acht Doppelpuncte IiuIk-ii, welche paarweise auf den vier singulären 
■Strahlen liegen, und acht Doppelcbenen, welche paarweise nach den 
vier singulären Axen sich .schneiden. Wie die vier singulären Strahlen 
die Dop|)ellinie schneiden, liegen die vier ■ singulären Axen mit der Dojuiel- 
linie in derselben Ebene und .schneiden sie al.so ebenfalls. Wir wollen 
die Eirenen, welche durch die Dopjrellinie und die vier singulären Strah- 
len sich legen la.s.sen, die vier singnlären Eirenen dej Complex- 
Flächc nennen, jene durch .V,, .V„ S„ .V,, diese durch A\. Aj. A’, be- 
zeichnen. Wir wollen in entsprechender Weise die Durchschnittspuncte der 
vier .singulären Axen mit der Doppellinio die vier singulären Puncte 
der Complex-Fläche nennen, und jene durch ./,, .I„ /t. .1,, diese diu-ch 
J\, /',. /', bezeichnen. 

Jeder .Strahl , welcher der Doppellinie als einem Doppelstrahlo der Com- 
plex -Fläche begegnet, scluieidet die Fläche, weil diese von der vierten Onl- 
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nunfi; Ist, aiw-senlein nur noch in zw ui Punctun. Jeder der \’ier Hingulären 
Strahlen enthalt, ausser dem Punctc, in welchem er die Doppellinie schnei- 
det, iiueh noch ein Paar von Doppelpuneten, also sedis paarweise za«ani- 
nienfalleude Punete der Complex-Fhlehe: er liegt seiner ganzen Er- 
streckung nach auf dieser Flache. 

Wenn wir durch die Dopjiellinie, als Doppelstrahl der tk>mplex- Fläche, 
eine El«ne legen, die wir als Meridian -Ebene bezeichnet haben, so wird die 
Fläche, weil sie von der vierten Onhiung ist, von dieser Eliene, ausser in 
den Ijeiden in der Dopjiellinie zusainmonfallenden Strahlen, noch in einer 
tlurve der zweiten Onlnung geschnitten. Die durch einen singulären Strahl 
gehende Meridianebene ist eine Tangential -Ebene der Fläche, weil die Curve 
zweiU-r Onlnung in ihr in zwei Strahlen aasartet, welche in dem singulären 
Stnihle Zusammenfällen. Die durch die vier singulären Strahlen 
gehenden .Meridianebenen werden von der Fläche nach diesen 
Strahlen berührt. Die vollständige Durchschnitts -Curve vierter th-dnung 
artet in diesem Falle in vier Strahlen aas, w'elche, paarweise, in dem Dop()el- 
strahle und dem singulären Stndile ziisammenfallen. Hetrachten wir dagegen 
die Meridian -Curve der vierten Ordnung als eine von Axen umhöllte Com- 
plex-Curv'e zweiter Classe, wobei die teiden in der Dopijellinie zusammen- 
fallenden Strahlen ganz aiLS,ser Acht bleiben, so artet diese in dem vorliegen- 
den Falle in das System der beiden Punete aus, mit welchen die auf 
dem jedesmaligen Strahle liegenden Doppelpuncte zusiimmenfallen. Tangential- 
Ebene der Fläche in je<lem Punete eines singulären Strahles ist die singuläre 
El)ene, welche durch diesen Strahl und die Doppellinie geht. 

21(>. Durch jede Axe-, welche mit der Dopixdlinie (Dopiwlaxe) der Com- 
plex- Fläche in einer Etene liegt., lassen sich, da die Fläche von der vierten 
Clas.se Ist, aasser der durch die Doppellinie gehenden Doppelebene nur noch 
zwei Elx'nen an die Fläche legen. .Tede der vier singulären Axen ent- 
halt, au.s.st‘r, der Ebene, welche durch die DopixiUinie geht, auch noch 
ein Paar von l)oppelel>enen : also sechs piuirweisc zusammenfallende Ebenen 
der Complex-Fläche. ln Folge davon Ist jede durch dieselbe gelegte 
Ebene eine Ebene der Complex-Fläche. 

Der UmhOlkmgskegel einer Comjilex- Fläche der vierten Cla.sso, welcher 
einen Punct der Doj)pcllinie zum Mittelpunete hat, löst sieh in zwei in die 
Dop|X’llinie zusammenfallende Axen und einen Kegel der zweiten Cla.sse auf. 
Die singuläieu Punete, P, in welchen die singulären Axen, .f, die Doppel- 
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lini<> sdiiiekien , sind die Mittelpuncte von Kegeln zweiter Cliusse, welche in 
zwei Axen nnsarten, die in den singidilren Axen ziLSiimnienfullen und die 
Flftclie in den singiilAren Fünften terfthren. Der vollständige Unihflllungs- 
kegel artet in diesem Falle in vier Axen aus, welche paan\'eise in der 
Doppellinie und der hezflglichen singulären Axe zusammenfallen. Hetnichten 
wir hingegen den Uinhflllungskegel als einen von Strahlen l>e.schriel>enen 
Kegel zweiter Ortlnung, so artet derselbe in dos System der beiden Ebenen 
aus, welche mit den beiden durch die jedesmalige singulare Ax(‘ gehenden 
Döiii*elelje’neu zusaininenfallen. Berflhrungspunct auf allen Elwuen der Flache, 
welche duifh eine singulare Axe gehen, ist der singidare Punct, in welchem 
diese Axe die lX>ppellinie schneidet. 

217. Eine l>eliebig(‘ Elnme schneidet die Complex- Flache in einer C'un’e 
vierter Ordnung, die in ihrem Durchschnitte mit der Doppellinie einen Doppel- 
punct hat. In diesem IXippelpuncte .schneiden sich entweder zwei reelle 
(sler zwei imaginäre Zweige derCurve; in diesem letzteivn Falle ist der 
Doppelpunct ein isolirter Punct der Cuiwe. Heim Ueltergiinge zwischen die- 
sen tieiden Fallen wird er ein Cuspidalpunct. Diesem Ueliei'gange entsspritdit, 
da.ss die Ebene derCuire durch einen der rier singidaren Puncte l',, /', 

geht, in welchen die Doppellinie der Complex -Flache von den vier singu- 
lären Axen .li, .1,, A„ .1, geschnitten vvinl. Durch diese vier Pimcte wird 
die Doppellinie in vier Segmente /j/'i- getheilt, wobei wir 

die beiden au.s.scren, im Unendlichen zu-sannnenstosseiulen Segmente als ein 
einziges rechnen. Es liegt die Dopj)ellinie ganz in der Complex -Flache, aljer 
in der Weise, dass in zwei nicht an einander stossendeu S^pnenten zwei 
reelle Schalen der Flaihe sich .schneiden, wahreml die beiden übrigen, (ds>n- 
falls nicht an einander stoasenden Segmente die reellen Durch.schnitte zweier 
imaginären Schalen der Flache sind. Die beiden Tangenten der Curve in 
ihrem Dopjsdpuncto siwl zugleich mit den Iteiden Tangc-ntial-Elamen der 
Complex - Flache in diesem Puncte reell oder imaginür. Sie liegen in diesen 
l)eiden Tangent ial-Elx'nen und drehen sich, in die.sen beiden Elxmeu, um den 
gemeinschatllichen Doppelpunct, wenn die Ebene derCurve beliebig um die- 
sen Punct gislreht wird. Wenn die schneidende Ebene durch einen. der vier 
singulami Puncte geht, so ist dieser Rmct im Allgemeinen ein Citspidal- 
punct der Durclischnitt.s-Curv'e. Die beiden Tangential -Ebenen der Flache 
in einem solchen Puncte fallen in deijenigen Elxme ziisiimmen, welche durch 
die Dopix'llinie und die Ix-zOgliche singulare Axe geht. In dieser Ebene liegen 
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die Tangenten aller DurelijHdinitts-Cunen in ilireni gemeinwhaftliehen, mit 
dem singulären Piiiiete /usammenfallenden Cuspidalpimete, welehe Kichtung 
die sehneidende Kbene auch - lisilH'n mag. AVir können die tbmplex-Flaehe 
dureil eine veränderliehe Curve \nerter Ordnung mit einem Cuspidalpunct, 
welehe wir um die Tangente in di(.*sem l’imete sieh drehen la.ssen, liesehrei- 
hen. Diese Tangente kann in der Tiuigential-El>eue der Fläche alle m<h?- 
liehen Kiehtungen halien; wenn sie inshi-sondere mit der singulären Axe 
zusammenfilllt , hat die Durehsehnitt.s-Ciirve, wie auch ihre Kla-ne um diese 
Axe sieh drehen mag. in allen Lagim dei-selben zwei Zweige, welehe sich 
auf der singnlänm Axe in dem singulären Funete lairöhren. Wenn die um 
die singuläre Axe sieh drehende KIhmiii inshesondere mit einer derjenigen 
landen Ebenen zu.sammentällt, in welehe der umhöUende Complex- Kegel, 
Wenn sein Mittelpunet in den singulären Pnnct filllt, aasartet, so löst sieh 
die in ihr liegende Curve der vierten Ordnung in zwei Curven der zweiten 
Onlnung auf, welehe in diejenigen Ciirven zweiter Ordnung zu.sammenfallen, 
nach deren ganzer Erstrin-kung die Fläche von der Kbene la-röhrt. wird. 
Diese Cur\'e Ixjrührt die singuläre Axe in dem singulären Punete. Wenn 
endlich die um die singuläre Axe sieh dn*hende Elauie zugleich durch die 
Dop]H‘Ilinie geht, löst sieh die Durehselmitt.s-Curve vierter Ordnung in eine 
Curve zweiter Ordnung und zwei in der Dop]K-llinie zu.sammenfallende gerade 
Linien auf, die eine zweite Cun-e zweiter Ordnung vertreten, welehe die 
erste im singulären Punete lierOhrt. 

218. Jeder Punet des Kauines Lst der Mittelpunet eines Ki^els der vier- 
ten Cla-sse, welcher die Complex-FJächc umhüllt und diejenige Meridian-Elxine, 
welehe durch den Punet geht, zur Doppeleliene hat. Diese Doppeletene winl 
entweder von zwei rcedlen Schalen der Kegelfläehe nach zwei reellen Seiten 
dei-sella*n I)er 0 hrt, oder diese beiden Schalen sind imaginär und mit ihnen 
die landen Seittm des Kegels. In die-sem letztem F.-üle ist der Dopi>eleonta(;t 
ein imaginärer: die Doppelebene ist eine Lsolirte. Die beiden Seiten, na«-h 
welchen der Umhöllungskegel die Dopijelelame berührt, schneiden die Doppel- 
linie der Complex -Fläche in zwei Puncten: in diesen tieiden Pnncten winl 
ditsse Fläche von der Doppelelame l>erührt. Zu den Meridian-Elwnen gehören 
die vier singulären Ebenen A*,, A",, A’^, A 4 , welche die ner singulänm Stnih- 
len .V,, S,, .Vj, S, der Complex- Fläche ent hallen. Sie theilen den unendlichen 
Itaum in vier Raumsegraente A’, Aj. A’jA'j, A’, A',. A’,A’,, deren jedes durch 
zwei auf einander Iblgimde singtdäre ElH-uen iKgrenzt winl und aus zwei 
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TheiWn besteht, welche im UnemHichen /»usauiinenstessen. Wenn der Mittel- 
pimct des Uinhallungskegels von ein9m der vier Kauinsegmente durch eine 
singidflre Eliene liinduruh in das anliegende lUuinsegment hhiübertritt , wird 
der tragliche Kegel, bei einer der lieiden Lagen seines MHtelpunctes, nardi 
zweien seiner Seiten berithrt, während Ix>i der andern Lage seines Mitfel- 
punctes die durch diesen gehende Meridian -El)ene eine isolirte Doppelebene 
Ist. In dem üebergangsfalle, wo der Mittelpunct das Umhölinngskegels in 
die singulare Elwne selbst filllt, osculirt diese Ebene den üinhdllnngskf^el : 
sie ist eine Inflexionsel>ene desselben, welche ihn zugleich licrflhrt und schnei- 
det. Wenn der Mittelpunct des Unihöllungskegels in derselben Meridiari-Etiene 
seine Lage ändert, so dn-hen sich in dieser Elwne die beiden Seiten, nach 
welchen der Kegel von dieser Ebene berülirt wiivl, um zwei feste Puncte der 
Doppellinie, in welchen die Complex-Flftche von' der Meridian-Ebene Ijerflhrt 
wird. Wenn die Meridian-EI)ene um die Dopiwllinie sich dreht, andern die- 
Ijeklen Berdhrungspiuicte auf dieser Linie ihre Lage. Sie fallen iicsliesondere, 
wenn der Mittelpunct des Umhdllungskegels in einer der vier singulären 
Eln-nen angenommen wird, in dentjenigen Puncte zusammen , in welchem der 
bezögliche singulare Strahl in die Doppellinie einschneidet. Wir können eine 
Coinple.x-Flache durch einen veränderlichen Kegel vierter Onlnung umhüllen, 
der eine gegebene Eltene zur Infiexionsel)ene hat und des.sen Mittelpunct auf 
einer geraden Linie in dieser Ebene fortrückt. Die gegebene ElK>ne wird 
dann die singuläre El»ne, der t’omplex- Fläche und die gegebene Linie in ihr 
schneidet die Doppellinie in demselben Puncte, in welchem sie von dem be- 
züglichen Stnihle geschnitten wird. Wenn inslxs-ondere noch der Mittelpunct 
des Umliüllungskegels in der .singulären Eirene auf dem singulären Strahle 
liegt und auf dem.selben fortrückt, so hat der fragliche Kegel in allen Lagen 
seines Mittelpunctes zwei Schalen , welche die singuläre Eirene nach dem 
singulären Strahle berühren. Nur dann, wenn der Mittelpunct auf diesem 
Strahle, der durch zwei der acht Doppelpuucte geht, in einem dieser beiden 
Dopjielpuncte angenommen wini, löst sich der Umhülhmgskegel vierter Cla.s.se 
in zwei' Kegel zweiter Clas.se auf, welche in dem Berühiungskegcl des Etoppel- 
jmnctes ziwammenfallen. Dieser Kegel hat den singulären Strahl zu einer 
seiner Seiten, und wird nacli demsellren von der bezüglichen singulären 
Eirene berührt. 

210. .Teiler Punct des Raumes ist der MitUdpunet eines* UmhOllungs- 
kegels der CompleX- Fläche, welcher acht Doppelseiten hat, die durch die 
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acht Dopivlpumlo der Flache gehen. Alle Cureen, nach welchen die Flache 
von umschriel)enen Kegeln tenthrt wifd, haben die acht DopjHdpuncto der 
Fläehe auch zu ihren Doppelpiuicten.. Diesa llelation besteht auch dann, 
wenn der Mittelpuncl des Kegels in die l)opr>ellinie der b’laehe IllUt. . Dann 
aber sondern sieh von der Kegelflaehe, die als Kegelflache vierter Oas.se mit 
einer durch die Doppellinie gehenden Doppelel>ene im Allgemeinen von der 
zehnten Ordnung Ist, vier Paare von Etenen , welche mit den vier singiüäreu 
Ebenen der Hache zusummenfallen, ab, wonach nur noch ein Kegel der 
zweiten Orxlnung fibrig bleibt. Die Hernhnmgs-Curve diese.s Kegels geht 
durch die acht Dopiielpuncte der Flache imd winl von jeder der viej .singu- 
lären Ebenen in zwei dieser Puncte geschnitten. 

Wenn wir, in Uel>crein.stiminung mit dem Vorstehenden, die Flache von 
einem Pimcte aas, der auf ihrer Dopiiellinie liegt und auf dieser beliebig 
bis ias Unendliche fortrfleken kann, auf eine Ixdiebige Ebene projiciren (wir 
können zur Vetansehaulicliung den Sehattenrls.s der Flache nehmen, die wir 
von einem Puncte ihrer Doppellinie aus beleuchten), so erhalten wir einen 
Kegelschnitt, der mit der Lagen- Aendening des Punctes auf der Doppellinie 
fortwährend .sich ändert, und zugleich vier gerade Linien, die ihre loige b»>- 
halten. Diese .sind die Prqjectionen der vier .singulären St ralilen , oder auch, 
wa-s da.ssellx* heisst, die Durclischuittslipicn der Bildebene mit den vier singu- 
lären Ebenen der Fläche. Sie gehen sämtutlich durch denjenigen Punct, in 
welchem die D«)ppelliniü der Fläehe die Bildebene trifft, und .schneiden den 
KegeL«ehnitt in den Projectionen der acht Düpjicljjunctc. Wenn der Mittel- 
punct de.s um.schriebenen Kegels aus der Dopixdlinie heniusröckt, formt sich 
da-s System des Kegelschnitts und der vier geraden Linien in eine Curve mit 
acht Doppelpuncten um. 

Wenn in.sliesondere der Mittelpunct 'de.s uinschrielK?nen Kegel», zweiter 
Ordnung in einen der vder singidären Rmcte' der Complex-Fläche ftllt und 
jn Folge davon in ein System von zwei Ebenen sich auf löst, so zerfällt die 
räumliche Berührungs-Curve vierter Ordnung in zwei ebene Cun-en zweitc^r 
Ordnung. Auf diese Iwiden Curven vertheilen sich dann die acht Dopixl- 
puncte der Fläche. , 

220. Je<le Elieue schneidet die Complex-Fläche' in einer Curve, welche 
von der vierten Ordmmg und zugleich, weil sie auf der Dop]x*lIinie der Fläche 
einen Dopjieljmnct hat, von der zehnten tÜasse ist. Die Tangential -Ebenen 
der Fläche in Puneten der DurchsChnitta-CiuTe Ijestimmen eine Abwicklungs- 
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HiUtlu*. Alle sojcbo Abwicklungsfladien haben ilie acht J)oiij)elebeiien der 
<V>mplex-Flache auch zu den ihrigen. Die Durehschirittä-Curve wii-d von allen 
Axon lunhflllt, na4'h welchen ihre Ebene von den Uinhöllungselwnen der Ab- 
wicklunpsflache geschnitten wird; die Durclischnittslinien mit den acht Dopi»!- 
ebenen .sind Doppelaxen der Durchschnitt.s-Curve. Diese Itelationeu liestehen 
auch dann noch fort, wenn die ■sclmeidende El)ene duKdi die Doppellinie der 
C'omplex-Flache geht. Dann sondeni sieh von der Durchschnitt.s-Cun'e in ihr 
acht Puncte ab, welche paarwei.se in den vier auf der Doppellinie liegen- 
den .singulären Piincten zusaininenfallen, und e.s bleibt nur noch eine Curve 
zweiter C1a.sse, die zugleich der Coniplex-Fläche und dem Complexe ang«‘hört, 
flbrig. Diese Curve winl von den acht Durchwdinitten mit den acht Dop]iel- 
eltenen, welche paarweise in den vier singiüären Pnncten auf -der Dop|«>llinie 
sich schneiden, urahöllt. Weim die schneidende Ebene insbesondere mit einer 
der vier .singulären Elienen der Fläche ziisammenRUlt , so läst sich die Curve 
zweiter Classe in zwei Puncte, welche mit zwei Dopjadpuncten der C'omplex- 
Fläche znsammen fallen, die Abwicklungsfläche vierter (.'lasse in die Ixnden 
Berflhrungskegel zweiter Cla.s.se in diesen Iwiden Puncten auf. Dann geht jede 
von zwei ziminmengehärigenDoppelelwnen durch einen der beiden Doppelpuncte. 

221. DuR'h die beschränkende Iletlingung, dass keine Dopjwlela'ne zwei 
solche Dop|ielpiiucte enthalten kann, welche auf demsell)en singulären tltrahle 
liegen, und' eljenso, da.s.s durch keinen Dop|)elpunct zwei solche Dopiudebenen 
gehen kännen, welche nach derselben singulären Axe sich schneiden, ist un- 
mittelbar einerseits die Vertheilung der acht Doppelpuncte zu vier und vier 
auf je zwei nach dersellien singulären A.xe sich* schneidenden Doppi‘lel>enen 
gegel>en, so wie andererseits die Vertheilung der acht Doppelehenen zu viey 
und vier, welche durch je zwei Dopj)elpuncte gehen, die auf demselben aingu- 
län.m Strahle liegen. • 

Wir wollen die vier .singulären Strahlen durch die Symlwle 
(1, 2), (3, 1), (5, 6), (7, 8) 

und die Doppelpimcte auf ihnen durch 

1, 2, 3, 4-, 5, ß, 7, 8 

bezeichnen. Wir erhalten die folgenden acht Gruppen von Puncten: 

(l, 3, 5, ()> 

(1, 3, G, 8), 

(1, 5, 4, 8), 

(1. 4, 6), 



(2, 4, G, 8), 
(2, 4, 5, 7), 
(2, 6, 3, 7), 
(2, 8, 3, .0). 



(113) 



27 " 
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lu keiner der Gruppen kommen zwei Dopiielpmicte vor, die auf demsellien 
Strahle liegen. Je zwei "neben einander gestellte Gruppen enthalten sämmt- 
liehe acht Doppelpuncte. Die vier Doppelpunete einer der beiden Gnippeu 
liegen auf einer, die vier der andern auf der andeni zweier Doppele1>en,en, 
welche auf einer singulären Axe sich. schneiden. In derselben Aufeinander- 
folge wollen Wir, zur ' Be-zeichnung der acht Dopi)etel>enen, statt der .vor- 
stehenden die folgenden einfachem nehmen; 



Dann sind ' 



a, H), 



I, 


H, 


lll. 


IV, 


'V, 


VI, 


All, 


Vlll. 


(UI, IV), 


<y, 



(VII, vni) 



die Symbole für die vier .singulären Axen, auf welchen die ac;ht Ikipjwlebencn 
L imd II, in und IV, V und VI, VII und VIlI sich schneiden. Aus dem 
Schema (113) erhalten wir unmittelbar für die Vertheilung der lieht Doppel- 
ebenen in Orujuien von vier solcher Ebenen, die durch densellien Dopjicl- 
punct gehen, das folgende Schema: 



(I, 111, V, Vll), 

(I, in, VI, vni), 
a, V, IV, VIII), 

(I, VII, IV, VI), 

Die vier Doppelebenen der vorstehenden acht 0 nippen schneiden sich bezüg- 
lich in den acht DoppelpunCten, die wir fnlher durch die Symbole 
. 1 , 2 , 

3, 4, 

5 , 6 , 

7, 8 

bezeichnet halien. Diese acht Dopjielpuncte liegen paarwei.se auf den vier 
.singulären Strahlen der Coniplex- Fläche, deren Symbole (1, 2), (3, 4), (5, 6), 
(7, 8) sind. 

AVenn also die acht Dop|)elpnncte der Fläche gegelien sind, so erhalten 
wir uninittelbar die acht Doppelebenen derselben und, umgekehrt, wenn 
diese gegeben sind, jene. Es liegt in den acht Puneten und acht Ebenen 
ein merkwürdiges, in sich sellist jiolar- »"eciprokes, geometrisches Gebilde vor. 
222. AVenn wir durch die Doppellinie einer Complex-Fläche eine beliebige 



(11, IV, VI, VIII), 
(II, IV, V, All), 
(U, VI, Ul, VII), 
(II, vni, 111, V). 



(114) 
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Ebene legen und auf dem"ll>en einen Punet beliebig nnnehmen, so liegt in 
der Ebene eine Comidex-Curve zweiter Classe und der Punet ist der Mittel- 
punct eines Complex- Kegels zweiter Ordnung. Zw'ei Seiten des Kegels sind 
zwei Tangenten der Curve. Die Pplarebene der Doppellinie in Beziehung auf 
den Kegel geht durch den Pol dersellwn Dopiwllinie in Beziehung auf die 
Ourve. Diese Beziehung besteht fort, wie auch . die Ebene der Cuire um die 
Doppellinie sich drehen, wie auch der Mittelpunet des Kegels auf dieser 
Dop|iellinie seine Lage ilndern mag. Darau.s folgt auf geometrischem Wege 
unmittelbar, was wir frilher schon analytisch Ix-wiesen halien, dass die Pole 
der Doppellinie einer Complex -h’lilehe in Beziehung auf alle Meridian-Cun-en 
derselben in gerader Linie liegen, und dass sieh, nach derselben geraden 
Linie, die Polarebenen der Doppellinie in Beziehung auf alle umschriebenen 
Complex-Kegel schneiden. Wir hal)en diese Linie die Polare der Com- 
plex- Flache genannt. Zur Bestimmung dersell)eu brauchen wir bloss die 
beiden Pole der Dopjjellinie in Beziehung auf irgend zwei Meridian -Curven 
der Fläche zu coiwtruiren, (xler die beiden PoLarelumen der Dop|K'llinie in 
Beziehimg auf irgend zwei der Fläche umschrietene Complex-Kegel. 

Nehmen wir einerseits statt der Meridian-Curven diejenigen beiden auf 
einem singidären Strahle liegenden Puncte, in welche die Cuiren aiLsarten, 

■ wenn ihre Ebene iasliesondere mit einer der vier singulären Ebenen der 
Complex -Fläche ziuuunmenrfllt, und andererseits, statt der umschriebenen 
Complex-Kegel, diejenigen beiden nach einer singulären Axe sieh schneiden- 
den El)enen, in welche die Kegel ausarten, wenn ihr Mittelpunet in einen 
der vier singulären Puncte der Complex- Fläche fällt, so ergeben .sich un- 
mittelbar die folgenden Sätze. 

Die Polare einer Complex-Fläche .schneidet, wie die Doppel- 
linie derselben, die vier singulären Strahlen und die vier singu- 
lären Axen derselben. Jeder singuläre Strahl wird in den bei- 
den Doppelpuncten der Fläche, welche er verbindet, und in den 
beiden Durchschnitten mit Doppellinie und Polaren harmonisch 
getheilt. Die beiden Doppelebenen, welche nach jeder singu- 
lären Axe sich schneiden, und die beiden Ebenen, welche durch 
dieSe Axe und durch Doppellinie und Polare gehen, bilden ein 
System von vier harmonischen Ebenen. 

223. Die sämmtlichen Singularitäten einer Complex-Fläche sind in linearer 
Weise Ijostimmt, wenn wir die Doppcllinie, die Polare und drei Öoppcl- 



Digifized by Google 




— 2U — 

jmncte 1, 3, ö oderj statt derselten , drei Dopjwletenen I, 111, V der Flache 
kennen. Vorausgesetzt winl hierbei bloss, dass nicht zwei Doppelpuwte auf 
demsi*ll)en singulären Stnihle lit>;en, nicht zwei I)oi)i)elebenen nach derselben 
singulären Axe sich .schneiden. 

Durch die drei gegel)eneu Punete können wir drei gerade Linien legen, 
welche die Doppellinie und tlie Polare schneiden. Diese ilrei geraden Linien, 
drei singulare Strahlen der Fläche , gehen dundi die drei zugehörigen Dop|)el- 
puncte 2, .4, 6, die wir nach der vorigen Nummer uninittelbur erhalten. Es 
bleilxm hiernach nur noch zwei der acht DopjKdpuncte, deren Symbole wir 
zur Unterscheidung einklammem wollen, unbekannt. Die bekannten .sechs 
DopiM'lpuncte genügen zur Bestimmung der sämmtlichen acht Dopi>etebenen 
(Nr. ‘->-'1.): 



0, 3, 3, (7)) 


- I. 


(-L 4, fi, (8)) 


II, 


(1, 3, 6, (8)) 


- III, 


Vi, 4, r., (7)) 


^ IV, 


(1, f., 4, (81) 


- V, 


C-\ ß, 3, (7)) 


VI, 


(1, i, G, (7)) 


-^VlI, , 


(2, 3. .0, (8)) 


-vra; 



die sich paarweise auf den vier singulären Axen schneiden, ln je<ler der 
acht Doppelebenen erhalten wir unmittelbar und in linearer Welse die Be- 
rahrungs-Curvo, welche durch drei Ixikannte Dop|ielpuuete geht und über- 
diess die bezügliche singuläre- Axe in ihrem Durchschnitte mit der Dopi>ellinie 
lierührt.. V'i'er der acht Dopixdcbenen 1, IV, VI,'V11 schneiden .sich in einem 
der Ireiden bisher noch unbekannten Dopjrelpunete, in (7), die übrigen vier 
II, 111, V, Vlll in dem andern (8). Somit ist auch der vierte singuläre 
StrulU lx*stimmt. 

Wenn wir von den drei Doppelebenen I, III, V als gegelien au-sgehen, 
.so sind diejenigen drei geraden Linien, welche die Punete verbinden, in 
welchen diese drei Elx*nen die Dop]x‘llinie und die Polare schneiden, drei 
•singuläre Axen der Fläche, und wir erhalten, nach der vorigen Nummer, 
sogleich ilie drei neuen Doppelebenen II, IV, VI, welche die drei gegelienen 
nach diesen drei singidären Axen schneiden. Die drei Paare von Doppel- 
ebenen genügen, trach der 221. Nummer, zur- Bestimmmig der acht'Doppel- 
piincte und der acht Berühi-nngskegel in den acht Doppelpuncten. Die l>ei- 
den noch unbekannten Doppelelx-nen VII und Vlll sind dadurch bcstinlmt, 
dass sie die !K-ht Doppelpuncte zu vier und vier enthalten; ihr Durckk-hnitt 
Ist die viei-te singuläre Axe, 

D».s Ix-reits am Ende der 221. Nummer l)ezeichnete merlovünligi- gcoine- 
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trisfhe Gebilde lasst sieh hiernach vermittelst der Doppellinie und der Polare 
der Flache — beide Linien stehen zu demselben in vollkonunen gleicher He- 
ziehung — iipfl dreier Ihmcte oder Ebenen deaselben eonstmiren. Dieses 
Gebilde hangt hicnuu!h von 

2-4 + 3-. ‘5-^ 17 

Coastanten ab. Von el>en so vielen Constanten aber hangt die allgemeine 
Complex- Fläche selbst ab. Diese Fläche ist bestimmt, wenn das von ihr 
abhängige geometrisi'he Gebilde es ist. 

224. An das Vorstehende knüpfen sich bemerkenswerthe lineare Con- 
structionen der .allgemeinen Complex- Flache, wenn die Doppellinie, die' Po- 
lare und entweder drei Dopjielpuncte oder drei Dopi)elebenen dersellien ge- 
geben sind. 

Bestimmung der Complex -Curve in einer Wiebigen ifcridian-Eltene; 
Erste Construction. Man constnüre die acht Doppelebenen. Eine Meri- 
dian-Ebene .schneidet diese acht Dopiadelamen nach acht geraden Linien, 
welche von der Complex-Curve in dersellien lierührt werden. Fünf dieser 
geraden Linien sind' zur linearen Bestimmung der Ciure hinreichend. 
Zweite Construction.' Man constniire in den acht Doppelelienen die acht 
Berührungs-Curven. Eine Meridian -Ebene .schneidet die acht Berührnngs- 
Curven, aligescheu von den acht paarweise in den vier singulären Puncten 
zusammenfallendcn Puncten, ausserdem niKh in acht Puncten. Die.se imht 
Pimcte liegen auf der Complex-Curve in der Meridian -EIxme. Fünf der- 
■sellien reichen zur linearen Bestimmung der Curve hin. Nach der ersten 
Construction erhalten wir in jeder Meridian-Ehene die acht Tangenten, welche 
von den vier singulären Puncten aus an die Curve sich li'gen lassen, nach 
der zweiten Construction die Bei'Ohrungspiincte auf diesen Tangenten. 

Bestimmung des Complex - K^ls, . dessen Mittelpunct beliebig auf der 
Doppellinie angenommen wird. Erste Construction. Man constniire die 
acht Doppelpuncte der Fläche, Diejenigen acht geraden Linien, welche den 
angenommenen Mittelpmict mit diesen acht Doppelpuncten verbinden, .sind 
acht Seiten des Complex- Kegels, welcher durch fünf die.ser Seiten auf lineare 
Weise liestimmt ist. Zweite Construction. Man constniire in den acht 
Doppelpuncten die acht Berilhnings- Kegel. Von dem auf der Doppellinie 
lieliebig angenommenen Mittelpuncte aiLs lassen sich an jeden der acht Be- 
rührungs-Kegel zw’ci Tangential-Ebenen legen. Von den sechszehn TaugentiaJ- 
Elxmen fallen viermal zwei in den vier singulären Ebenen ziLsammen. Die 
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nhrijion acht nicht durch die Doppcllinie gehenden Tangential - Klienen der 
acht rtcnlhrungs- Kegel werden von dem Complex- Kegel bernhrt, der durch 
fünf dieser Kheiien in linearer Weise bestimmt ist. In der ersten Con- 
.stnietion wird der Complex -Kegel durch acht seiner Seiten , die paarweise in 
den vier singulitren Kbenen liegen, in der zweiten Construction durch die 
Elienen, welc,he demselben nach diesen Seiten l>erühren, bestimmt. 

Um hiernach die Flache selbst zu beschreiben, brauchen wir bloss die 
für jede beliebige Lage der Meriilian- Ebene iKsslimmte Cuiwe zweiter Cla-sse 
und Oixhiung um die Dopjiellinie sich drehen zu las.sen. Um dieselbe Fläche 
durch einen Complex -Kegel zweiter Onlnung und Cla.<wo zii umhüllen, der 
für jtHle Lage seines Mittelpunctes bestimmt .ist, brauchen wir blos-s diesen 
Mittclpuiut auf der Dopi>ellinie fortrfleken zu lassen. 

22.Ö. Die’ vorstehenden Erörterungen ülier die Singularitäten der Com- 
plex-F!ä<'hen der allgemeinen Art übertragen sich S4:^leich auf den besondern 
Fall, da-ss irgend eine Linie, die dem Complexe angehört, zur Dop])ellmie 
der Fläche genommen wird. Dann wird einerseits die Dop[>ellinie von allen 
Meridian-Curven der Fläche berührt und andererseits tällt eine geraeimschaft- 
liche Seite aller umschriel>encn Complex -K»‘gcl in die Doppellinio. Doppel- 
linie und Polare der Fläche fallen in einer geraden Linie zu- 
.s am men. 

ln dem allgemeinen Falle gibt es keinen direeten Uebergnng von Meri- 
dian-Cur\'pn, welche die Dopi)ellinie schneiden, zu solchen, welche sie nidit 
.schneiden; gäbe es eine einzige solcher Cur\’cn, welche die Doppellinie be- 
rührte, so gehörte diese Linie dem Complex an und würde dann von allen 
Meridian-Cuiren Iwrülirt. EI>ensoweuig gibt es einen dirertten Untergang 
von umschriebenen Complex -Ki*^‘ln, ausserhalb welcher die Do])pellinie liegt, 
zu Complex- Kegeln, innerhalb welcher dieselte liegt. In den Flächen der 
te-sondem Art sind alle Meridian-Curven reell imd keiner der umschriebenen 
Complex -Kegel re<lucirt. sich auf einen Punct. 

22C. Während die Doppellinie von einer um dieselte .sich drehenden 
Mm-idian- Ebene \nnhüllt wird, wird sie zugleich teschrielten von dem Puncte, 
in welchem sie von der in der Meridian -Etene liegenden Complex -Cgr\’e 
terührt wird, .lede Linie, welche in einer beliebigen Lage der Meridian- 
Ebene durch den Berühningspunct geht, schneidet die Fläche in vier Puncten, 
von welchen drei auf der IXrppellinie zusammenfiillen. Jede teliebige Etene, 
welche durch eine solche Linie der Meridian- Eteuie geht, schneidet die Fläche 
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in einer (.'urw vierter OnlnunR, die in dem Berfthninpspunetd einen Cus()idal- 
jnimt und die fragliche Linie zur Tangente in ilemsellwn hat. Die Meridian- 
Ehene i.st der geoiiietrifsehe Ort für die Ciispidal-TiuigenL'H aller Durch- 
»chnitts-Curven, deren Ehenai durch den Berflhrungspunct der Coinplex-Ciin’e 
auf der Doppellinie gehen: in ihr fallen «die heideq Tangt'iitial - Ebenen der 
Flüche in diesem Punetc zusammen.. Wenn iler Punet auf der Dopindlinie 
fortritekt, dreht sieh die Tangential -Ebene der Flilehe in demselben umdie.se 
Linie. Die Doppellinie i.st ein Cuspidal-Strahl der Complex-Fläehe. 
Sie besteht nicht mehr ans Segmenten, weli-he die immer reellen Durch- 
schnitte abwechselnd iveUer und imaginärer Schalen der Fläche sind : in der 
('asj)iilal- Kante stosscm zwei reelle Schalen der Fläche zusammen. 

227. Ein t'onTplex- Kegel, dessen Mittelpnnct l>eliebig auf der Dopi>el- 
linie angenommen wini, hat eine durch die,se Dopjcellinie gehende Eliene zur 
Tangential -Eljene. Wenn -wir durah den Mittelpnnct des Kegels in dieser 
Tangential -Elwne eine beliebige gerade Linie legen und irgend einen Punet 
dersellien zum Mittelpuncto cintw umhüllenden Kegels vierter Cla.s.se nehmen, 
so ist für diesen Kegel die Tangential -Elwne de.s ( Komplex -Kegels eine In- 
flexions-Eliene, w’elche von dems»*lben nach der angenommenen geraden Linie 
(einer Iuflexions.seite des Kegels) osculirt wird. Ei folgt hieraus, dass eine 
ladiebige Meridian-Elx'iie gemein.schaftliche Inflexions-Els»ne aller iimSchriela'- 
nen Kegel vierter Plas-se ist, deren Mittelpuncte in ihr liegen. Wenn die 
Meridian -El>ene um die Dopixdlinie sich dreht, rückt der Mittelpnnct des 
Complex- Kegels, der sie Iterührt, auf der Doppellinie fort. Wenn wir irgend 
einen umschriebenen Kegel vierter Cla.sse, dessen Mittelpnnct in einer be- 
liebigen Meridian-Ebene liegt, durah irgend eine zweite Meridian-El>ene schnei- 
den, .so ist die DurahsdmitLs-Curve von der vierten Cla-sse, hat die Dop|>el- 
linie zur Iiiflexionslinie und auf derselben denjenigen Punet zum Inflexions- 
puncte, welcher Mittelpnnct desjenigen Complex -Kegels ist, der die erste 
Meridian-Ebene l>erührt. Wenn mit dieser Meridian -Ebene der Mittelpuiict 
des Kegels vierter Classe .sich um die Dopixdlinie clreht, bleibt die Dopjiel- 
linie fortwährend Infiexionslinie der Durchschnitts -Cuiwe, während der In- 
flexioaspunct auf ihr fortrückt. Die Dopiiellinic, welche iu der vorigen Num- 
mer als ein Cuspidal-Strahl der Fläche auftrat, tritt in dieser Nummer 
als eine Inflexion.s-Axe derselben anf. 

228. Zwischen dem Fortrüeken des Borflhrimgspunch>s der Complex- 
Curven einer Oomplex-Fläche der iK'Sondern Art. auf der Dopi»elinie uiul der 
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Drelmnji ihrer El>ene um diese ' Linie liesteht identisch dieselbe Kelation als 
zwischen dem Fnrtrflcken des Mittelpimetes der Complex- Kegel der Flache 
auf der Dopjjellinie und der Drehung der TiUigential- Ebene derselben um 
diese Linie. Indem wir, von der allgemeinen Complex -Gleichung ausgehend, 
diejenige Complex- Fläche nahmen,» welche 0.\ zur Dopjiellinie hat, gelangten 
wir in der 170. Nummer, unter yoraussetzung n>cht winkliger CVjordinaten, 
zu der folgenden Gleichung: 



fang ^ 



P.T + U 
<jx — J ’ 



wo ff in dem allgemeinen Falle, den wir lH*reiLs in der Note zur lUd. Num- 
mer iH'traehtet halxm, den Winkel iMxleutet, den eine beliebige Meridian- 
•Elx'iie tnit der C<x)rdinaten-Ebene Z bildet und x dem Pole der Doi)ixd- 
linie in Beziehung auf die in der Meridian - Ek'iie liegende Complex -Curve 
ent.spricht. In dem Falle der Complex-Flächen besonderer Art, wo die Dopix-1- 
linie eine Linie des Comple.xes Ut iu}d demnach in der Gleichung des.sellH*n 
die Constante .1 verschwindet, ist durch .r die Luge des Berflhrungspunctes 
der Complex -Cun’en auf der Ik)])pellinie glichen. Die vorstehende Gleichung 
drückt also, wenn die Complex- Fläche Ixvionderer Art einmal durch eine 
Complex -Curve heschrielx?n , das ujidere Mal durch einen Complex- Kegel um- 
hüllt winl, die fragliche Kelation aus, die" zwis<>hen dem Fortnicken des 
Bcrühnmgspimctes der Complex -Cune, bezüglich des MittelpuncG-s des Coni- 
plex-Kegi‘ls, auf der Do]>|)ellinie und der Drehung der Ebene der Complex- 
Curve, bezüglich der Tangential-Ebene dts Complex-KegeLs, um diese Dopix.*!- 
liuie stattfindef. 

Imlem wir von der Entstehung der Fläche absehen , künnen wir, in der 
vomt eilenden Gleichung, .r auf einen Ixdiebigen auf der Dopix;llinio liegenden 
Punct der Flüche und die Tangentiul-Elxme derselben in diesem Puncto 

beziehen. KOckt der Berührungspunct auf der Doppellinie (dem Cuspidal- 
Strahle der Fläche) fort, so dreht .sich die Tangi*ntial-Ebene der Fläche in 
diesem Puncte um die Dopfxdlinie (der Inllexious-Axo der Fläche), ähnlich 
wie, wenn auf einer Erzeugenden einer Linienlläche zweiten Grades der 
Berührungspimct fortrflckt , die Tangential-Ebene lun dieselbe sich dreht. In 
beiden Fällen ist das Gesetz, nach welchem sich Berflhnuigspunct und Tan- 
gential -Elxne gegenseitig bestimmen, dtisselbe (Note zur Ifld. Nummer). 

22!'. ln den Complex-Flächen besonderer Art, welche wü- hier Ixdrach- 
.ton, wo alle Complex -Curven die Dopjx-llinie Ix-rilhren imd .diese Dopixdlinie 
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zugleich eine gemeinschaftliche Seite aller Coraples-Kegel Lst, filllt eincrseifj«, 
wenn in ,je<ler der vier singulilren Elienen die t'oin|)lex-Curve in ein System 
von zwei Puneten ausartet, einer dieser beiden Piincte mit dem Dun-hschnitt« 
des IjezOglichcn Strahles und der Doppellinie zusammen, während andererseits, 
wenn der Mitteliainct des Oimplex- Kegels einer der vier singuläivn Ihinct« 
ist und demnach der Kegel in ein System von zwei Elamen ausjirtet, eine 
dii*ser beiden Elxmen durch die l)o|iixdlinie und die singidäre Axe geht. 

I'omplex-Curven und Complex-Kegel ordnen sich in den fraglichen Com- 
j)lex-Flächcn paar^veLse so zusammen, «lass der Punct* in welchem die Curve 
die Dopjadlinie benfhrt, Mittelpunct des Kegels Ist und die Elx-ne der Curve 
den Kegel nach der Doppellinie berährt. Deijenige Comj)lex-Kegel , welcher 
.sich hiernach mit einer Complex -Curve, die in zwei Punete aiisartet, zu- 
sammenordnet, artet seinerseits in zwei Elx'iien aus. Denn, in der. gemach- 
ten Voraxissetzung, muss der Complex-Kegel die singtdäre Ebene nach der 
Doppellinie berühren; er maxs ferner den singulären Strahl enthalten, der 
in dieser Ebene liegt, weil dersxdbe ganz der Fläche angehört und durch 
seinen Mittelpunct geht. Diese Ixdden Iledingungen können gleichzeitig nur 
dann bestehen, wenn der Kegel in ein System von zwei Eignen aasartet, 
von welchen eine die singuläre Elxme ist. Damit ist al.so Ix-wiesen, dass die 
vier singulären Axen der Fläche in den vier singulären Ebenen 
liegen und die vier singulären Strahlen durch die vier singulä- 
ren Punete gehen. 

229. Um, in dem Falle der fraglichen Complex -Flächen, deren Dojxpel- 
linie in eine Linie des Comph-xes filllt, die acht Doppelpuucte nach dem 
Schema (U.“}) der 221. Nummer zu vier auf die acht Doppelebenen zu ver- 
theilen, nehmen wir für die in die.sem Schema durch 

1 , 3 , b, 8 , 

bezeichneten Punete diejenigen vier dieser Puncto, welche auf der Doppel- 
linie mit den vier singulären Puneten ■ 

P„ /> . J\ 

zusaramenfalien. Die vier übrigen Dopiielpunctc 

2, 4, G, 7, 



ivelche die vier Eckpuncte eines Tetraeders sind, 
durch 

(>.. O,. U, 

darstellen, so dass 



wollen wir nun bezüglich 
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/U<«. 

die vier singuläivn Strahlen sind. Diis angefilhrte Sehcmii gibt, dann für 
die acht Dopiwlebenen : 

I, n, 

* lU, IV, 

v,^ VI, 

■ Vlll, Vll 



die folgende Symbole: 

' y.i 0. Ot y, f\, 

!\ /'s v„ y. y, y. /'». ■ 

/',/',/'.y„ y,y,y./',. 

/'s/',/*4y.. y.ysy,/*.. 

Die vier Elx'iien I, 111, VIII gehen durch die vier Eekpuncte des Tetraders 
ib yi yj yi und schneiden sich sftmnitlieh nach der Dopjiellinie /',/', /'j 
E.S sind also die vier singiüflren Elxjnen: 



fut ^3, A|, ^1 • 

Die \äer Ebenen II, IV, VI, VII fallen mit den vier Seitenebenen des Te- 
tinetlera zu-sammen und schneiden ülwrdiess die Doppellinie bezüglich in den 
vier singulären Puncten l\ /', . Die vier .singulären Axen sind : 

(I, D), (III, IV), (V, VI),. (VIII, VII). 

Aus dem Vorstehenilen entnehmen wir die folgenden Relationen. 

Jeder Ec-kpunct des Tetraeders ist ein Doppelpunct der Fläche, ilie 
gegenüberliegende Seitenebene desselben eine Doppelebene. Diese schneidet 
die Dopi«‘llinie in einem der vier singulären Puncte, durch jenen geht eine 
der vier singulären Ebenen. Die gerade Linie, welche den Eckpunct des- 
Tetracxlers mit dem singulären Puncte verbindet. Ist eitler der vier singti- 
lären Strahlen, die Durdi.schnitt.slinie der gegenüberliegenden Seitenebenen 
dl« Tetraeilers mit der singulären Elx-ne eine der vier singulären Axen 
der Fläche. 

In jeder der vier singulären Ebenen, die Meridian-Ebenen 
sind, liegen ein .singulärer Strahl und eine singuläre Axe; beide 
schneiden sieh in dieser Ebene auf der Doppellinie in dem ent- 
sprechenden singulären Puncte. 

2.‘i0. Die Com pl ex -Flachen hängen im Allgemeinen von siebenzehn von 
einander unubhängigen CoiLstanten ab, Complex-Flächen, welche eine Linie des 
Complexes zu ilirer Dopix'llinic haben, von einer Constanten weniger. Diese 
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Coniiilex-Flathen sind vollkomnien bestimmt, wenu ihre Doppellinie und das- 
jenige 'jVtraeder, vvelches ihre vier Dopjn-Ipuncte zu Eekpiuicten, ihre vier 
DoppelelÄneii zu iscitenflächen hat, gegeben sind. Dojuiellinie und Tetraeder 
können liierbei von vonie herein Iwlieltig ungenominen werden. 

Au-s dem Vorstehenden eigeben sich die folgenden einfachen Con- 
struetionen. 

Eine l»eliebige Seiteneliene de.s Tetraeders { 0 ,, (/,, f>,) ist eine Doj>ik<1- 
ebcne der Flache, der Piuict, in welchem sie die Doppellinie schneidet, ist 
ein singulärer Punct /', , die gerade Linie J\ p , ; welche diesen Punct mit 
denn gegcnOlierstehendeu Kckpuncte P, des Tetraeders verbindet, ein singulärer 
Strahl der Flache,- S,. Projiciren wir diesen singulären Strahl auf die Dopjad- 
ebene (p,, Pj. pj, parallel mit der Doppellinie, so ist die l*rojeetion die 
ebenfalls durch den singulai-en Punct J’, gehende singulare Axe A, und die' 
projicirende Elieue die singulare Ebene A’, der 1-lache. Die Benlhrimgs-t'urve 
in der Doppelebene ist diulurch iH-stiinmt, dass sie, in dieser Ebene, dureli 
die drei Eckpuncte pj. pj, P 4 und den singidaren Punct J\ geht und, in 
dem letztgenannten Puncte, die singulare Axe -1, berührt. Der fierühnuigs- 
Kegel in p, ist dadurch Iwstihimt, da.ss er von den drei Seitenelxnien des 
Tetraeders, welche in dic*sem Puncte sich schneiden, berührt wiril, .so wie 
auch von der singulären Ebene A’, , und zwar nach dem singulären Strahle .V, . 
Dieser Kegel hat in der Itopiadeliene (pj, pj, P,) zur Basis einen Kegelschnitt, 
der die drei in dieser Elieno liegenden Telnu.‘der-Kant<‘n pjPs, PsP,, PiPi 
und ausaenlem die singuläre Axe A, imd zwar in ihrem Durelischnitte mit 
der Doppellinio berührt. Die singuläre Axe .1, ist also eine gemein.schuflliehe 
Tangente die.ser Ba.sis und der Berührungs-Curve in dem singulären Puncte J\, 
in welchen lieide die Doppellinie .schneiden; während die Berührungs-Curve 
durch die drei Eckpuncte des Dreiecks P,PaPi geht, Ix-rflhrt die Basis des 
Berühningskegels die dröi Seiten dessellwn. ln Gemässheit der Ileciprocität 
erhalten wir zwei Kegel, den Berührungskegel in dem Doppel pimete p, und 
einen Kegel mit demselben Mittelpuncte, der die BenHirungs-Curve in der 
gegenüberliegenden Seitenfläche des Tetraeders umhüllt. Beide Kegel haben 
den singulären Strahl S, zur gemein-schaftlichen Seite und berühren nach 
derselben die durch die Do|)pellinic gehende singuläre Ebene A’, . Während 
der Berillmmgskegel die in p, sich schfteidenden Sei ti^-. ebenen des Tetraeders 
berührt, enthält der die Berührungs-Curve umhüllende Kegel die in dem- 
selben Ihincte zusammen-stossenden drei Kirnten des Tetraeders.' 
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Dieselbt ‘11 (Vmstmctionen können wir noch ilreimnl wiederholen und er- 
halten dann die sainiiitliehen SinjiularitAten der Complex-Fläche, . 

Hieniai h können Wir die Complex-Fläehe selbst in doppelter Weise I«?- 
stiiiimen: einmal durch ihre Meridian -(Hirven, dius andere Mal durch ihre 
Uinhflllun|ipikej!el, deren Mittelpunete auf der Dopjadlinie liegen. Zum Behuf 
der ersten Bi'stiiumungsweise, auf die wir uns hier lx*sehrftnken , legen wir 
dunh die Doppellinie irgend eine Meridian- Kla^ne, welche die Berührungs- 
Curven in den vier Do))|)elebenen ausst>r in den \'ier singiihtren Puneten auf 
der Doppellinie noch in irgend vier Puneten schneidet. Die Curve, nach 
welcher die FIflebe von iler Meridian -Klxme geschnitten wird, geht dureh 
diese vier Puncte und berflhrt (tl)erdie.«.s die Dop))ellinie. Ks gibt solcher 
Meri<lian-C'ur\'en zwei, und folglich gibt e.s auch zwei Complex- Flachen der 
l>esondern Art, welche die sämmtlichen Singularitäten: die Doppellinie, auf 
ihr die 'vier singulären Puncte, die durch sie gehenden vier singulären Kbenen, 
endlich die vier Dopitelpuncte mit ihren Berilhrungskegeln, sowie die vier 
IXipiadebenen mit ihivn Berflhrungs-Curven, gemeiaschaftlich hallen.*) 

2;U. Die Discussion der SingularitAten der allgemeinen Complex-Flachen 
übertragt sich unmittelbar auf den lassonderen Fall der Aequatori.\l- 
fladien, wenn wir die Doppellinie der Flache unendlich weit rücken 
lassen. Die Kbenen aller f'omplex-Curven (Brcitenelienen der Flache) sind 
unter einander parallel, die Mittelpunete dersellien liegen auf dem Dnrch- 
me.s8er der Flache, der hier an die Stelle der Polaren tritt. Die umschrie- 
benen Complex -Kegel werden t'omjilex-Cylinder, deren Axen in Breiten- 
elienen liegen. Es gibt vier Breitenelienen, die vier singiilaren Elienen der 
Flüche, in welchen die Coinplex-Curve, als Ciuwe zweiter Classe betrachtet, 
in zwei Puncte, als Curve zweiter Ordnung l>etrachtet, in zw'ei zusamnien- 
fallende gerade Linien aiLsartet. Die vier Linien, w'elche die vier Paare von 

Wenn Uo«M die ^io^fulantilU'n eiucr Coiuplox-I-'lArhe sind, iro blcdd e« UBeDtechii*- 

d«m, welche von den beiden geraden Linien, die die tdlmiittlichen Tier «inKiilI^en Strahlen und vier 
üinj^läreu Axen »chneideti, die Doti)»elliuie der KUkihe und welche die Polare derselben ist. Bei 
dieser Unentschiedenheit entsprechen densellx'n SrngulttritiUen xwei Tersehiedene Complex -Flächen, 
welche zwei verschiedenen Cumplexen zweiten Grades anjrehOren. ln dem nllRemeinen Falle 
die DestimmuiiK der Boppellinie und Polaren der Fläche von der AuflOsan}; einer quadratischen 
Gleicbtuij? ab. In dem besondern Fallet wo DoppeUinü* muf Polare der Fläche in einer linie des 
Complexes znsamoienfaUen und sich von einandor nicht trennen bissen, lie|^ der Construction der 
Fläche aus ihren Sirij^laritäten nothwendi^ die .StiHösiinjyf einer qnadratiseben Gleichung zu Grunde, 
während, in dem allgemeinen Falle, die Construction der Fläche eine lineare wird, sobald wir an- 
nehmen, dass von den Widen geraden Linien, deren Bestimmung von einer qiiadraliitchen Gleichung 
ubhängt, eine beliebige die Doppelltnie und demnach die andere die PoUre der Iläche ist (tH). 
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PmicUm verbinden, sind die vier, ganz in die Fiäehe lallenden, singulären 
Strahlen. Die vier singulären Ebenen bei-ähreu die Fläche nach der ganzen 
Erstivckung ilirer vier .«ingidären Strahlen. Der Durchmesser der Fläche 
schneidet diase Strahlen in der Mitte der beiden auf ihnen liegenden Doiijjel- 
puncte. Vier der iuu.schriebenen Complex-Cylinder arten in Sj'steme von zwei 
Ebenen aus, welche Doppeleljenen der Fläche sind. Die die Axen der Cy- 
linder vertretenden Dimdischnittslinien der yer Eheneni>aare sind die vier 
.singulären Axen der Flüche; sie lk^;en in Breiteneljcnen und schneiden den 
Durchmesser der Fläche. Die Durcbschnittacurve eines der Fläche um- 
sehriebeuen Complex-Cylinders mit einer gegebenen Ebene ist al.s die Pro- 
jection der Fläche auf die.so Fbene, noch der liichtung der Cylinder-Axe, zu 
betrachten. Wenn wir in den Ureitenelwnen die Axen der prujicirenden 
Cylinder um die Dop|x?liinie sich drehen hussen, so fallen sie in vier beson- 
deren Lagen mit den singulären Axen der Fläche zusammen. Dann gehen 
die Projectionen dnn h zwei sich schneidende gerade Linien , den Durchschnit- 
ten der Bildebene mit den bezüglichen beiden DopiK*lebenen, hindtmdi. Die- 
•sem entspricht ein Uelxirgang von IIy|a‘rhel zU Hyj)erbel, deren reelle imd 
imaginäre Axen, durch Null hindurchgehend, sich vertau-schen.*) Die Be- 
rührmiijs-Curven in den beiden nach dcrsellxm singulären Axe sich schneidenden 
Dopix?lel>enen haben diese Axe zur gemeinschaftlichen A.symptote und sind da- 
durch Ixsätimmt, da.«s sie überdie.ss die acht Doppelpuncte zu vier und vier 
eutlialten. Die Berflhrungskcgel in jcslem der l>ciden auf demselben siugidären 
Stralile liegenden Dopjiclpimctc werden nacdi diesem Strahle von der durch 
den-selben gehenden singulären Ebene Ijerührt und sind dadturch l)estimint, 
dass sie acht Doppelelienen zu vier und vier berühren. 

Wenn wir endlich, weiter particularisirend , denjenigen Fall l>e- 
trachten, duss eine Linie des Complexes, die imendlich weit liegt, zurDopiiel- 
linio der Complex- Fläche genommen wird, so. liegen von den acht DopixJ- 

*) Wir dürfeu hieraus nicht den Schluss ziehen, dau in dem Falle acht reeller IKip^ndptmcte 
und acht reeller iHippcdehencn der Fliehe — dieser Vorausttetzunji Ut unsere Auedruchsweise un- 
gepasst — die Complex-Cyliiider slmmtlich hyjierliolische. die Projectionen NiinmÜich llyiM‘rbtdD sind. 
K« kann auch zwei |M»ndtoUeche Cylinder gehen (Nr. u^d diei>e W'zeichnen daun den Ueber- 

gung von hyperltoliscben zu elliptischen Complex-Cylindem. Zwei Projectionen sind dtinn ParaWin — 
Projections-Uichtunj^cn entsprochend, welch« beide iunerbalh der Kiohtun^'O zweier aul* einander 
folgenden Bintrulüreu Axen lie#jen — durrh welche Hyperladn in Kllii>sen und diese wieder in HyT>er- 
bc'lu übergehen. ^ . 

Die Meridian-Curven sind, unter «ler gemoehUui V'orupssetzung, zwischen je zwei auf einander 
foijfi’ndcn Bingnlhren Kbenen entweder sAmiutlich KUipsen oder slnuiitlich Hyperbeln. Hei dem Durx-fa- 
Ifanjp.* dttK'h jede der vier singnUlrei. Kbene gehen Ellipsen und Hyperbeln in einander über. 

• * ' 
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puiirten auf dt:r Dopixdlinie, mit diesw zugleich, vier unendlich weit, vier 
l)op|H‘lelx‘nen fallen, mit den vier singulären Ebenen zu-samraen. In jeder 
der letztgenannten Elxuieu liegt einer der vier singulären Strahlen und, 
]uir<illel mit demselben, eine der vier singulären Axen. Die Complex-Curven 
in allen Hreiteuelxmen sind Paralieln, weil sie die unendlich weit liegende 
Dopix»llinie berühren. Wenn die Elxme derselben panillel mit -sich .sellwt 
fortrflckt, so änileni die PaailH'ln beim Durchgang durch eine singtiläre 
Ebene, in der sie in zwei Punete ansjirteu, von welchen einer unendlich weit 
liegt , den Sinn ihrer Erstreckung. Die umschrielK'nen Complex-t'ylinder haben 
die unendlich weit liegende Doppellinie zur geineiiischaftlichen Seite und be- 
rühren nach derselben eine Ureitonebene. Es sind hyjx?rlx)lische rylinder, 
welche Breitenebenen zu einer ihrer Asyniptotenebenen haben. Diese Hj'per- 
In’ln, in welchen sie von einer teliebigen Elx-ne geschnitten werden , sind als 
die Pröjecdionen der Fläche selbst auzuseheii ; wenn wir der Axe des projici- 
nnideri Coraplex-t'ylinders nach einander alle möglichen Richtungen gelwn, 
so rückt eine der Ixuden A.sj'mptoten der Hyjierbeln parallel mit sich .selbst 
fort. Wenn wir inslx-sondere nach der Richtung einer singulären Axe (der 
ein .singulärer Strahl parallel Ist) projiciren, so artet die Hji)erliel in ein 
System von zwei geraden Linien aus, in die Durclischnitte der l^delnme 
mit der singulären Eliene und der DoppelelHUie, welche dimch die jedesmalige 
singuläre Axe geht.*) 

Die vier nicht unendlich weit liegenden DopjKdpuncte sind die Eckpuncte 
eines Tetraeders, dessen Seitenel)onen die nicht durch die unendlich weit lie- 
gemle Doppellinie gehenden Dopiielebenen sind. Eine Seitenelieue des Te- 
traeders und die singuläre Bn‘itenel)cne, weli-he durch den gegeuüljcrliegen- 
den Eckpunct desselben geht, schneiden sich niu'h einer .singulären Axe und 
parallel mit dieser geht, in der .«inguläivn Ebene, durch den Eckpunct 
des Tetraeders der bezügliche singidän* Strahl. Die Berührungs-Curve 
in der Dop|)elebene hat die singuläre Axe zur Asymptote imd geht durch die 
drei Doppelpuncte in dieser Ebene. Der Berührungskegel in dem gegenülter- 
liegenden DopjK'lpuncte .schneidet die-sellx' Dopixdelxnie nach einer Hyiwrliel, 



*) Wührend hei den AequatorialfllU-lieu flherbaiipt zwei porftboUsebe Cotnplex • Cylinder auf> 
treten, die, wenn eie reell liad, die (ii^nzen elliptiMiUer (.'omplex-CyUnder l>eseichiien , faUen hier 
die beiden paraholüichen Cjlwder zutminmen uud eUiptische Cylinder existiren nickt. Iji boKOndem 
Fällen ktnrneii, Ihm Aeqnatorüdflächen Oberhaupt und inabes4)ndero hei paraboliacheii , alle Coiuplex- 
C'ylinder parabolizeke «ein. 
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welche ebenfalls die in ihr liegende singulare Axe zur Asymptote und die 
drei in ihr liegenden Kanten des Tetraeders zu Tangenten hat. 

233. Die Oomplcx-FlOehcn, deren allgemeiner Discus-sion der vorliegende 
erste Aljschnitt vorzugsweise gewidmet ist, bilden eine merkwürdige Familie 
von Flüchen vierter Ordnung und Clas.se, die wir auch unabhflngig von der 
Betrachtung der Complexe .selbstständig für sich als solche Flüchen dieser 
Ordnung und Cla.sse definiren können, welche nel)en einer DopptJIinie, sich 
gegenseitig bedingend^ acht Doppelpuncte und acht Dopiielebeneu haljen. Die 
Discussion dieser Flächen erhält dailurch, da.s.s wir ihre Entstehung an die 
Betrachtnng der Comple.\e knüpfen, ungeachtet der unendlichen Mannigfaltig- 
keit ilirer Formen nnil der grossen Anzahl ihrer Constunten, eine über- 
raschende Einfachheit nnd SjTninetrie. Andererseits bieten diese Flächen ein 
unschätzbares Ilülfsmittel zur analytischen Discussion nnd gwtmetrischen Ver- 
anschaulichung der Complexe. Wir werden im näcli-sten Ab-schnitte zur Dis- 
cmssion der Cbmplexe selbst übergehen, um später auf die DLscu.s.sion ilirer 
Flächen zurückzukommen. 

Aber es gibt no<-h einen neuen allgemeinen Gesichtspunct , unter welchem 
Complex- Flächen betrachtet wenlen können, den ich hier .s«-hon zu bezeich- 
nen nicht finterla-sse. Die von uns lietraehteten Complex-Fläthen W'erden von 
Linien umhüllt, die einer Congruenz angehören und zwar einer .solchen , die 
aus den zusainmenfallenden Linien zweier Comple.xe licsteht, von welchen 
einer der allgemeine des zweiten Grades, dev andere ein Complex des ersten 
Grades von der Itesondem Art ist, dass alle Linien desselben eine feste ge- 
rade Linie schneiden. Coniple.x-Curven und Coniplex-Kegel werden von auf 
einander folgenden Linien der Congruenz, die sich .schneiden, bezüglich um- 
hüllt und beschrieben. 

ln analoger Weise steht jede Congruenz zu einer liestimraten Fläche in 
gi^enseitiger Beziehung. Zwei auf einander folgende sich schneidende 
gerade Linien einer Congruenz bestimmen den Durchschnitt der lieiden Linien 
und eine Ebene, welche beide enthält. Der Punct Lst ein Punct der Fläche, 
die Ebene eine Ebene dei-selben. 

Der allgemeine Airstlruck 

2»(h- 1), 

den wir für die Ordnung und Cla.s.se der Flüchen der Complexe eines beliebigen 
«.Grades erhalten haben (Nr. 212.), reducirt sich für einen Complex des 
ersten Grades auf Null. Es gibt in diesem F’alle keine von dtm Linien der 

Plikckrf. 



Digitized by Google 




226 



Congruenz umhüllte Flftche: diese Fläche wird durch zwei gerade Liuien ver- 
treten, und solche zwei genule Linien können wir weder in Punct- noch in 
Plan-Coordinaten durch eine einzige Gleichung darstellen. Die beiden geraden 
Linien sind zur Bestimmung der Congruenz hinreichend, und umgekehrt; 
wenn die Congruenz gegeben ist, erhalten wir in den l)eiden Directricen der- 
selben die beiden fraglichen geraden Linien. 



* 
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Indem ich hiennit die zweite Ahtheilung von Plflcker's „ Neuer Geometrie “ 
der Oeffentlichkeit übergebe, erfülle ich eine Pflicht der Pietät gegen meinen 
unvergesslichen Lehrer. Ich habe versucht, Alles, was sich in dem mir von 
der Familie Obergtdienen Manascripte Plflcker's vorfand, so wde dasjenigt*, 
was mir aas mündlichen Mittheilungen des Verewigten in Erinnerung war, 
im Zusammenhänge darzustelleii. Zn diesem Zwecke musste ich auch bei 
aasgeairl>eiteten Theilcn des Manuscripts, für welche Plücker selbst im Laufe 
der Arbeit neue Gesichtspuncte gewonnen hatte, vielfache Umstellungen und 
Aendenmgen vornehmen. Indess ist das gegebene Material dabei vollständig 
zur Verwerthimg gekommen. Eine Erweiterung des.sell)en durch eigene 
Untersuchungen schien mir möglichst vermieden werden zu müssen und hat 
sich auch nur an üusserst wenigen unten angeführten Stellen nöthig gezeigt. 

Die vorliegenile Abtheilung des Werkes bringt. zunilch.st die Fortsetzung 
der bereits in der ersten Abtheilung begonnenen Tlieorie der Complexe des 
zweiten Grades. In Dezug auf einen solchen Complex ist jtKlem Ihincte eine 
Eigene, jeder Eljcne ein Punct, jeder genulen Linie eine zweite gerade Linie 
zugeordnet. Wenn die Linien de.s gegebenen Complexes insbesondere eine 
Fläche des zweiten Grades umhüllen, wird diases Entsprechen ein gegenseitiges. 

Auf diese Erörterungen folgt, im Anschlus.s an die beiden letzten 
Paragraphen der ersten Abtheilung, eine eingehende Discassion der Aeciuatorial- 
fliieheu, solcher Flächen, die von den einer festen Ebene parallelen Complex- 
Linien umliüllt wenlen. Der Haupt -Gesichtspimct dabei ist der, ilie mannig- 
faltigen Formen dieser Flächen und damit die Anordmmg der Linien in 
einem Complexe des zweiten Gmdes der unmittelbaren Aaschauung nahe 
zu bringen. 
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Der «‘ivite und zweite Paragrapli des ersten Alwchnitts dit>ser Abtheiluuf; 
sind von Plftcker ini ManiLsi'ripte vollendet und der erste Para^rruph unter 
seiner eigenen Aufsicht gwlniekt Avorden. Auch von dem driUen Panigrapheu 
lag inü' ein grosser Thcil dnickfcrtig vor. Dagegen konnte ich liei dem 
vierten und fünften Paragraphen nur wenig, bei dem sechsten Paragni[>hen 
fllx-rhaupt kein handsehriftlichiw lliiterial benutzen. Itlflcklieherweise war 
ich liei diesen Paragraphen durch eingehende Besitreehung über Plflcker’s 
Abskrhten genau unterrichtet. Bei iler An.sarlieitnng halie ich hin und wieder, 
wo dies der Zttsam menhang zu fordern si-hien, sellistständige Einschaltungen 
gemacht. Feh erwähne insbesonilere die Xuminem .‘ 520 , .‘522 — •' 523 , .‘ 5 . 30 . 

Der letzte Alwehnitt, welcher die Dim-u.ssion der Aeipiatorialflilcheu 
enthält, war in Plücker’s ManiLscript volWAndig au.sgeführt'. Um densellHiii 
mit den vorliergehenden Panigraiihen in Verbindung zu bringen, habe ich 
die Nummern .‘542 — 344 hinzugefögt. 

Ich bemerke noch, da-ss ich den inhaltreichen .Aufsatz des Herrn 
Battaglini^ fllier Complexe des zweiten Orades*), von welchem ich genaue 
Kenntniss genommen, bei der vorliegenden Aiwarbeitung nicht als inassgelwnd 
betrachten konnte, iasofern Heir Battaglini eine vereinfachte Gleichungsfonn 
für den Complex zweiten Gr.ides annimmt, welche eine zweifache Particulari- 
satiou dessellien veraussetzt: ein Gegenstand, auf welchen ich bei einer 
anderen Gelegenheit ausführlicher zimtckzukommen gedenke. 

Zuin Schiasse bleibt mir die angenehme l’flicht, Herrn E*rofessor Glebsch 
für die freundliche Aufmunterung uinl thätige Unterstützung, die er mir l>ei 
meiner Arlieit hat zu Tlieil weiden la-ssen, meinen Dank uuszuspreehen. 

OöttinK^n, tlun 25. Mni IsiJO. 



Dr. Felix Klein. 



*} Intomi) ai »ioWmi ili di »erondo trrado; Atti dflUi H. Acrademia di KapoU, III, 1866. 
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Abschnitt II. 

Dixriissioii (Irr allKenirliKMi (»leirhuni; der 4.'oiii|ilexe des zweiten (irades. 



» I. 

Durchmesser der Complexe. Systeme dreier zugeordneter Durchmesser. Die drei Axen 
Systeme zugeordneter Complex-Cylinder. Central -Parallelepipede. Mittelpunot 
des Complexes. 

234. Die Qleichimg (IV) gibt unmittelbar für jede gegebene Etenc 
(/', u, r*), indem wir u, i<’ als constant, l, u, r als veränderlich tetrachten^ 
die <A)mplex-Curve, welche diewe Eltene enthält, im Uuunie durch Plan-Coor- 

dinaten darge.stellt. Wenn wir *v, .statt u, t und — 

” n> ’ te ' w ' w' tr 

statt /, tf, V einfähreu, so können wir die ungezogene Gleichung unter der 

folgenden Form sehnnben; 

(/>/'»+ AV‘ + 2A«'p' + 2Z,/’p'+2.l/^'a')w* 

— 'l(Dt' w' Ap'»i'+ .!/«'»>' — Ou V — Rv* — .S7'p'+ Tt' u Vu*)ttr 

— 2(A’a'«>'+ A'p'w' -)- .)//'*p + AV'p' + /Vr'-J- Qc'* — Tt'* — Vt'u)uw 

— 2(Fv w -\- A'u ir L/’m' — (A — 0)t’u — /V’ — i>up' R t'v 

— 2(.l»'p' — A’ip'’ + /»/'* — ///'«' — Jl'p ' — O/'k -|- Puh' — y p'w'jap 

— — Ln'* — tr/'u'-J- //«'* — Jur -{■ Auw Rr'n — .SV'ip')/p 

— 2(<’/’m' — M>v* — fit'v' — Hu'v' -\-Jv'* — {.V — 0)v’ m' 'Tt'n — Uu'm')tu 

(/>/»'’+ Rv'* + Cu* — 2 (luv — 'iSv n + 2Tu'w')(‘ 
d- {Rn'* + Av* + Cf"— 2///'p'+ 2 Pv'n—2 V(’n')u* 

+ (A’«''*d- .1«''+ tf/’’ — 2J('u — 2Qu' n' A-‘^R(' n)v* 0. (X) 
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Filr die (ileiclumg des Mittelpunctes der Curve erhalten wir, indem wir 
die fileiehiuig der C'un-e in Beziehung auf >t differentiiren, die folgende: 
(/>/'•» + /.’«’*+ + 2 A'w’r' + 2Z/'/>' + 2Ml'u')tt , 

— (/>/'«>'+ Lb H< -f- M u n' — Our' — Är'' — .SV'r'+ Tt'u + l'u*)! 

— (Eu w + Kr Hf -- }fl'ir .\(’f I’ii f -i-Or'r — 7V'* — Fl' u')u 

— (F r' w K u ir L!“ «•' — (.V — 0)f u — ]*u‘ — — 0.*) (l) 



Die da-i Coordinaten des Mittelpunctes der t.’ur\-e sind hiernach, wenn wir 
zugleich, der Kürze wegen, 

/>/'» + Z-’«'* 4- ZV* + 2 Kur -f 2Z/'r’ + 2.V/'«' ^ S' 

setzen : 



üf Lv' .Vu , Ou F Hv"‘ Sl' v' — Tl'u ' — 

A A 

A'u + AV-f- )//' , — — Puv—0r^+Tl'^4-VI'u 

,j ^ ’ 

_ _ _ /V+ A m'+ W . ( , V- 0) 1 ' u - f Pu ‘ + Ph'i’'— fU'r — S/'» 

* “ ■ S' ' ' Ä' 

Die ttleiohung der Ebene ist: 



( 2 ) 



/’.»• + «> + r'z + V = 0, (3) 

und will! durch die vorstehenden Coordinaten -Werthe ttefriedigt. 

235. Wenn wir u, r als constant, V als veränderlich betrachten, 
rückt die Ebene (3) ]>arallel mit sich .selbst fort, während in ihr die Coni- 
plex-(.'urve sich fortwährend ändert. I>assen wir iuslwsundere V versclnvin- 
den, so erhalten wir für den Mittelpunct derChirve in der bezüglichen durch 
den Anfangspunct gehenden Ebene von der gegebenen Richtung, deren 
Oleichung Ist: 



/'.r + «'y + r'i = 0, 

die folgenden t.'oordinaten -Werthe, die wir zur Unterscheidung accentuiren 
wollen : 



/ 



Ou'F -p Äp’’ -j- Sl'v' — Tl'u — Fu’ 

S' ~ ' 

— AVV — Pu'v’ — Ob ^ + Tl"‘ + Vt u 

_ 'S'“ 

(y—0)t'u + />«'* -t- fju‘±^ lilr— Si'^ 



( 1 ) 



*) Die Coni|jlex>CurTP tritt in der DaratellungaweUe dos Textes als KUlche zweiter Cla«^ anf, 
und ihr Mittelpunct wird wie der Mittelpunct einer solchen Fl&che liestimmt. Geometrie des Uaumes. 
S. ItfS. 

29< 
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"Wir können hiernach die früheren allgemeinen Coordinaten-Werthe (2) in der 
folgenden Weise sehreiljen: 



, Dt' Lv + Mu 
•r — 4- = - - ' . 

A , 

, Ku + Kt' + Mt' 

>J — ’J — r- 

. , -f" Ku + Lt' 

Hiernach ergibt sich die nachstehende Doppel -tileichung; 

X — x' y — y' t — z‘ 

Bi' -f- iz + iVu' + A'f' -|- MC t'v + h'u LC ’ 

der wii- auch die folgende Form geben können: 



('») 



(G) 



4 — x^ y — y z 

dS' d S' dS' (f) 

dt du dv 

Die vorstehenden Doppel -Gleichungen stellen, wenn wir in iluien x.y.z 
als verftnderlieh l>etrachten , eine gerade Linie dar. Aus ihnen ist w elirainirt. 
Die dargestellte gerade Linie ist also der geometrische Ort für die Mittel- 
jmnete der Coinplex-t'urven in parallelen Kl>enen, welche, bei willkürlicher 
Annahme von te , durch die Gleichung (;1) darge.«tellt werden. Wir nennen 
diese Linie einen Durchmesser des t'omplexes \md sagen, das-s er, in dem 
Complexe, dem Systeme der parallelen Kbeneii und inslxwondere jeder dieser 
Elx-nen zugeordnet sei. 

In einem Complexe des zweiten Grades ist jedem Systeme 
paralleler Ebenen im Allgemeinen ein einziger Durchmesser zu- 
geordnet, weicher die Mittelpuncte aller Curven zweiter Classe 
enthalt, die in den parallelen Ebenen liegen. 

Die Complex-Cun'en in parallelen Eteien bilden eine Aitiuatorialflache: 
der Durchmesser der Flüche ist ein Durchmesser des Complexes. 

2110. Wenn der dureh (G) dargestellte Diirchmetcser de.s Complexes auf 
der Ebene (il), welcher er conjugirt Ist, senkrecht stehen soll, so erhalten 
wir die folgenden beiden lledingungs-Gleichungen: 

DC Lv' -f- Mu C 

C V -f- A u “p Li V 
Eu -f- AV -f- MC u 

Tc' + A'k' + £/' “ /’ I 

welche wir in der Dopixl -Gleichung; 
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/' U V 

tIS' ” dS' ”” dS' (!>) 

dl' du dr 

7.u8ainrnenfiisÄm können. Der Diirchmes-ser ist in tliesem Kalle eine Axe 
des Komplexes. Die letzte Dopjjel-Oleie.himj' ist mit deijenigen identiseli, 
die wir zur Destimnmng der Itiehtunji der drei Hauiitsehnitte einer Flöehe 

zweiter Oas.se erhalten, welche, indem wir -. als Plan-t'oonlinaten 

und als veränderlich betrachten und durch k eine willkörliehe Constante lie- 
zeiehnen, durch die Gleichimg 

T' ^ X-«.'» = 0 

dargestellt wird.’) 

237. Diese Flflehe hängt letliglieh von den sech.s Komplex-Konstanten 
D, K, F, K, /,, .1/ ah. J)a die.se Konstanten dieselben hleil>en, wenn der 
Anfangspunet der Koonlinaten seine Lage lK*lit»hig ändcwt (Xr. l.'iT.), so kön- 
nen wir die Fläche, parallel mit sieh selbst, vei-schieben , ohne ihre Beziehung 
zum Komplexe zu ändeni. Der willkürlichen .Annahme von’ k entsprechend, 
können sieh die Diraen-sionen dersellien in jedem beliebigen Verhältni.sse 
ändern. Wenn wir den Koonlinaten -Axen eine andei-e lliehtung gelien,. so 
erhalten in dem neuen Koordiuaten-Systeme die obigen sechs Komplex-Kon- 
stanten andere AA'erthe und dieselben AVerthe entsprechen den sechs Kon- 
stanten der Fläche, wenn wir auch diese auf die neuen Koordinaten -Axen 
beziehen. 

Die so definirte Fläche, deren Mittelpunet und deren Dimensionen l>e- 
liebig angenommen werden können, wollen wir die Kharacteristik de.s 
Komplexes nennen. Die Gleichimg des Komplexes wollen wir wieder in fol- 
gender Wei.se schreiben: 

-Ir» -H -f C -f -+• Eq* d- 
-F ‘lOs + 2//C + IJrs 4- 2Ajiv — 2/.cn/ — 2. »/{.<; 

— 2AV(T -(- lOsq 

+ 2/Vp + 2Krij -F 2Ä,»tj — 2 A.c(T — 27’« -F 2f> = 0. (I) ' 

Für die Gleichimg der Cliaraeteristik des Komplexes erhalten wir, wenn- wil- 
den Anfanfppimet zum Mittelpnncte dieser Fläche nehmen, nach Unter- 
drflckimg der Accente die folgende: 



*) Siehe Geometrii* des Raamca Kr. lOS und Kr. I6£. 
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/>/» + Ku- + /V‘- + 2A'«r + ihlt + '2.Vfu + jr- 

:r + «.i _ 0. (lu) 

AVir hiitx-u in dieser (rleichung, unbeschadet der Allgemeinheit, A- der Einheit 
gleich gesetzt. 

Die □lariicteristik eines C'omplexfts flherhebt uns jeder analytischen Dis- 
cussion öl>er die liiiditiing der Duix-hines.ser desselben. Einem Systeme paral- 
leler Ebcmen Ist ein Durchmesser der CImracteristik ziigcstnlnet und diesem 
Durchmesser i.sl derjenige parallel, welcher in dem C'omplexe deasellwn El>e- . 
nen zugeonlnet Lst. Dreien zugeoixlneten Durchmessern der Characteristik 
sind drei Durchmesser dt's Ooiui)lexe.s parallel, die wir ihrerseits als drei 
zugeordnete Durchmesser des Complexes bezeichnen wollen. Wir 
können jeden gegel>encn Durchmesser des Coinjilexcs für einen dreier zügeord- 
neter Durchmcifeer desselben nehmen, dann sind die laüden andern denjeni- 
gen Elamen iMirallel, denen der gegebene zngeordnet i.st. Jeder von drei 
zugeordnt'ten Durchmessern ist denjenigen Ebenen zugeordnet, welchen die 
jedesmaligen Ix'iden andcni parallel sind. 

Kiu Complex hat im Allgemeinen ein einziges System von drei Axen, 
die auf einander senkrecht stehen. Diu Elxnen, welche diesen Axen, paar- 
weise genommen, parallel sind, wollen wir als Hauptschnitte des Complexes 
bezeichnen. Die Axen sind den HanpLschnitten zugeordnet. 

Zum Behuf der Bestimniimg der zugtxtrdueten Durchmesser eines Com- 
))lexes können wir an die Stelle der Characteristik ilen Asymptotenkegel cler- 
sellx'ii .setzi‘ 11 , und diesen Kegel, parallel mit sich .«ell»st, Iwliebig verschielien. 
Xehmen wir den Anfangspunct der Coordinaten als seinen "Mittelpunct, so 
wird derselbe in Plan -Coordinaten durch die Ixüden Gleichungen: 

i == 0, Ä' = 0 

dargc-stellt , in Pimct- Coordinaten durch die einzige Gleichung: 

(A*— A’/’) ZtA’ly* + (.1/' — 

+ 2(/yA — Z.l/)yi -f 2(/;Z — A'.»/).rz -f 2(/'M/— AZjxy = 0. (11) 

Drei zugc’onlnete Durchmesser eines Complexes haben gegen einander 
eine wesentlich verschiedene llichtung, je nachdem die Characteristik des 
Comi>lexes ein (ein- oder zwelscludiges) H_vj>erboloid mit reellem Asvmptoten- 
kegel oder ein (reelles oder imaginilres) Ellipsoid ist, dessen AsjTnptotenkegel 
auf einen ellifwoidischen Piini-t .sich reducirt. Der letztere Fall ist dadurch 
angezeigt, dass die drei Aicsdrücke 

K^ — KF, .)/» — /) A (12) 
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im Zeichen übereinstimmen, wahrend im erstem Falle diese üebeivinstim- 
mimg nicht statttindet. 

2;i8. Wenn inslx'sondere die Chamcteristik eine Umdrehungsllacho ist, 
so hat der C'omplex, wie iliese Hache, eine Hauptuxe und <lanel>en unend- 
lich \iele Axen, die sämmtlich gegen die Hauptaxe und', poairweise genom- 
men, auch gegen einander senkrecht gerichtet sind. Dieser Ixwondere Fall 
ist, unter Voraussetzung rechtwinkliger (Vxirdinaten-Axen, dadurch Itezeich- 
net, dass 



D — 



LM 



= /; 



AM/ ,, hl. 

~r ^ ‘ - "7i/‘ ’ 



und dann lK*slimmt die folgende Doppel -tlleichung: 

hx — Ly — Mz 



(13) 

(14) 



die Itichtung der Hauptaxe.*) • 

Ein mehr untergeordneter Fall ist derjenige, da.ss die Characteri.stik in 
eine Kugel flbei^pht, dem entsprechend, da.ss die dopj)elte Bedingnngs- Glei- 
chung (13) in die folgenden Gleichungen sich auflüsct: 
h 0, I. = 0, .1/ = 0, 



f) .= K - F. 



Dann sind alle den Raum durchziehenden Ebenen Hauplschnitte des (,'om- 
plexes, anf welchen die zugeordneten I>urchmes,ser senkrecht stehen. Jeder 
Durchinesw'r des Complexes ist eine Axe desselben. 

239. Wenn wir die C<xjnlinaten-Axen, auf welche die allgemeine Glei- 
chung (I) des Complexes zweiten Grades bezogen ist, irgend dreien zugeoixl- 
neten DuR'hmcssem des Complexes parallel nehmen, so verschwinden aus 
dieser allgemeinen Gleichung, wie aus der Gleichung der Characteristik, drei 
Constanten. Dann Ist nflmlich; 

K — rt, A — 0, .1/ — 0. 

Es geschieht dieses insbesondere“, wenn rechtwinklige Coortlinaten-Axen den 
Axen des Complexes parallel genommen werden. Ks kann die.ss unendlich 
oft geschehen, wenn die Oiaracteristik eine Hotationsaxe , der C'omplex eine 
Hauptaxe hat. Eine der drei Coordinaten-Axen ist dann der Hauptaxe 
parallel zu nehmen, während irgend zwei gerade Linien, welche auf einander 
und auf der Hauptaxe senkrecht sind, für die lieiden anderen Coordinaten- 
Axen genommen werden können. Wenn nach einander 0.\, OF, OZ der 



*) Geometrie des Rikumes. Xr. 1&4. 
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Ifauptiixe pamllfl gt-noininen wmlen, so werden Ijezflglieh die Coefficienten 
E und /■', h niul F, l> lind E einander gleich. Aus der Gleichung eines 
Coinplexes, welcher nur rechtwinklige zugeonlnet.e Durchuies-ser hat und auf 
ein Indiebiges System rechtwinkliger Coordinaten-Axen liezogen winl, ver- 
.schwiuden A', L, .)/ und die drei Coefficienten h, E, F werden einander gleicli. 

Wir wollen uns in diesem I’aragrajihen auf den allgemeinen Fall ln> 
schränken, dass die Characteristik eine Flache zweiter Clasije mit einem 
Mittelpumde ist. Diejenigen Falle, wo da.s Verschwinden von K , L, M das 
gleichzeitige Verschwinden einer der drei Conatanten />, E, F zur Folge hat, 
hleilsMi hiernach einstweilen von der DisciLs.sion noch ausgeschlossen. 



240. Wir lialxni filr denjenigen Dua-hmes.ser, der solchen Elxnen, die 
einer gegi*lx*nen KlHuie: 

• f'.r + Hy + r'z — 0 

iwrallel sind, zugeorduet ist, die folgende Dopjjel- Gleichung: 

X — F ^ y — y _ — F 

lU'-\-Lv+Mu Ku + Kv + .VI' >V + A' «' + /./■ 
erhalten. Der successiven Annahnie entsprechend, dass 
u = 0 imd V = 0, 

/’ «- 0 - r' = 0, 

/’ = 0 - m' = 0, 

ist nach der 2.'54. Nimimer Iwzüglich: 



S' -= 

Z' = Eu*, 
S' ■= AV', 



.r' - 0, 



, r 

y -s- 



V , 

- y - 0. 



H 

F' 



y “ — 



p 

E 

0 . 



(6) 



( 15 ) 



Hiernach löst .sich die vorstehende Doppel -Gleichung nach einander in die 
folgenden drei Paare von Gleichungen auf: 

M.V — Dy -\- T = 0, Ax— — .V — 0, 

My — E.r~F—0, A> — A’z -f ~ 0, (IG) 

f.z — Fx + E ^ 0, Ez — Fy — G ■= 0, 

welche diejenigen Durchmesser des Complexes darstellen, die bezüglich den 
mit FZ,' XZ, XF parallelen Eteien zugeordnet sind. 

Wenn wir die drei Coonlinaten-Axen in-sbesondere so anuelimen, da-s.s 
sie irgend dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel sind, so 
verschwinden die drei Coustanteu A', L, M und wir erhalten zur Hestimmung 
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y = -1- 


l) ' 


* “ B 




V 


. P 


.r — • — 


E ’ 


1 

+ 


.1- = -f- 


ft 


Q 


E > 


y = - F 



der alxHoluten Lage dieser drei den C‘<x)rdinaten-Axen OX, OY , OZ parallelen 
Iturchinesser die folgenden drei Gleichungen -Paare: 

T 



( 17 ) 



Drei zugeonlnete Durchmesser schneiden sich also, pjxarweise genommen, im 
Allgemeinen nicht. Sie bestimmen aber, wie üljcrhaupt irgend dnn gerade 
Linien, welche sich nicht. schneiden, ein Purallelepiped , das wir hier, weil 
es für den Complex bezeichnend ist, naher l>etrachten und ein Central- 
Parallelepiped des Con^xtexes nennen wollen. 

Die vorstehenden .sechs Glei- ^ 

chnngen (17) stellen, einzeln genom- ^ 

men, die sechs Seitenebenen eines 
Central -Parallelepipeds dar. Jede 

von zwei gegenüberliegenden Seiten- 
elxenen geht durch einen von zwei 
der drei zugeordneten Durchme.sser 
und i.st dem anileren der zwei pa- 
rallel. Drei sich nicht schneidende 
Kanten des Parallelepipetls sind die 
drei zugeordneten Durchmesser, für 
welche wir in der 12. Figur •■(.B, 

CD, FF nehmen wollen. Wir können 
diesellien sechs Oleichungeji (17), die, 




Figur 12. 



paarweise genommen, die drei zugeordneten Durchmesser des Complexos dar- 
■stellen , auch noch in folgender Weise zasammenordnen : 

0 , , P 

y — p , * “ > 

U , T 

— 7 ; > y ~ 'B ' » 

Dann stellen die drei Paare von Gleichungen diejenigen drei Kanten des 
Pnrallelepi]K‘ds dar, welcher den drei zugeordneten Durchmes-seni gc^enüber- 
stehen. Diese drei KiÄiten DE, FA, BC, die -auch ihrerseits sich nicht 

PiOckvr. G^nwtri*. 30 
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schneidf'D, bilden mit den drei in die zufjeordneten Durehnietwer tiillemlen 
Kanten ein rflunüiehes Sechseck ABCDKF. Die ba’kpuncte des Sechsei-ks 
sind sechs der acht Eckpiincte des Pai'allelepij)eds. Drei Diai^nalen des 
Piinillelepipeds sind die drei Diiifionulen des Sectisecks, die beiden Puncte 
6, II, welche die vierte Diu(ronale Verbindet, haben zu Coordinaten 



+ I y o ' 

r _ 0 s 

y =■ — j. - , - — Ä • 



( 1 ! 1 ) 



Für die I^angen der Kanten, welche liezOglich den drei C'oordinaten-Axeii 
O.V, oy, UZ panillel sind, ergibt sich 

EH-\-FU />p+AT .» . 

KE ' />/• “’ OE ’ ' ' 



und fiVr den Mittelpunct des Purallelepipeds, dessen 1‘oonlinaten wir, 
Unterscheidung, durch a", y”, i" Ijezeichnen wollen: 

^ Eft— EU Oft — FT „ Or—ES 

EE ’ » OE ’ * OE ■ 



zur 

( 21 ) 



241. Die durch die Gleichungen -Paare (18) dai-gestellten Kanten des 
Central -Panillelepipisls stehen zu dem Coniplexe in einer einfachen geoinetri- 
•schen Beziehung, die wir unmittelbar erhalten, wenn wir zu den Gleichun- 
gen derjenigen drei Comjilex-Cylinder zurückgehen, deren Seiten den drei 
Coordinaten-Axen parallel sinil. Die Gleichungen dieser Cylinder werden (Ab- 
schnitt I. § 5 Gl. ;!2), wenn war, wne in der vorigen Xiunmer, die Coordi- 
naten-Axen G.V, Ol', UZ irgend dreien zugwcdneten Duix'hmesseni des Com- 
plexes jiaraltel nehmen und demnach A, L, M gleich Null setzen, die fol- 
genden ; 

/•.r» 4- rn' — 2A.r + 2Sz = 0, J (22) 

A’.r« -f Uyf + 2 T.r — 2T y = 0. I 

Die drei Axen dieser Cylinder weixlen durch die drei Gleichungen-Piuire (18) 
dargestellt. Wahrend drei Kanten des Centi-al-Parallelepiiieds, AB, CD, EP, 
in drei zugeordnete Durchmesser de.s Complexes fallen , fallen die drei gegen- 
fllx-rliegenden Jfanten deR«elben, DE, F.\, BC, in die Axen derjenigen 
drei Cylinder, deren S.eiten den drei zugeordneten Durchmessern 
parallel sind. 

242. Wenn ein Compk»x zweiten Grades gegeben Ist imd wir eine Ebenen- 
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richtunfj willklirlivh unnelinieu, so ist jeder Linkniriihtun>t, die dieser Elsoien- 
riehtung parallel ist, eine zweite solrhe Liuieuriclitung zugeordnet. Jetier 
gegeltenen Eln-nenrielitnng (jedem Systeme paralleler Ebenen) ist eine einzige 
riinienrichtuiig zugeordiiet und gegenseitig jeder gegebenen länienriehtung 
eine einzige El>enenriehtung. Jeder gegeljenen Linienrichtung sind unemllieh 
viele Paare von Linienriehtungen zngeordnet, welche der der gegel»enen 
Linienrichtnng zugeordneten Ebenenrichtung parallel sind. So gibt es un- 
endlich viele Systeme dreier zugeonlneter Linienriehtungen , in der Art , da.s.s 
jeder gegclH-neu Linienrichtung einerseits unendlich viele Paare zugeordneter 
Linienriehtungen entsprechen, welche der zugeonlneten ElKUienriehtung jairal- 
lel sind, und andereiiseits die Ebenenritditung, widi'he irgend zweien dreier 
zugeonlneter Linienriehtungen parallel ist, der dritten die.ser ISiehtungen zu- 
geonlnet ist. Es gibt endlich unendlich viele Systeme dreier zugeonlneter 
Ebenenrichtuugen: sie sind je zweien von drei zugeordneten Linienrichtungen 
jamillel. 

Es gibt einerseits dn*i zugt>ordnete Dimdimesser des Komplexes, welche 
die Richtung dreier zugeonlneter Linienrichtungni haben, andrerseits drei 
AXen von Coniplex-Cylindern, welche dieselben Richtungen halaui, und die 
wir ihrers(>its als drei conjugirte Cylinderaxen bezei<‘hnen können. Die 
drei zugeonlneten Durchmesser und die drei zugeordneteu Cylinderaxen bil- 
den ein räumliches Seeh-seck, des.sen gi“genölx*rliegcnde Seiten pandlel sind. 
Die Seiten desselben sind abwetdiselnd Diux'hmesser und Cylinderaxen. Jtsler 
Dundmiesser unrd von zwei Cylinderaxen gesc-hnitten, welche deijenigen 
Ebenenrichtung pandlel sind, die der Richtung des Durchmes,ser8 zugeonlnet 
ist. Jeile Cylinderaxe wird von zwei Durchmessern geschnitten, welche der- 
jenigen Ebenenrichtung imrallel sind, die der Richtiuig der Cylinderaxe zu- 
geonlnet ist. 

Einer gegebenen Ebene sind unendlich viele Durchmesser des Complexes 
und die Axen unendlich vieler Comi)lex-Cylinder iHinillel. Einerseits bilden 
jene Durchmesser, andrerseits diese Cylinderaxen eine Linienfläche. Der ge-' 
getienen Ebene ist ein Durchmeisser des Complexes zugeonlet, so wie ihr die 
Axe einÄ Complex-Cylinders zug(>onlnet ist. Jener Durchmesser Ist dieser 
Cylinderaxe iwrallel. Die Axen aller Coinplex-Cylinder, welche der gegebe- 
nen Eljene jmrallel sind, schneiden die zugeordneten Durchmesser, alle Duit h- 
niesser des Complexes, welche der Ebene lairallel sind, schneiden die zu- 
geordnete Cylindenixe. 

. 10 » 
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243. Es erscheint zweckmässig, die vorstehenden geometrischen Bctracli- 
tungcn^durch einige analytische Entwicklungen zu bestätigen und zu ver- 
roll.ständigen. 

Die Uesammtheit aller Curven, welche in Ebenen liegen, welche der 
El>ene l'Z parallel sind imd somit eine Aequatorialfläche bilden, wird 
(Abschn. I, § 2 Nr. Iü3) durch die folgende Gleichung dargestellt: 

+ 2(Aj- — .S')r«! -p (F.i- — 2Aa:+ Alr- 
+ 2(.V.r-t-7’ji//r + 2(A'.r= — G.r— A)«r + (Ä’.r« + 2 .I/t+ 6')«» = 0. (23) 
Die Eigene derCurve ist durch x bestimmt und dann dieCurve in ihrer Ebene 

durch die Linien -Coordinaten “ und Wenn die Axe G-V die der Ebene 

W «' 

}'Z zugeonlnete Uichtung haben .soll, so verschwindet L und M; wenn sie 
mit dem dieser Ebene zugtsirdnetcn Durchmi*s.ser des Complexes Zusammen- 
fällen soll, 80 mfls.sen auf ihr die Mittelpuncte aller Curven liegen. Die.ss 
fordert, neben; 

A = 0, .V = 0, 



fllrerdicsis noch: 

.V = 0, r = 0. ’ . 

Daun vereinfacht sich die voßtehende Gleichung folgendcrgestalt: 



/)/e^+(Fx^—2Ilx+ß)e*+ ■2(A’x>—Ox—(,")ui-+(Fx»+2 Fx+C)u^ == 0. (24) 
Diesellx; Aequatorialdache , welche diu’ch die vorstehende Gleichung ver- 
mittelst ihrer Breitencurven duigestellt winl, wird (Aljschn. I, g 5 Gl. .30) 
unter BerOck-sichtigung, dass /., .V, S und 7’ verschwinden, diurch die fol- 
gende Gleichung: 

( -f 2 A' tf p + A' «■) x^ -f- b r- z* 

-f- 2(H F* -{■ Ouv — Vtt-)x (Ar* — 2t»«r-|- Cu-) — 0 (2ö) 

veimittelst ihrer imischriebenen Complex-Cylinder, deren Axen der Coonli- 
naten-Ebene J'Z parallel sind, dargestellt. Nachdem wir durch willkürliche 



Annahme von die Axenrichtung eines dieser umschriebenen Complex-C3'- 



linder bestimmt hülfen, stellt die letzte Gleichung in A'Z die Curve zweiter 
Ordnung dar, nach welcher der bezflgliqlie (Vlinder diese C'ooixlinaten-ElK'ne 
schneidet. Die mit J'Z i>ai-allele Axe des Cylinders geht durch den 'Mittel- 
jmnet dieser Durch.schnitts-Curve, welcher auf der Coordinaten- Axe G.l liegt, 
imd auf dieser Axe durch den (’oordinaten -Werth 



Ar* -f- OuF — t u* 
Fr‘ -p 2A‘up -f Fu- 



(-*'!) 
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bestimmt ist. Beziehen wir die Koordinaten y und r auf irgend einen Punct 
irgend einer mit YZ parallelen C'ylinder.ixe, so ist 

’ ’ = _ 
u z 

und wir erhalten • 



(■27) 



ft’Y — Oy: — IJ:' 

/y — ikyz + ’ 

als (ileichmig des geometrischen Ortes far die der Ebene YZ paral- 
lelen Axen von Complex-Cylindern. • 

In der letzten Oleiefaung ist ausgesprochen, daas in je<ler diinj» einen 
gegebenen Durchmesser gelegten Ebene eine einzige Cylinderaxe liegt, welche 
der dem Durchmesser zugeordneten Ebenenrichtung parallel ist; wilhmul in 
jfsler El>ene, welche diese Hichtimg hat, zwei auf dem Durchmesser sich 
schneidende Cylinderaxen liegen.. 

244. Es gibt einen andern Weg zur Bestimmung der beiden t'ylinder- 
axen, die in einer gegebinien Ebene, welche wir hier der Koordinaten- Ebene 
Y Z parallel genommen haben, enthalten sind. Wenn wir nftmlich die Glei- 
chung (24) in Beziehung auf .r ditferentiiren, kommt: 

(/'.r — /f)»'-' -f (2A'.r — 0)Me (A’.r -f- / =- 0. 

Diese Gleichung gibt sofort den eiten gefundenen WerUi von a- in r und « 
(2()). Die Richtung der Iteiden Cylinderaxen in der Eltene YZ seihst ist 
durch die Wurzeln der folgenden Gleichung gegeben; 

/tr* -h (iuv — r«' “ 0. 



Ein Comitlex-Gy linder, des.seu Axe in einer gegebenen Ebene liegt, hat 
zu zweien seiner Seiten zwei parallele Tangenten derjenigen Complex-Curve 
zweiter (lasse, welche in dieser Eltene liegt. Die Axe des C^iinders geht 
also durch den Mittelpunct der Complex-Curve. Projicittui wir auf die gt»- 
gcltene Ebene die Complex-Curve in der ilir parallelen Itenachbarten Ebene 
nach derjenigen Richtung, die diesen Ebenen conjugirt ist, so winl auch 
diese Projection von den Iteiden Cylinderseiten benthrt; mit andein Worten, 
die Iteiden unter sich parallelen Elxmcn, welche den Cyliwler ntich diesen 
Seiten beröhreu, beröhmi gleichzeitig die Aequatorialfläche, welche O.V zum 
Diuchmesser hat. Es handelt sich hieniach darum, diejenigen Puncte der 
Complex-Curve in der gegebenen Elx-ne zu Itestimraen, in welchen dieAerpia- 
torialfläehe von solchen Ebenen benthrt. winl, die dem Durchmesser dieser 
Flache parallel sind. Der der Aequatorialfläche umschriebene Cylin- 
der, des.sen Seiten dem Durchmesser derselben parallel .sind, beitlhrt die 
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Flä4;h(! na<‘h einer räuinliclum Cun’e, welche von einer El>ene in vier Puncten 
fieuchnilten winl. Sie wird insbesondere 'von der gegebenen Ebene, welche 
eine UreitenelHnie der Fläche ist, in solchen vier Puncten geschnitten, welche 
die \Sclieitel zweier Durchmesser der Complex-C'uiTe in der gegebenen Eljene 
sind. Die beiilen* diesen DuR-hniesseni zngeordnelen Durchmesser der (Aun- 
j)lex-C'urve sind die Iteiden zu construirenden, in der gegebenen Ebene liegen- 
<len Cvlindenixen. 

• 2l"). Wir wollen die Axe OX, wehdie nach der bisherigen Aimahme 

mit irgend einem Dui-chmesser des Coinplexcs zusaminenfiel, nunmehr so ver- 
schieben, dass sie mit der diesem Durchmesser parallelen Axe eines Complex- 
Cylinders znsammenfällt. Die Gleichimg distjenigen (.’ylinders, dessen Axe der 
Cooixlifiaten- Axe OX parallel ist, hat überhaupt zur Gleichiuig (Nr. 24Ü); 

Fif — Ih'ifz + Fz'- +i{>y — 2P; -P ./ = 0. 

Damit die Axe .des Cylinders mit D.V Zusammenfalle, erhalten wir die bei- 
den Hedingungen; 

/' _ 0, y = 0. 

Die allgemeine Gleichung der ('omplex-Curveu in Plan-Coordinaten (X), 
welche wir an die Spitze der Entwicklungen dieses Panigraphen gestellt 
haben, stellt dann insliesondere die in einer Ixdiebigen, durch die Uylinder- 
axe gelegten Ebene: 

uy -p r z — 0, 

enthaltene Com plex-Curve dar, wenn wir in demelbeu /' und k gleich Null 
setzen. Unter Berücksichtigung, dass /' und 0 verschwinden, erhalten wir 
für diese Cutre die Gleichung: 

(AV* -p 2 A'«'r' -p FF*)h)‘- — — Ouv — 

— — Ju -p 2(//«'r — Jv'^lu 

-p (Cu* — 2A'kV - p //r'')/* 

-P ./(«'c — !■'«)’ = 0. (28) 

I>er Mittelpimct dieser C'urve liegt auf der Cooixlinaten-Axe OX, und Ist auf 
dieser Axe durch den Coordinaten- Werth: 

_ + Ou’ v'— U «* 

— Pr-j + SAiiV-pA«* ' 

bestimmt. 

Die vorsteheinle Gleichung (28) stellt, wenn wir inderseiben als ver- 
änderlich betnu'hten, eine Meriilianfläche dar, welche die Axe eines Complex- 
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Cylindei's zii ihrer Doppellinie hat. Sie ist (liidiireh eharaeterisirt, da.ss die 
Mittclpnnete ihrer silnuntliehen Meriiliaiu-iirren anl' der Dopj)ellinie liegen. 

24(>. Xai’h Vertauschung von \ind werden die beiden Gleiehiuigen 

(27) und (29) identisch. AA'enn wir daher durch \ die Ilichtung einer Cy- 

linderaxe la*stiininen, welche der Ebene I’Z i)arallel ist und demnach denjenigen 
Durehines.ser des (Komplexes, der mit OX parallel ist, schneidet, so liegt diese 
in einer Elieiie, welche die ('ylinderaXe OX in dem durch (29) Ix-stimraten 
Puncte .schneidet. Diejenige gerade Linie, welche in dic“ser Ebene liegt und 

durch diesen Punct geht und denm Ilichtung der Ilichtung der dun-h *. be- 
stimmten Ebene der Complex-Cun’e und also auch der Ilichtung der duich 
lie.stimmten Cylinderaxe conjugirt ist, ist der gesuchte Durchmesser des 



Complexes. 

Um hiernach den fraglichen dun h den Mittelpunct der Ctiire (28) gehen- 
den Durchmesser des Comi>lexes zu con-stnüren, beilienen wir uns der Clia- 
racteri.stik der Flache. AVir wollen die bisher unbestimmt gebliebenen Ilich- 
tungi'H der beiden t'oordinaten-Axen OJ' und OZ, der Einfachheit wegen, 
mit ii^eud zwei zugeoitlneten Durchmessern der Durchschnitts-Cur\-e der Cha- 
racteristik mit der Coordinaten - Ebene I'Z ziusammenfalleu las.sen. Dann 
verschwindet A aas der Gleichung des Complexes, und die Gleichung dieser 
Durchschnitt s-Curvc wird: 

Ar* -f A’«* -f- A/c* = 0. 



Zur Bestimmung der Ilichtung, welche der Ilichtung zugeordnet ist, die 



wir durch — bezeichnen wollen, erhalten wir die Gleichung: 



4 + 4 



0 . 



(30) 



AA'enn wir vermittelst dieser Gleichung in (29) statt einführen, kommt: 



+ EFOiiv — K’Bu’ 



(31) 



AA(/V + £«») 

AA'enn war endlich y und r auf irgend einen Punct des fraglichen mit FZ 
parallelen Durchmes.sers des Complexes beziehen, erhalten wir: 
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-_F^U<ß + EFOyz + E-‘R^ 

EF{Fß + Ez^ ■ 

Diese Gleichuiig .stellt, wenn wir y, z als vcrähdcrlicli tetnichten, den 
geometrischen Ort für diejenigen Durchmesser des gegebenen 
Complexes dar, welche der Ebene VZ parallel sind. 

Sie .sagt aus, dass in jeder durch die Axe eines gegeljenen Complex- 
C’ylinders gelegten Ebene ein einzigiw Purchniesser des Complexes liegt, wel- 
cher der der Cyljndenixe zugeordneten Ebenenrüditung jiarallel ist, während 
in jeder Elnme von dieser Bichtung zwei Durchmesser liegen, welche auf der 
Axe des gegebenen Cylinders sieh schneiden. 

Eine beliebige Elxnre A F F' E 0 0’ X 
s<dineidet den Durchme.s.ser .\H des Com- 
plexes und die .\xe D K dt« Complex-Cylin- 
ders, "demi Bichtung ihr zilgeoi-dnet Ist, 
in zwei Puncten A und E. ln dieser Elxme 
liegen zwei Cylinderaxen AF und AF', die 
den Dim-hmesser AB in .4, uml zwei Coin- 
plex-Durehmesser EF imd EF, welche die 
Cylinderaxe DE in E schneiden. Die Bich- 
tungen der Ixüden Durchme.sser in dieser 
EIxme sind bezüglich den Richtungen der 
beiden Cylindeni.xen in derselben coiyugirt.. 
Die Ebene gehört gleichzeitig zweien Cen- 
tnil-Parallclepipedeu an, welche zwei gegen- 
ülwrliegende Kanten, die iij den Dua-hmes-ser AH und die ihm parallele 
Cylinderaxe DE fallen, gemein haben. Die gegenülierliegenden Seitcnflftchen 
des Parallelepipeds fallen in dieselbe Ebene BC'CDH'llB. Die beiden in 
dh'scr zweiten Ebene liegenden Durchmesser des Complexes, CD und CD', 
sind die den beiden Cylinderaxen in der ersten Ebene, so wie die beiden 
Cylinderaxen in der zweiten, BC und BC, die den beiden Durchmessern in 
der ersten Ebene gegenüberliegenden Kanten der beiden Parallelepipede. Der 
gemeinsame Mittelpunct der beiden Central -Parallelepipede liegt in einer 
Ebene, welche parallel mit den beiden gt*genOborliegenden Seitenflächen, dio 
rvir ihrerseits, wie bisher, der Coordinaton-Eliene FZ imrallel nehmen wol- 
len, in der Mitte zwischen Ixiden hindurchgeht. Sic halbirt also den, Abstand 
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c-ino8 Durchmessers und einer Cylindemxe des Cbmplexes, welche unter sich 
und mit YZ parallel sind. Dadurch, dass wir, imrallel mit Y Z, die ge- 
meinschaftliche Hiehtung beider von vorneherein annehmen, sind die l>eiden 
gegenüberliegenden Seitenflächen eines Parallelepipe<l.s in linearer Weise Ije- 
stimmt. 



Wenn wir die Oleichung (27), wie die (ileiehung (32), auf Coordi- 
naten-Axen UY \mAOZ braiehen, welche zweien zugeordneten Durchmessern 
des Complexes oder, was dasselbe hekst, zweien zugeordneten. Cvlinderaxen 
dessellHMi parallel sind, so verschwindet auch aas ihr h und es kommt: 



ttiß — Oyz — f'j' 
/y + Ar’ 



(33) 



Unter der VoraiLS-setzung, dass in der vorstehenden Gleichung (33) und 

der Gleichung (32) dersellie Werth beigelegt werde, Iwdeutet x in den beiden 
Gleichungen die Al)stände einer C 3 iinderaxe des Complexes und eines Durch- 
messers des.sell)en, deren Richtung dieselbe und durch y gegeben Ist, von 

der Coordinatsm - Eliene J'Z. Die halbe Summe dies(‘r Abstilnde, welche wir 
durch .f" bezeichnen wollen, gibt al.w den Abstand des Mittelpunctes des be- 
züglichen Central -Parallelepipeds von derselben Coordinaten- Ebene. Wenn 

wir die fraglichen Gleichungen (32) und (33) addiren, so kommt in Ueber- 
einstimimmg mit (21): 

(«) 



Der Wkrth von ,r» Lst unabhängig von dem l>eliebig angenommenen Werth 
von y. Uebenlies.s liegen die Mittelpuncte aller Central-Parallelepiix'de, deren 

gegenüberliegende Kanten in den J'Z zugeoivlneten Durchmesser und die die- 
ser Ebene zugeordneten C.vlinderaxen fallen, auf der Mittellinie zwischen die- 
ser Cj’linderaxe und jenem Durchmes.ser. Wir ziehen hieraus den Scldass, 
das« alle Centnil-Ikmdlelepipeile, deren eine Kante in einen gegelxuen Durch- 
messer des Complexes und deren gegenOlwrliegende Kante demnach in die 
dem Durchmes.ser parallele Cvlindeinxe lÄllt, einen gemeinschaftlichen 
Mittelpunct haben. 



Der vorstehende Satz gibt uns unmittelbar neue Reihen von (Vntml- 
Parallelepi|Hslen, welche unter sieh un<l mit den Punillele|)ipeden der ersten 
Reihe den.sell)en Piiiict zum Mittelpuncte halien. iVir bi-auchen bloss zu 

n&vLrr, ^5^ 
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«’iiiM'in Kiiik" an «He Stellt- iles fit-nebt-nen DiirehniosHfrs ii^teml einen neuen 
y.ii setzen, der demsellien zufieoiilnet ist, und, so l'ortlahrend, den jetlesmaligen 
neuen dureh irgend einen ihm zugeortlneten zu ei"setzen. Einem gegelx-nen 
] Uirelimesser der Clianieteristik des Coinplexes ist alier jeder Dnrehmesser, 
weleher in der gegeheiien zugeordneten Diametralebene liegt, zugeordnet. 
Zwei gegeheue Dnrehmesser halten also beide deiyeliigen zum zugeoixhieten 
Dimflunesser, nueh welehem die iM-iden Dianu-trulelienen, welehe den beiden 
gegelKtnen Durebmesseru zugefii-dnet .sind, sieh sehneiden. So können wir 
also auch von jedem gegoltenen DuR-bmesser eines Coinplexes zu jetlein zwei- 
ten gegebenen Durehmes.ser desselben in der Art flbergehen , dass wir au die 
Stelle des ersten gegelwnen Dim-hmessers zunächst einen demselben zugeoRl- 
ueten dritten Durehmesser setzen und dann, an die Stelle dieses dritten, 
«len zweiten gegels-nen, der seiuemeits diesem zugeonlnet ist. Wir gelangen 
somit zu dem folgenden Satze: 

.\lle Cent ral-Parallelepipeile eines gegebenen Coinplexes 
haben den.selben I’unct zu ihrem Mittelpunete. 

Den gemeinsehaftliehen Mittelpunet aller ('entnü-l’anillele|iipetle wollen 
wir den Mittelpunet des Coinplexes, ji*de Eltene, welche dunh den- 
selben geht, eine Centralebene, jede diux-h ihn gehende genide Linie eine 
Centrallinie desselben nennen. 

Ein Complex de.s zweiten Grades hat im Allgemeinen einen 
Mittelpunet. 

Eine Ebene, welche [larallel mit irgend zweien zugeordneteii 
Durchmessern oder mit irgend zweien zugeordneteu Cylinder- 
axen eines Coinjilexes in der Mitte zwischen denselben hindurch- 
geht, ist eine Centralebene des Complexe.s. 

.Jedem Durchmesser eines Complexes ist die Axe eines Cylin- 
ders desselben parallel: die Mittellinie zwischen beiden ist eine 
Centrallinie des Complexes. 

247. Wenn wir fflr }'Z eine Centralebene des Complexes und für die 
Axe 0\ einmal den ihr zugeordneteu Durchmes.ser, das andere Mal die ihr 
zugüonlnete Cylinderaxe nehmen, so werden die beiden Linienflflchen. von 
welchen die eine alle durch den zugeordneten DuR-hinesser gehenden, mit f'X 
liaiullelen Cylindenixen, die andere alle duixdi die zugeordnete Cylinderaxe 
gehenden, mit I'Z jianillelen Durchmesser des Complexes enthalt, durch 
folgende beide Gleichungen dargestellt: 
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H,ß — Oyz—V:^ 

■' “ fy‘ + ’ 

Rf — (hjz — l'z^ 

•'■ ~ /-y’ + Kz^ 

Wenn wir die Iwidtni Linienfiai-hen und mit iliueii zugleich die Ix'zflglichi» 
Ownlinaten-Axe ^^.1' ]Kiriillel mit sich selbst und mit der Centi-aleltene ver- 
.schielx‘ 11 , auderii sich ihre l)eiden l{leiclmngen nicht. Wenn, nach «1er Ver- 
schiebung, der v'onjugirte Durchmesser mit der conjugirten Cylindenixe zu- 
sammenfiUlt, stellen die vorstehenden (lleichungen die beiden Flachen, auf 
dassellx' (.'iHtrdinaten-System Ijezogen, dar. ln ihnen ist dann die geonietri- 
-sche lieziehnng der-selben zu einander unmittelbar ausgesprochen. 

Wir können hierlwi immer voranssetzim , diiss in 1’ Z die beiden (’oor- . 
dinuten-A.xen Oi' und welche irgend zweien zugeonlneteii Durchmt^seni 
lies t’omplexes iiarallel sind, auf einander senkrecht stehen. Wenn wir ins- 
U'sondere fflr die gegeliene ('entr.ileliene einen der drei Hauptschnitte des 
f'omplexes, die durch den Mittelpunct di*sselhen gehen, nehmen, so steht 
auch 0\ auf UV und <>Z senkivcht. Dann ist, wenn wir die t'enbilelx'iie 
als spiegelnde Kbeiie betnichten, eine iler beiden Linieiiflilchen , nacli schick- 
licher gegenseitiger Veisichiebung deisellx-n, dsus S])iegelbild der andern. 

24S. AVenn wir den Mittelpunct des Ooinplexi's zum .Anfangspuncte der 
< '(xirdinateii nehmen und diuch den.sell)i*n die drei Cisrrdinateii-Axen |>arallel 
mit irgend dreien zugeordneten Diirchine.ssem und Cylindera.\eii legen, so 
winl die Gleichung des Komplexes, indem wir K, L. M gleich Xull setzen: 



.Ir' -f- />a> -t- d- 

-p 'Itis -(- 2 H r ‘2Jrs 
— 2 .\r<j -|- 20s{> 

-f- 21‘rQ -f- ’2<Jrri -p 2/iztj — 2>Vjr<r — 27'a -p 2 f’p = 0, 
woliei die folgenden drei Beilinguugs-Gleichungen (Nr. 240) erfallt 



(•15) 



sind; 



H V 0 _ T f 

F 7;' ’ F n ’ 

aus welchen die folgende »ich ableit»*t: 

PRT ^ <JSV. 

Dann iH-stimmen die drei Coonlinaten- Paare: 

T (I . F 

n F ’ ' 7» ” 

V _ R R 

.1 - ^ - 



y- 



s 



R 

E ' 
S 

“>r > 



(ÜC) 

(.ICa) 

(;}7) 



31' 
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R U ^ ^ I 

“ A- ^ “ £ “ D \ 

«lie Liige der drei zugeonliieteu Dui-» hinesitier, und dieselben drei Coordinaten- 
l’aare, mit entgegengesetztem Vorzeiehen genommen, die Lage der drei zu- 
ge<jrdneten Cylindenixeii. 

Üie t'oonliniiten- Axen wenlen reihtwinklige, wenn wir sie den drei 
Axen des t’omplexes parallel nehmen. Dann ist auch ila.s ilnnh diese te- 
.stimmte Centnil-Parallelepiiieil ein rechtwinkliges. Die Quadrat, lAnge der 
Hftlffe seiner vier Diagonalen ist: 

(".)• + (4)' + (!)' (?)’h-{D' + C)’ <»> 



Unter diesen vier Diagonalen ist eine ausgezeichnete, welche keine der drei 
-\xen de« t'omplexes und keine der drei zu denselljen parallelen t'ylinderaxen 
schneidet. Wenn wir die Winkel, welche diesell» mit den drei Cooixlinaten- 
Axen OX, Ol', OZ bildet, durch «, ß, y bezeichnen, Lst; 

. U OS R T P 

COS n ; COS /I : <X>S g = ^ ^ . (3P) 



Der iU-hte Theil des Inhaltes des Centralparatlelei)iiieds ist: 

PR T osu 

DEF DEF ■ 



(40) 



249. Xiu'hdera wir die sechs Constanten der Lage in .\bnx-hnung ge- 
bracht hallen, betragt die Anzahl der ('on.«tanten des Coinplexes nur nixh 
dreizehn, die sich, wenn wir die Bedingungs-dleichungen •(lb>) beiflcksich- 
tigen, in der Oleichung (35) wietlerfinden. Die einzige Bedingung, die 
liefriedigt werden mu.ss, wenn wir der (Jleichung de« t’omplexes die 
voi-stehende Fonn gellen wollen, besteht darin, dass keine der drei l'on- 
stanten ft, K. F gleichzeitig mit K, L und .1/ verschwindet. Dann kön- 
nen wir, unter der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, 
im Allgemeinen in einziger Weise den t'oinplex durch die Gleichung (35) 
darstellen. 



Die la'sonderen Falle, dass eine txler mehrere der drei Constanten ft, 
K, /''gleichzeitig mit h' , /., .1/ verschwinden, wenlen wir spater (§3) be- 
handeln. 
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Partlcularlalrnng der Complexe, die einen Hittelpunct haben. Compleze, deren Unkn 
eine Fläche zweiten Grades umhüllen. 

2.50. Die zwiinzi^ fon-stunton der ullgeraeinen Complex-Gleiehnng (I): 
-Ir' + Hs* + C + Dtp + Kg‘ + h'n* 

+ 26'i + 2//;' -f* 'iJrs + -Hq*) — 2 l.aif — 2.Vpö 
— 2.Vr» 4- iOsg 

4- 2 /Vp 4'.2{^r 4" 2Ä»'»; — ’iSsa — 2 Ttt 4- 2 ( p = 0, 
welche, wenn wir durch eine lieliebige der»ell>en die (U>rigen dividireii, die 
neunzehn l'onstanten geben, welche zur Hestinuming d<« CVunplexes und 
.seiner Lage nothwendig sind, onlnen sieh zu den folgenden sechs (Inippen 
zu.sammen : 

.1, H. r und r;. //, J, 

/). E, E - K. L. M. 

■V. 0, 

y, R, S, T, V. 

Die sechs konstanten der letzten Grupjx! ordnen sich ihrei-seits wi<?der in 
verschiedener Weise zusammen, zweimal zu drei Paaren; 

R und (>, R und .V. T und l\ 

/» - V, R - U. r - S, 

und einmal zu zwei Unijii>en von drei: 

R, T und tj, S, r. 

2Ö1. Wir haben im ersten Paragraphen nachgewiesen, da.ss, wenn die 
drei konstanten E, L, M vei-schwindeu, die drei Coordinaten-A.xeu dreien 
zug»s)rdneten Dui'chnu's.sera des komplexe.s jjamllel sinil. Dann können wir 
tlurch schickliche Verlegung des Anfangspunctes der koordinaten flbenliess 
noch dm neue konstanten aas der Gleichung des komplexes aushillen lassen. 
Wenn . j «, y,>, z„ die Coonlinaten des neuen Anfangspunctes sind, so erhalten 
die sechs konstanten der letzten Gruppe die folgenden neuen Werthe, die 
wir durch 0«, R,>. En, Tn, l'„ unterscheiden wollen (Xr. 1.57); 

Rn — 4- Ein, On = 0 — 

Hn = /t -f /'.r„. .v„ =-.V — Dzn, (41) 

Tn " 7’ 4" Ryn, t o “ f — A.r«. 

Wenn wir eine der acht Ecken des Ireztlglicheii kentral-ParalleIei»ipeds zum 
Anfangspuncte nehmen, veiMchwinden drei der neuen konstanten. .Te nach- 
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(k-iu (Fig. 12) tliese Ecke eine tleijetiigeu sechs Ist, in weldier sich ein 
Durchmesser und eine Cylindenixe schneiden, oder eine der l>eiden noeli 
übrigen Ecken, durch welche weder einer der drei coiyugirten Durchmesser, 
noch eine der drei, denselben pur.tllelen , conjugirten Cylinderaxen gehen, 
veis^ch winden Ijezüglich; 

.V,. r„. Io. /lo. .y„ T„. (J„, Il„ S.,. 

(>„. IL, Io. I\„ fjo, T„. V... 

und -Si. (Al. la, /‘o. /Al. To. 

Die sechs neuen C'oiLstanten kriniiHi nur dann gleichzeitig veisschwindeii. 
wenn zwischen den ursprünglichen ilie folgenden drei Kehitionwi bestehen; 



Die Folge des Versi-hwindens der neuen t'onstanteii ist, dass die drei 
neuen Coordinaten-Axen mit drei zugeordneten Durchmessern 
des Coinp.lexes zusununenfalleii. Der neue Anfangspunct ist der 
Mittelpunct des t'oinplexes. Die ('omplex-Ourven in den drei Pooixli- 
nateu-Ebenen haben denselben auch zu ihrem geineinschaftlichen Mittelinmcte. 
und zugleich sind die drei ('is)rdinaten-Axeu die Axeu dreier Complex-Cylinder. 
Weil diis CiKirdinaten- System noch von drei willkürlichen Constanten al>- 
hüngt, so gibt es, im Allgemeinen, in jeilem Complexe ein System dreier 
zugc“ordneter Durchmesser, welche sich im Mittelinmcte desselben schneiden. 
AV'enn wir den t’omplex auf die drei sich schneidenden Durchmesser als Coor- 
dinuten-Axeu beziehen, wird seine Oleichimg: 

.1 /•* -t- + A'e' + /y 

+ + 2/fr + 2Jrs 

— >.\r<f + 20 SQ — 0. (4.‘J) 

Duve tileichung enthalt zehn von einander unabhängige Constante, indem 
das t'öoniinaten -System dmch neun Dedingungen particularisirt ist. 

Die Coordinaten de« Mittelpunctes der Complex-Curve in einer l»eliybigeii 
durch den Mittelpunct des Uomplexes gehenden Ebene: 

T X -f- H g -1- r'i — 0 

sind in Oemassheit der Gleichungen (2); , 

Ou V 

_ A7'c' 

hn -t- >:«■» -1-Vr“ 

(A'-Oy«’ 

7»»'« -i- -g 



X = 



y = -7i, 



(44) 
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Dil (lif Weilhe der divi Coordiniiten .r, y, z nur dann gleichzeitig ver- 
schwinden, wenn gleichzeitig zwei der drei Coordiimten der Kbene t\ «, i' 
verschwinden, so gibt es, uuszer den ilrei zugairdneten Duriihniesseni, die 
zu Coordinaten-Axen genommen worden sind, im Allgemeinen sonst keinen 
Diialimesser des (’omplexes, der dimdi den Mitteljnmet dessellien geht. 

Die drei vorstehenden (Jleichungi'n geben, wenn wir zwischen den.selben 
r elirainiren: 

/iO‘i/‘z- 4- -f A’t.V— — .V«(.V — ty).ri/; = 0. (4ö) 

Diese (Tleichimg stellt den gisnnet rischen Ort fflr den Mittelpnnct der Com- 
idex-Curve in einer Kbene dar, welche durch den Dnn-hschnitt der drei zu- 
giHinlneten Durchmesser geht und um die.sen Punct Ijeliebig geilreht winl.*) 

2.Ü2. Kine I’Krticularisinmg des Complexes tritt ein, wenn w'ir neben 
den sechs C'onstanten der letzten Onipix' eine der drei Constanten: 

-V, o. y—o 

verschwinden lassen. Ist O die versidiwindende (.'oiLstante, so geben die 
drei Gleichungen (44): 

.r = 0, u' y V z — 0. 

Dann liegt also in jixler dnn h den Anfangspunct gehenden Elieiie: 

/'■I' + «> + I’'- — 0, 

der Mittel|>unct der Coinplex-tlun’e auf deijenigen gemdeu Linie, in welcher 
die Coordinaten - Ebene i’Z von dieser Elx-ne geschnitten wird, und rückt 
auf dieser Linie fort, wenn die Ebene um diese Linie sich dreht. Wenn 
diese Ebene insliesondere durch die Goortlinaten-Axe 0.\ geht, verschwindet 
und in Folge davon wenlen y und i gleichzeitig mit j gleich Null: der 
Mittelinmet der t'urve fällt also mit dem Anüing.spuncte zusammen, oder, 
mit andern AVorten, alle der Coordinaten- Axe 0.\ zugeordnetcu 
Durchmesser gehen durch iTen -Anfangspunct, und liegen in der 
Ebene }'Z. .Jede Linie dieser Elx>ne , welche durch den -Anfangspunct geht, 
ist ein Durchmesser des Complexes, so wie .sie die Axe eines Complex- 
Cylinders ist. 

Wenn neben den sechs Const-anten der letzten Gnipi>e gleichzeitig die 
Ix'iden Constanten -V und O der vorhergehenden Grupix verschwinden, .so ver- 



•t Di« (liin-h 4i« GWichimg (45) iUrg«»U*Ute KUkb« i*t eine L'Hiuitlexfltiche. di« »ich in der Art 
]iiirticnlahoirt hat, das« »t« drvti» »ich in «inem Puncto «chneideude DoppeUinieii heaitzt: di« drei 
CoonUnaten-Axen O.V, OZ. I>om entsprechend kann diewllie auf drehucb« Weioe durch Drehung 
eine» veraJiderllthen Ke^Uchnitti« um eine fe*te Axe «rxeugt w«nlen. 
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Hchwimleii die Werthe von .r, y, z in den Gleichungen (44). Dann gehen 
alle Durchmesser des Cojnplexes durch den Mittelpunct dessel- 
ben. Sie sind zugleich die Axen der Comi>lex-C)'linder. Jede Cbinplex-Curve, 
deren Ebene durch den Mittelpunct des Complexes geht, hat diesen Punct 
auch zu ihrem Mittelpuncto. 

Die allgemeine Gleichung (1) winl in diesem Falle: 

Af” + A'y* -f- Ftj‘ 

+ 2fis + 2Ur -f- iJrs — 0. (4.'>) 

Sie stellt einen Coniplex dar, der dadurch, dass sämmtliche Durchmesser des- 
sell)cn in seiucm Mittelpuncte sich schneiden, fünf seiner t'onstanten ver- 
loivn hat und nur noch, au.s.ser von den sechs Constanten der Lage, von 
acht Con-stanten abhftngt, die in seiner Gleichung sich wiederfinden. Er i.st 
auf irgend drei zugeoiilnete Durchmesser als Coordinaten-Axen l>ezogen, tttr 
welche wir, unl)eschadet der Allgemeinheit, auch die tlrei .Axen desselben 
nehmen können. 

253. Wenn alle Durclunes.ser des Complexrä in dem Mittelpuncte des- 
selben sich a-hneiden und irgend drei dieser Durchmesser, welche einander 
zngeoi-dnet sind, zu Coordinaten-Axen genommen werden, gehen die Gleichun- 
gen (3), (30), (12), (21) des vorigen Abschnitts in die folgenden flber: 

I) -f (/>» + A) r* — 2 G IW -h (£.)■• + C) «» = 0, (46) 

(a-"’ + /•) .r» + /y.-> - 1 - (r - 2 G I + /i) - 0, (47) 

-(- a)»’ 4- + 26' + C)n-2(j ^ + //)/r -F .fr» - 0, (48) 

+ iC •+ V + -- + ■' ° <»• 

Dun.h die lieiden ersten der vorstehenden Gleichungen, (16) und (47), 
winl in gemischten Coordinaten dicijenige Aefiuatorialflächc dargcstellt, welche 
OX zu ihrem Diirclnnes.ser .hat, einmal vermittelst ihrer Breiten -CiUTen. 
deren jedesmalige El)ene durch ,r Icestimiut ist, das andere Mal vermittelst 
ihrer umhüllenden Complex-Cylinder, deren Axen mit XZ Winkel bilden. 

deren trigonometrische Tangenten gleich (■— ") sind. Au.s der Gleichung 

(47) folgt, dass die Axem samnitlicher umhüllender Complex-Cylinder in }’Z 
liegen und die Coordinaten -Axe G.l’ im Anfangspuncte scdineideii. 

Die Iceiden letzten der vorstehenden Gleichungen, (IS) und (4!t), stellen 
in gemischten CcKuxlinaten diejenige Meridianflache dar, welche die Coordinaten- 
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Axc oX zur Dopiielliuiu hut, eitmuil vcnnittclst ihitr Meridiiin-Curwii, 
•loron jedt>sinalij;e Klx*ne durch die trij'onoinet.rische Tangente desjenigen 
AVinkels, den sie mit X Z bildet, bestimmt ist; das andere Mal vermittelst 
ihrer umhüllenden Oomplex-Kegel , deren jedesmaliger Mittelpunct auf -V 

liegt, in einem Abstande ( vom Anfangspunete der (loordinaten. Wie 

die (lleielumg (4H) zeigt, hal)en alle Meriilian-Curven einen Mittelpunct, der 
mit dem Mittelpuncte des Complexes zusammenßlllt und als ein Jlittel- 
punet der Flüche selbst zu betnichten ist. 

2i')4. Wenn zugleich mit den früheren elf C'onstanteii auch madi die 
Constante 0 der <lrup]K> 

t;, II, / 

vei"sclnvindet, .so zeigt die Oleichung (4(1), dass alle Breiten-t'urven der Ix'züg- 
lichen Aeipiatorialllüche, deren Durchmesser OX ist, zwei zugtsjrdnete Durch- 
messer haben, die zweien zugeorilneten Durchmessern des Comjilexes parallel 
sind. Diuvh das Verschwinden von // und / particularisiren sich die Atspia- 
torialHüchen, deren Durchmesser 01' und OZ sind, in gleicher Weise, wie 
sich dun-h da.s Versidiwinden von (! die .Awpiatorialfläche particidarisirt, 
deren Durchmesser OX ist. 

Wenn // und / gleichzeitig verschwinden, sclmeiden alle t'omplex-Kegel, 
deren Mitteljarnkte auf der Doppellinie der Flüche liegen, die ilir conjngirte 
Diametral-Ebene in t'urven , deren Mittelpuncte mit dem Mittelpuncte des 
romplextw Zusammenfällen (40). 

Wenn die drei Constanten 6’. //, / gleichzeitig verscdiwinden, .so sind 
solche dn-i zugeordnete Durchmesser des tJomplexes zu floordinaten-Axen 
gewühlt wtailen, da-ss alle Kegel des Complexes, deren Mittelpuncte auf einem 
diwer ilrei zugeordneten Durchmesser liegen, die Ebene der jedesmaligen 
beiden anderen in Ciirven zweiter Ordnung schneiden, deren Mittelpuncte 
sümmtlich mit dem Mittelpuncte ih^ Complexes ziisammenfallen. 

25.'). Die sechs Consüxnten 

G, //. /, K, L, M 

verschwinden gleichzeitig, wenn zu C(x»rdinaten-Axen solche drei Diuchmesser 
des Complex-Kegels, dessen Mittelpunkt in den Anfangsimnct fällt, genommen 
werxlen, welche dreien zugeordneten Durchmessern des Complexes parallel 
sind. Dieser Bedingung kann, für einen gegebenen Complex, im Allgemeinen 
in einziger Wci.se entspnM'hen werden. Denn je zwei conccutrische Flüchen 

Plftckcr, CeunMiri«. 32 



Digitized by Google 




250 



zweiter Onlnmig, iftsbesomlere zwei Kef?el mit clemsell>en Jlittelpuncte, haben 
ein einziges System di-eier zugeonlneter Durchmesser gemein*). Fflr die 
l)eiden Kegel nehmen wir den Kegel des C'omplexes: 

.Lv- + fiy- -t- C':‘ + 20'yz -f 2//.r: + 2/jy =» 0, (.‘>0) 

dessen Mittelpunet in ilen Antangspimct Rllh, und den Asymptotenkt^el iler 
Clianicteristik, de.s.seu Mittelpunet wir elienfalls in den Anfangspunet legen (11) : 

(A“ — AT).r- + (/>=“ — />AV + (•’/•' — 

+ 2(/JA' — l.V) yz + 2{EL — A M/) .i.- + 2(/’M/ — KL).ry - 0. (.‘il) 

Das System der beiden gemeinsehaftJiehen drei conjugirten DurchmeKser ist 
das zu bestimmende ( 'oordinateu-Sy.stem. 

25t). In dem Falle, du.s.s alle Durchmesser des C'omplexes in dem Mittel- 
puncte desselben sich schneiden, und wir diejenigen divi Durchmesser dessel- 
l)en, welche sowohl in Beziehung auf den Comiilex als auch in Beziehung 
auf den Complex-Kegel, der den Mittelpunet des C'omplexes zu seinem Mittel- I 

puncte hat, einander zugeordnet sind, zu C'ooixlinaten-Axen nehmen, wird 
die Gleichung des C'omplexes: 



.<)■» ^ ßsi + C + fM‘ + Ey‘ + Ftj- — 0. (52) 

Diest^ Gleichung enthalt fünf von einander unabhängige C’onstanten, 
die mit den neun Con-stanten der Ijiige die vierzehn Constanten geben, 
von denen der Gomplex nur noch abhüngt. 

257. . Nach dem Verschwinden von (J, //. / gehen die Gleichungen der 
Ae«|uatorialflache in gemLsehten Coordinaten, (Hi) und (47), in die folgen- 
den Alter: 



A’ 



m - 4- 



/V -I- II 



A'.r’ -f C 






D 



J'- -f. 



D 



= 0 , 



+ n 



■ -• + 1 - ") 



(.5,'i) 



(54) 



und lassen sich unmittelbar in die folgenden verwandeln, welche dieselbe 
AcsjuatorialHüche bezüglich in Punct- und Plan-C'öonlinaten darstellen: 



Ar’ 



-t- A Aic’ -f-"f 






4-1=0, 



(55) 



K«‘+F 



t‘ 4- 



«* 4- ^ = 0. 



(50) 



•; Sieho Geometrie deti ÜHnmeB. Kr. S62. 
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Dio Merkliiinflilche, ilfi"«! Dopix?llinio O \ ist, wird in dem i'ruglichen 
Falle durch die (blfienden lileieluui''en in jreniischten Coordiimtcn dargestellt: 

^ 



F C + F 

»'* 



— 0 . 






r» + 1 = 0. 



(57) 



(58) 



A ^ ' A 

Aus diesen fileiehungen erhallen wir uninittellxir die Gleichungen dersellien 
Meridianflache iK'züglich in Punct- und Plan-Cooiilinaten: 



F + /; 

n + (■ 

a4 + '-’ 



• • y“ + + 1 = 



// * 



c 



+ E 






15!») 



(GO) 



fr' w' 

Die Aequatorialflache, die >>.\ z\un Durchmesser, und die Meri- 
dianflache, die OX zur Doppelliuie hat, bleiben auch nach der 
Partieularisation von der vierten Ordnung und der vierten t'lasse. 
258. Wenn die neue Beilingungs-Gleichung: 



BF = CF ■ (Gl) 

besteht, wonach : 

Fx'- -f Ä F U 
A.r> -I- C’ ” E ” C ’ 



werden alle Brciten-Cun'en der Acs|uatoria)flache (5,ö) ähnliche und ähnlich- 
liegende l.'ur\'en des zweiten Onidw. Die Gleichung dei"selben: 

-f ß)if l) {K.r- -f <’) -|- (/’.!< + H) (A'.r- -f (’( = 0 

verwandelt sich, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor 
Ji E (Fx- -)• ß) ßF{ Fx- -f- T) 
vemachla.ssigen, in die folgende: 



+ 



0 . 



X- •* 

J) ^ E ^ F ' DE 
Die Aequatorialflache reducirt sich also, indem wir von den Ijeiden El)enen: 



(G2) 



E(Fx‘ + fi\ F(AV- -I- C) = 0, (Gli) 

die sich auf der unendlich weit liegenden Dopiwllinie der Flache schneiden 
und die Fläche auf der Axe OX berfthren, absehen, auf eine Fläche des 
zweiten Grades und verliert ihren, in FZ unendlich weit liegen- 
den Doppelstrahl. 
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Die heidoii Ktn^neii, welche <lmvh die (Tieichnii}' (r>;!) dargcstellt weitlen, 
fiind solche zwei Ebenen, in denen sich die von Linien de» (.'omidexes uni- 
hftllte Cun'e der zweiten (.lasse in zwei Puncte anffwlCwt hat, die in einen 
zirsainmenfallen. 

In ähnlicher Weise verwandelt sich die Gleichung (öG), wenn wir die.selt>e 
mit niultipliciren und berflcksichtigen, dass in Folge der Hedingungs- 



Gleichung (Gl): 




+ // 
+ f 



c ß 

E “ 'f ’ 



in dii‘ folgende: 

Dn + AV + = 0, 



(Cd) 



die (IJeichiing dei'scll>en Fläche des zweiten Grades in Ebenen -Coordinaten, 
welche wir eben (G2) durch ihR- (Heichung in Punct-Coonlinaten darge- 
stellt halten. 

Wir veniaclilä-ssigen hierlx'i zwei Puncte: 

A«' -4- AV' — (•, (6ö) 

welche auf iler unendlich weit liegenden Dojtjtelaxe liegen, die dadurch eben- 
fall.s verschwindet. Diese beiden Puncte sind solche zwei, für welche .sich 
der von Comiilexlinieii gebildete Kegel der zweiten Onlmmg in zwei Ebenen 
aufgelüst hat, die in eine zusammenfallen. 

Die Gleichung der Jleridiantlache in Ihinct- Coordinaten (511) reducii"! 

sich, wenn wir mit multipliciren, in Folge der Hedingung.s- Gleichung 
(Gl), auf: 



A 

Cf 



. + 



£ 



+ 



•I 4 

f ^ EF 



( 1 . 



(OG) 



Die Gleichung derselben Fläche in Plan-(l>ordinaten (60) geht, wenn wir mit 
f- (C/> -f A>*) ^ {Hl* -f A>») 

multipliciren, in die folgende über: 

/« -t- Eu* -p Ev* -f /e« = 0. (67) 



Die Mcridiantläche reducirt sieh, in Folge der Bedingungs-Gleichung (Gl), auf 
den zweiten Grad und verliert ihre Doppellinie. Wenn wir sie als 
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•don fitKimetrisdipn Ort vim Punc-U-n lx»tmchtpn und dcingi'inäss , inioh <lpr 
Keduetion, durrh die (ikMchunR (G(l) diirstellpii , lipfft dor rfiiind diespr 
KtKluction darin, da«is wir von dpn bpidpn Elipnen:. 

/{(Ff + Fz^) F(/{tr- + r.-O = ü, (08) 

dip dpin vprimcidiUsnijitpii Fuptor Piitsprechen, alwplipii. Diese lieiden Elx-nen 
•sihneiden sieh auf <tX und sind diejenifjpn iH'iden Tangpiitial-El>pnen der 
Flilelip, welche sieh diuvh 0.\ an di<'spllM> legen lassen. Die Coinplex-tkirve 
in je<lpr derselben hat sieh in ein System zweier Punete aufgelöst, die in 
einen ziLSuminen fallen. Wenn wir die MeridiandAehe als von Pk)pn(.‘n iini- 
hnllt iH-traehten und nach der Resluetion durch die (ileieliung (07) daretellen, 
ist diese [{edilction Folge davon, dass wir von den Ix’iden Puneten: 

/;(///* + />•) + /;«■')-=. 0. (oti) 

absehen, welchen der veniuchlAssigte Factw entspricht. Diese beiden Punete 
sind diejenigen beiden, in welchen die FlAche von der Axe O.V geschnitten 
wird. Der Complex- Kegel, welcher einen beliebigen dieser beiileu Pimete 
zum Mittelpuncte hat, artet in ein System zweier KlH-nen aus, die in eine 
Zusammenfällen. 

251). Indem wir eine FlAche des zweiten Grades als .\<'<pmtorialfb'lche 
lietnichten, ist zugleich ein Durehiuesser dersellwn bestimmt, der einer gege- 
iKTieii Elx?nen-Richtimg zugeordnet ist; indem wir sie als Mi'ridiunllAche 
betrachten, ist unmittelbar ein Dnndimesser dei-sellien, der frilberen D<)ppel- 
linie entsprechend, gegelKai. 

200. ln Folge der Bedingungs-01ei('hung (01): 

BF — CF 

gehen die Aequatorial- und die .Meridian -FlAche, welche 0\ Ixizflglicli zum 
Durchmesser und zur Dopiiellinie Ijalien, beide in FlAchen zweiten Grades 
(Iber. Wenn die dopjieltc Beilingungs-Gloichung: 

.Uf^HF=^CF ■ (70) 

l)efriedigt wirf, werden die.se beiden PlAchen identisch dieselben. 
Für ihre gemeinschaftliche Gleichung in Pnnct-Coorfinaten können wir die 
folgende nehmen: 



j»? |j? A 

B ^ E ^ F ^ EF 



A HC* 

und -- auch mit „ • und „ vertaaschen. 
EF DF DE 



0 



(71) 




— -.>54 — 

l)if (lopiK‘lt<' IJtHliiif;uiij's-<ileRliuiij' (70) sagt, in Verliindiuig ditmit, ikuw 
H, //. /. h, L. M vei'schwindt'ii, aus, dass di*r Coniplex-Kogel und der A.symi>- 
toten-Kegel iler Clianikteristik, welche den Mittelpunct des Complexes zu 
ihrem gemeinschaftli< hen Mittelpuncte halsui, identisch wenlen. Allgemeiner, 
wenn die ohigeii sechs C’onstanten nicht verschwinden, erhalten wir aus den 
lieiden fileichungen (äO) und (äl), um diese Identität auszudrilcken , die fol- 
gende filnlfiiche HiHlingungs-Oleichung: 

K- — HF : L- — !>F .»/' — /> K : f)h — LM : EL — FM : FM — FL 

= .1 : Hl (' i F : // ; /.(72) 

Wenn aU'r die Unden genannten Kegid identisch weitlen, können wir jedes 
System zugtsiiilneter Durchmesser derscllx*n zu Coordinaten- Axen, jeden 
licliehigen I)urcluni*sser als Axe OX nehmen. Die AequiitorialfliUhe und ilio 
Mcridiautläche, welche einen heliehigen Durchmes-ser des Complexes hezQglich 
zu ihrem Dimdiinesser (sler zu ihn.T Dopixdlinie hat, sind identische Flachen 
des zweiten (Irades. 

Ih'tnuditen wir diejenigen lieiden Meridianflachen, welche, liei der 
gewählten Coordinaten-Uestimmung, hezüglich OX und OV zur DopjK'llinie 
hallen, so sind die Durchschnitte dieser beiden FliXi-hen mit den drei (’oordi- 
naten-Kbenen identisch. Zunächst ist Ix'iden Flächen die in XI' liegende 
l'omplex-Curve gemeinsam.- Als-r auch die Durchschnitts-Curven in XZ und 
in l’Z lallen ziisainmen, insofern die in jeder der lieiden t-oonlinaten-ElKmeu 
liegende t’omplex-t'urve einmal Meridian-CHirve der einen Meridianflache, damr 
aber auch Hreiteii-t'urx’e der mit der anderen Meridianflache identischen 
Aeipiatorialfläche ist. bi Folge de.s.seu fallen sammtliehe Meridianflächen 
lind Ae<)uatorialflftchen, welche einen Wiebigen Durchnnesser des Complexes 
lx.>züglich zu Uirer Dopjiellinie oder zu ihrem Diiiflimes-ser haben, in dieselbe 
Flache zweiten firades zusammen. 

Alle Linien eines so particularisirten Complexes zweiten 
Grades, der nunmehr nur noch von neun Constanten abhangt, 
iimlitillen eine Flache des zweiten Grades. AVir können sagen, das.« 
diese Flache durch die Gleichung des Complexes dargestcllt werde. 

EiNt dadurch, dass der allgemeine Complex einer zehnfachen Be- 
schränkung luiterworfen wiitl, geht derselbe in einen solchen filier, dessen 
Linien eine Flache zweiten Grades uinhOllen. Diese Besch rilnkiingen können 
wir giHimetrisch darin ziisammenfassen, da.«s erstens alle Durchmesser des 
Ciimplexe.s in dem.sellien Piincte sich .schneiden, und da.ss zweitens der 
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(’üin])U*x-Kt‘<{ol und der Asyinptolen-Kejrel der Cliiirakteris(ik des romplexes, 
die diesen Pumd zum f'eineinselmftliehen Mittel|)unet<‘ liiii>en, ident is<‘h dit;- 
selben sind. IX*r ei'Sten Vonuissetzun}? entsiu-wlien fünf He<lin(iunpj-(ilei- 
chungen. die sieh in iillgeineinster Konn eifrelnm, wenn wir zwiwdien den 
uelit tileiehungen. die wir dureh Annullining der lieht letzten Coeffieienten 
der auf den neuen Anfangspunet (j*. y“, Iwzogenen Complex-Iileiehung (VI) 
erhalten, die drei t'ixinlinaten .i-“, y“, i“ eliinininui. Der zweiten Vomu.s- 
setzung entsprechen die fflnf Bedingiuigs-Gleiehungen (72). 

Wenn wir, in anderer Jteihenfolge, die.selben BiHlingungs-tileiehungeii 
Ix'friisligen , gidangen wir, dureh andere Partieularisationen, zu demselhMi 
Itesultate. 

2(>1. Wir wollen uns nochmals zu der Oleichung (.^2) zui-Ockwen- 
den und diejenigen hallien Durchines.ser der Cuneii des t'oinplexes in 
den drei Coordinaten-Ebenen VZ, ZX, XI', welche Ix-zflglich in Ol' uiul 
OZ, OX lind OZ, OZ und Ol' fallen, durch//, und r„ und r,, //, und 
//j bezeichnen. Dann i.st: 




Diesellxm sechs Grös.=en, in folgendiT W'eise zusammcngestellt : 

*3 und r,, tfj und c,, und //, , 

sind zugleich die, bezflglich in OV und OZ, OX und OZ, OX und OV fal- 
lenden Halbdimchmesser der Ba.sen in I'Z, XZ. .l'J' derjenigen divi Com- 
plex-Cylinder, deren Sidten mit OX, 01', OZ jmrallel sind. Wir erhalten: 

«3* = //,“//3’c,». (74) 

Wenn zwischen den sechs Constanten der Gleichung (ilh) die doppelte 
Bedingungs-Gleichung (70): 

An - HE CE 

liesteht, schneiden die drei Complex-Curven in den drei Coordinaten- El/enen 
die drei Coordinaten-.\xen in denselben Puncten. Diese drei Coiui»lex-Cunen 
fallen mit den Ba.sen der drei Complex-Cylinder zu.saminen. Dann erhalten 
wir, wenn wir die Marken von «, i, e unterdrücken: 
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= — ff'. 



-= ; = 



Wir kennen eiui- iler .se».-lm Constantt-n der Coiuplox-OleichunK (52) beliebig 
annehmen. Setzen wir: 

C = a- 1)‘, 

so geljen die letzten tSleiehiingeu : 

.1 = A* r‘ , li •— a- r*, 

D — — a-, K — — A*. /’ = — cK 
Die fnigliehe tileiehung geht alstlann in die folgende über: 

A’ f' r* + a‘ a‘ h* a* a* + Q' + »/'• (<^b) 

Sie stellt einen L'oniplex dar, dessen Linie eine Flüche zweiten Oindes mit 
einem Mittelpnnct umhüllen; sie stellt diese Flüche .selbst ihir. 

Die (ileiehnng der.selben Flüche in Pnnct-Foonlinuten Ist: 

TT - 1.. (<<l 

und in KI)cnen-<.Vionlinaten: 

«■ f‘ + A-' «■ f* r' = tt-. (78) 

2(i2. Um eine gegelame Flüche des zweiten Grades, für deren allge- 
meine Gleichung in Funet-Coonlinaten wir die folgende nehmen wollen: 
tt.i‘ ay- -f- a” 2 '‘ 'XH' jtj -f- 2A'.rr 'Ihyz 2r.r 

-1- Xr'ij -f -lc"z -f </ = 0, (7'J) 

durch eine Coniplex-Gleichung darzustellen, brauchen wir bloss die Gleichung 
des der Flüche um.schriebenen Kegels zu bestimmen, welcher irgend einen 
gegels'iien Punct (.r, z ' ) zu seinem Mittelpuncte hat. Für diese Gleichung 
erhalten wir, wie bekannt*): 

*• I>ie (tleicbuQ^ des Text«*B Itutet »ich auf die folgende Weise ab. 

Die (ileichong einer jeden (1Scbe zweiten (iradei, die eine gegebene tlliche zweiten Grades: 

Ä — 0 

lang« der DtircbMcbnitts-Curve mit einer Ebene; 

|> — 0 

berührt, ßilH unter die Korm 

»ß - — 0, 

wo 2 eine willkürliche (’onslante l>ezetcbnet. Für p ist hier die Polar -Ebene den Puoctes fj**, ;*) 

mit Bezug auf die gegebene Fläche fSl) genommen, und 2 ist so bestimmt, dass die neue Häche durch 
den Punct (x, y*, z') hindurch geht. 
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(ax‘ 4 " ff'y * 4 - (?"i' 4 - '2b" xy + 'lb' xz + '2bijz-{- '2c x 4 - 'Ir y 4- '>r"z 4- if) 
(rf.i'» 4 -«V/’ 4 -'»"-’*+ '2 h" x'y 4- '2 h' x' z' + '2hy'z' + '2rx 4 - '2r'y-\- '2r" z' 

= [(ä 4 - h"y + h'z + r) x' 4 - (h"x + /i’y + hz + r')y 4 - (//.r 4 - Ay 4 - 4 - r") z' 

+ (rx-\-ry + e"z+<f)Y (SO) 

Die Glcichuiif» dieses Kegels ist, wenn wir . 1 ', y, z’ nel>en x. y, z als verän- 
derlich lietraehten, die Complex-Gleic'hung der Fläche. Wir können .sie 
wirklich unter der allgemeinen Form schreiten: 

A{X-X')‘-^ ß(y-y-)^+ C'iz-Z'r- 

+ A’(.r'; — .»■:')*+. AV/ — .r>|» 

4 - 2 ß (y —y) (; — r ') 4 - 2 //( j- — x') (z — 4 - 2 /(x — x) (y —y) 

+ '2A'(xy'—x'y) (x’z—xz') + '2 Uxy—x'y) [yz —y z)-{-'2 l/(.r'r— .ij') {,yz‘—yz) 
4-2.V'(.r — j'j (y:’— /;)4-2 *f{y—y) (.t’: — . 1 :') 4- 2 \"{z—z) (xy —x y) 
-h 2/'(.i — a’) (.i'i — .iF)4-2 (J(x — x) (xy' — x'z) 

+ '2H{y — y) (xy'—xy) + '2 S{y—y) (lyz’ — yz) 

+ '2r(z — z\ [yz'-yz)-\-'2 l\z — z) [xz-xz)=^\). 

indem wnr 



fff/ — r= 


= .1, 




a'il 


— r'* 


= A, 


n“ li — 


r"^ 


= u. 




a d 


’ — 


= n. 




aa" 


— //'» 


= A. 


na — 


h"* 


-= F, 




hil- 


— de' 


— r,. 




h'd - 


— cd' 


— //, 


h"d - 


• rr 


= t. 




hUr 


— ab 


- h\ 




hh" - 


- dd 


= />. 


hh' — ä 


"h" 


— M, 


(81) 


//V" - 


— de 


= d'. 




hr — 


d'd' 


— A', 


h' r — 


he = 


= 1", 




de - 


- ar" 








ac' — b"c 


= y. 










d'd - 


— ttr = 


Ji. 






a'r" — hr 


= s. 










br" — 


- a'r ■— 


r. 




n" r — h' r" 


- r 









setzen. 

I)ate*i Ist: 

y + 4. r = 0, (S21 

und : 

.V = .r — /•' = h"r" — '2h' c 4- hr. \ 
n = O' — r — _ h"r" 4- '2hr — h'r. | ^ 

2d.'j. , Um die Fläche zweiten Grades zu l>estimmen, wenn ihre Com- 
plex-Gleichung gegeben Ist, erhalten wir ans den vorstehenden Gleichungen 
(Sl) immittelbar eine Ileihe .solcher Relationen, in welche die Constniiten 
der Gleichung des Complexes und der Fläche linear eingehen. HeLspielswei.se 
ergeben .sich ans den sechs Gleichungen: 
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an f/** 

/,// „ n^fr = J/ 



a a' — 4* ■— /?, (tft* — //<«» Ä*, 

» 4*//'' — afß = h ^ hiß* — tt h' = Ly 

<lit* folgenden seehn zur DeMtimmung der Verhältnisse von a,a\a\byb\f/'i 
a L h* F -|- 4" A' — 0 , 
a V + 4'Ä' -I- 4"/; = 0, 

(t M + r /> 4- h /v — 0 , 

«A -t- A" /, + ///'— 0, [ ^ ^ 

ff”A' + hK + = 0, 

a L + t>M + A'/> i- 0 . 

Wir unferlasseii es, diese Helaiionen, aus denen sieh durch Kliininatinn der 
(ti-ßssen a.a u. s. w. auch unmittelbar die nediiifrungen ei'geixui, welche die 
t'onstanten der allgemeinen t'omplex-dleichunn zu erfdlleii haben, damit die 
t'omplexlinien eine Flache des zweiten Urrnles umhflllen, vollständig hin- 
znschreil)en. 

S<) wie, wenn wir uns der Punet-Cooixlinaten x, y. z bedienen, 
<lie Gleichung der einer gegeteien Flache zweiten Grades umschriebenen 
K»?gelflaclie, indem wir die Cooixlinaten .i’. y, z' seims Mittelpunctes eben- 
falls als veränderlich l)et rächten , die (.'omplex- Gleichung der Fläche in 
Strahlen -t'oordinaten ist, so ist, wenn wir uns der Plan-Coordinaten 
/. II, p betlienen, die Gleichung der Durchschnitts-C’urve einer Fläche zwei- 
ten Grades mit einer Ixdiebigen schneidenden Kbene (ß, u, p), wenn wir 
die Coordinaten derselben elwiifalls als veränderlich betrachten, die Complex- 
Gleichung dieser Fläche in Axeii-t'o<mlinaten. In ganz analoger Weise, wie 
wir von der Comi)lex -Gleichung einer gegebenen Fläche zweiten Grades in 
Strahlen-Coordinaten zu ihrer gewöhnlichen Gleichung in Punct-Ooordinaten 
älxTgehen, können wir von der tk>mplex- Gleichung derselln'n Fläche in 
Axen-Goordinaten sogleich zur Gleichung der Fläche in Plan-Coordinaten 
äbergcdien. Da äberhaupt, wenn eine der l>eideu Gleichungen eines Com- 
jdexes in Strahlen- und in Axen- Coordinaten gegeben ist, es Ijcide zugleich 
sind, so ist in den» Vorstehenden auch der einfachste Weg angezeigt, um 
von einer der beiden Gleichungen einer Fläche zweiten Grades in Punct- und 
in Plan-Coordinaten zu der anderen derselben üljerzugehen. 

2(1'). Der Grund der Darstellbarkeit einer Fläche zweiten Grades durch 
eine (.'omplex - Gleichung liegt in der Eigenschsifl dieser Flächen, dass je<le 
Ebene dieselbe in einer Curve der zweiten Clas.se schneidet und jeder 



l’unot für diesi'lln’ der Jüttelpunet eines Umhüllungs - Kepels der zweiten 
Ordnung ist. 

Die FlJlelie kann einerseits in eine KegelHilche, andererseits in eine 
el)ene Ciirve ausarten. In Ijeiden Fftllen IfLsst .sieh dieselbe dim^h eine Olei- 
ehnng zwischen Linien-Cwrdinaten darstellen. 

ln dem ersten Falle arten säinintliche t'oniplex- Kegel in Systeine von 
zwei Ebenen aus, welche die dargestellte Kt^elflilehe berühren. Alle durch 
den Mittelpunct der Flüche gehenden gemden Linien gehören dem Com- 
plexe an. 

In dem zweiten Falle artet die (.'omplex-t'nrve in einer beliebigen Ebene 
in ein System zweier Piincte niLs, in denen die dai^estellte Curve von der 
gegels-neii Ebene geschnitten winl. Alle in der Ebene der Cuiwe liegenden 
geraden Linien sind Linien des Complexes. 

Wahrend in Punet-t’oordinatcn .sich eine ebene Curve, in El«*nen-t‘<x)rdi- 
naten sich, eine Kegeltlüche nicht durch eine (Jleichung darstellen lüssL 
Hilden beide geometrische Gebilde ihre Darstellung in Linien-teMinlinateu. 
Wahrend aber eine Kegelfiache, durch eine Gleichung zyveiten Grades zwi- 
schen Punct-l'oonlinaten bestimmt, von der zweiten Ordnung, und eine 
ebene Curve, durch eine Gleichimg zwischen Ebenen -Coordinaten gegeben, 
von der zweiten C lasse ist, kann ein tVimplex zweiten Grades nur einen 
Kegel der zweiten Classe und eine Curve der zweiten Ordnung 
darstellen. 

Ein Kegel zweiter (,la.ssc kann sieh iwiflö.sen in zwei sieh in seinem 
Mittelpuncte schneidende Axen; eine Cun'e zweiter Ordnung in zwei in ihrer 
Elxme liegende Strahlen. Kegel und Curv'e sind nach dieser Particuliuisation 
identisch da.ssellie und flnden, nach wie vor, ihre Darstellung in einer Glei- 
chung zwischen Linien-Coordinaten. 

Noch von einer anderen Seite kommen wir auf dieselbe ’Particularisation 
des Complexes zweiten Grades. Die Gleichung des.sellien kann sich in 
lineare Factoren auflösen und diese Factoren wiederum können der Beilin- 
gung genügen, Complexe ersten Grades von der liesonderen Art. dar/.u.stellen, 
deren sümmtliche Linien eine feste gerade Linie schneiden. Wenn die beiden 
auf diese Art daigestellten geraden Linien durch deaselben Punct hindurch- 
gehen, oder, was da.sselbe heisst, in derselben Ebene liegen, so hatxni wir 
einmal den particularisirt,en Kegel zweiter Classe, das andere Mal die par- 
ticularisirte Curve zweiter Ordnung. 
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§ 3. 

Die unendlich weit liegenden Linien des Complexes. 

Eintbeilnng der Conplexe nach diesen Linien. 

26(i. Wenn wir in einer pepebenen Ebene eine perade Linie beliebig 
amiehinen nml, parallel mit .sieh selbst, immer weiter Ibrtrileken la.s.sen, so 
verliert sie in unendlieher Entfernunp jede Spur ihrer ursprOnglielien ßiehtimg 
in der Eljene. Au< h können wir an die Stelle der pepelwnen Ebene, welche 
die unendlich weit gerückte Linie entliielt, jede andere Ebene .setzen, die 
derselben panillel ist. Alle in parallelen Elienen unendlich weit liegenden 
peiadeii Linien fallen im Unendlichen in eine einzige zusanmien. Die un- 
emllich weit gerückte gerade Linie ist der I)urch.schnitt unendlich vieler 
parallelen EWnen. Sie hat, im Unendlichen, keine andere Beziehung znni 
Endlichen lielnüten, als das.s sie einer gegebenen El>enen-Kichtimg, einer ge- 
gebenen Ebene, parallel ist. 

Wenn eine gegebene Ebene, parallel mit sich scdbst, immer weiter fort- 
nlckt, so verliert sie ihrerseits ihre Itichtung. Eine unendlich weit entfernte? 
Ebene ist als jeder gegel)uneu Ebene imrallel zu betrachten. Die in ihr 
liegenden geraden Linien hatwn jcele llezielumg ztun Endlichen und .soijiit 
jeile Bedeutung im gewöhidichen Sinne verloren. 

Diese gt-omet rischen Aaschauungen finden ihren unniittellraren analy- 
tischen .\usdruck. Damit eine gerade Linie: 

X = r: 4- p, 
y — sz + a, 

in einer gegel>enen EI»ene: 

/.«• -I- «y -H -1- «• = 0, 

enthalten sei, ergeben sich die folgenden drei Relationen 

/r -I- US -|- r = 0 , 

/p + MO -h W' = 0, 
tij i'O — »f -• 0. 

Wenn die gemde Linie in der gegebenen El>ene unendlich weit liegt, sind 
P und o, und, in Folge davon, auch p_/'o — »p unendlich gross. Dann 
geben die Ixnden letzten der vorstehenden Gleiclumgen: 

/ : « : r = — o : p : i; , 

während die erste Gleichung bloas ausdrflekt, dass die unendlich weit gerückte 
gerade Linie der gegetenen Elwne parallel ist. 
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Wenn die gegebene Elxnie unendlich weit rflckt, winl unendlich gpnsR, 
ixler, wns auf dasselbe himuiskomiut, cs vorsK-hwinden t, u und r. üire 
(tieichung drflckt dann ihre Riehl ung nicht mehr aus und die vorstehenden 
drei Relationen verlienm ihre Bedeutimg. 

21)7. Wenn wir wicslenun für du; allgemeine Oleichnng der Complcxe 
des zweiten Grmh« die folgende nehmen: 

/Ir» + ^it» + C + />«> + A>» + A’jj» 

+ 2 <>'.»• + 2//r + 2/r.v — 'lljüij — 2.1/po 

— 2.Vr<r + 'lOsQ 

+ 2/'rp -4- 'iOrri + ’lRsij — 'ISsct — 2 7’« + 21'^ = 0, (/) 

und iii dersellien q' «, ri unendlich gross werden lassen und demnach gegen 
diese drei Veränderlichen die iMuden übrigen, r imd s, sowie constante 
Grössen und endlich gegen zweite Potenzen der erstgenannten drei Ver- 
änderlichen erste Potenzen dersellien veriiachla.«sigen, so ergibt, sich für solche 
Linien des Coraplexes, welche unendlich weit liegen: 

7>o» -|- A’y» -j- 7’))»-|- 2A'()>/ — 2L<tt) — 2.V(f<s — 0. (8ö) 

Diese Gleichmig stellt, wie jede Gleichung in Linien-t’iH)rdinaten, einen 
t'omplex diU'. Wir wollen densellHm den Asymptoten-Complex des 
gegebenen C’oinplexes nennen. Dieser Complex subsuinirt, sich, nach den 
Erörterungen des vorigen Paragraphen, nnter diejenigen, welche einen Kegel 
zweiter Classe darstellen. Der Mittelpiuict dieser Kegclflüche filllt mit dem 
Coordinaten-Anfangspuncte zusauiinen und ihr Durch.'M-linitt mit der unend- 
lich weit liegenden Ebene ist die in dieser Elienu von Linien di>s t'omplexes 
umhüllte Curve zweiter Cla.s.se. 

Ein jeder Complex des zweiten Grades, in di*ssen Gleichung die Glieder 
zweiter Ordnung in «, i/ mit densellien Constanten />, A’, F, K , L, M 
multiplieirt Vorkommen, wie in der Gleichung des gegelx-nen Coinplexes, 
stellt mit gleicher Genauigkeit die im Unendlichen liegenden Linien des ge- 
gel)enen Complexcs dar, als deijenige Complex, des.sen Gleichung die vor- 
■stehende (8;'») ist. Hs Lst der A.sjTnpteten-Couiplex, der seinerseits wieder 
zu allen solchen Complexen in gleicher Beziehung, wie zu dem gegeljenen, 
steht, unter ihnen durch die Einfaehhcit seiner Gleichung und, dem ent- 
sprechend, sowohl diü-ch die übersichtliche Grupjiinmg seiner Linien als durch 
eine besondere Lage zu dem Coordinaten-Systeme ausgezeichnet. 

Der Grad der Annäherung, mit welcher der Asymptoten-Complex die 
unendlich weit liegenden Linien des gegebenen Complexcs darstellt, ist nur 
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(k-r erst«, insofern seine (ileiehung mit der des gegebenen einzig in den 
(iliedem zweiter Ordnung der in Betraeht kommenden Veränderlidien, nicht 
aber auch in denen erster Ordnung, flbereinstimmt. 

2(iK. Wenn wir in der Oleichiuig (8ö) für — a, «, i; Ix-zQglich die 
obigen Werthe f, u, r, welche diese (’ooixlinat-cn fflr unendlich weit entfernt« 
genule Linien annehmen, einsetzen, so erhalten wir die folgende Oleiehung: 
/)/» + Ä'«» 4- fr- + 4- 2.»//« = 0, 

zur Bestimmung derjenigen Kbenen-Kiehtungen, nach welchen Linien des 
t'omplexes unendlich weit liegen. Legen wir durch den Coordinaten-Anfangs- 
punct Kl)«nen, welche diese Richtung halx'n, so umlulllen dieselben eine Kegel- 
tlache zweiter (.'lasse, dieselbe Kegeltläche, welche durcdi die Gleichung (K.ö) 
in Linien-Coonlinaten dargestellt wird. Wir kdnnen die Kegelflache und mit 
ihr den Asymptoten -Complex Iwlicbig parallel mit sich sell)st verschieben, 
ohne (he Beziehung zu dem gegelH^nen Complex zu andern. Denn bei einer 
solchen Verschiebung bleiben nach den Coordinaten-Tran,sfonnation.sformeln 
der 157. Nummer die Ooefficienten />, K. F, h, L, M. auf die es hier einzig 
ankommt, ungeandert. Bei der Verschiebung rücken die Tangential -Ebenen 
iler Kegelflai'he parallel mit sich selbst fort. Alle unter sich jiarallelen 
Taiigeutial-Ebencn schneiden .sieh auf einer lanie des gegelienen C'omplexes, 
weh'he unendlich weit liegt. 

Wir haben in dem ersten Paragraphen dieses Abschnitts als Charac- 
teristik eines Comple.xi-s eine Flüche zweiter Classe bezeichnet, deren Mittel- 
jamet und alisolute Dimensionen beliebig angenommen wenleii können, und 
die, wenn wir ihren Mittelpunct in den Anfangspunct der Coonlinaten legen 
und durch k eine willkürliche (Vinstante bezeichnen, durch die folgende Glei- 
chung dargestellt wird: 

/>/* 4" A'v* -p 4- iKuv 4- 2/>^r + M/u 4- k/r- — O. 

Nach dem Vorstehenden liegen die unendlich weit entfernten Linien des 
0<nnplexes in den Tangimtial-Eljeneu des Asymptoten-Kegela der Characteristik, 
und dieser Asymptoteii-Kegel wird durch die (Tleiehung (Hö) in Liuieu-Ooor- 
dinaten daigestellt. Eine Eltene, die wir unendlich weit rücken la-ssen, ater 
so, da.ss sie ihre ursprüngliche Richtung noch nicht verliert, .schneidet diesen 
.\.symptoten-Kegel. und also auch die Characteristik .sellfet. nach einer Curve, 
die von unendlich weit liegenden Linien dt“s t'omplexes umhüllt wird. Es 
kommt hierbei auf eine endliche Vei-schicbung der (Thanwteristik und ihrwi 
Asyinptoten-Kegels nicht an. 
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Wir können uns der imendlieli weit entfernt en Ebene, von der 
wir kaum eine Kcometrisehe Vor«tellun}{ haben, auf iiiiendliebfaeh ver- 
schiedene Weise nfthern, indem wir von einer Eliene mit gegebner 
Kichtung ausgelien, die, diese Richtung lieibidialtend, immer weiter fortiHekt. 
In einer solchen la-Iiebigen Elx>ne liegt, einerseits eine ('omple.\-Cui-ve zweiter 
(lasse, andererseits als Dnn'hschnitt mit der (haraeferistik eine zweite solche 
C'urve: die Iwiden (’urven fallen, wenn ihre EImmic unendlich weit i-flekt, 
zusammen; mit anderen Worten, die Curven der sammtlichen Ae<|uutorial- 
flachen eines gegelienen Complexes in Breiten -Etonen, die unendlich weit 
gerückt sind, liegen auf der Characteristik. 

Wahrend die Ebene von gegebener Richtung fortrflekt, ändert sich in 
ihr fortwährend die Complex-Ourve, welche die Aequatoria Wache liescImMbt. 
Die Richtimg der beiden Axen der Ikirve und ihr Verhaltniss nahem sich, 
wenn die Elnnie immer weiter rückt, der Kichtung der Ebene enlsi>rechend. 
einer bestimmten Orenze. Diese Grenze ist gegeljen diu-eh die constante 
Richtung und das constante Verhaltniss der Axen der Dmvhschnitts-Curve 
der fortrückeiiden Ebene mit der Ghaiucteristik. Da in unendlicher Ent- 
fenuiug Complex-Gurven imd Duivhschnitts-t.'un'cn der t'liaracteristik, welche 
in ixirallelen Ebenen enthalten sind, zusammenfallen, muss der Durclimesser 
der bezüglichen AequatoriiiWOche des gegela-neu Complexes mit deipjenigen 
Durchmesser der Characteristik parallel sein, welcher der parallel mit sich 
selbst fortrückenden Ebene zugwjnluet ist, wie das die analytisc’hen Ent- 
wicklungen des ersten Paragraphen bestätigen. 

Es bezeichnen die vorstehenden geometrischen Anschauungen die Be- 
ziehungen zwischen dem gegelwnen Complexe und seiner Characteristik. ln 
üel)ereinstimmung mit demselben erhalten wir aus den Gleichungen (7) der 
Hil>. Nummer für ilie drei (Aimplex-Curven in solchen Eljenen, welche 
den beliebig angenommenen Coordinaten-Ebenen l'Z, XZ, .17' parallel un- 
endlich weit gerückt sind, indem wir erste Potenzen von r, //. j und 
Constante gegen zweite Potenzen ders**lbeti venmchlä.ssigen, die folgenden drei 
Gleichungen : 

-p ’ILxpk -f- /''.r* r* -p 'iMxuir -p iKx^nv -p A’r'« * -= 0, 1 

A’«'* -p 2.1////«’ -p -p 2 A'yr»’ -p tv -p = U, j (H6) 

/•’«;* -p 2A':uw -p Fz‘ «* -p 'ILztir + 2.1/j*/m -p ör’/' = Ü, J 

die mit den Gleichungen der Dimdischnitts -Curven der drei fraglichen 
EHjenen mit dem A.syrnptotenkegel der CliaracterLstik zasatnmeiifallen. 
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27D. Dif Ke"i*mili;lie «1er zweiten Cla-sse, welche von den Linien des 
Asj-mptoten-Coraplexes undiiillt wird, kann reell oder imapnär sein, und 
denientspreeliend schliesst der gegebene (,'omplex zweiten Grades entwwler 
solche n-elle Linien ein, welche unendlich weit liegen, o<ler nicht. Danach 
zerfallen die allgemeinen Comple.ve de.s zweiten Grade.s in zwei coordinirte 
Arten. Coinplexe der ersten Art wollen wir hyperboloidi.sche, Coinplexe 
der zweiten Art elli|)soidisehe nennen. Wir sehen bei dieser Eintheilimg 
zunflehst von allen solchen t'oniplexen ah, deren Asymptoten -Complex sich 
irgeiitlwie particularisirt hat. 

Hyperholoidische Coinplexe haben eine Characteristik m"it einem 
n-ellen Asymptotenkegel, und werden demnach analytisch dadurch liezeichnet, 
dass nur zwei der divi Aiisdifleke: 



/. 
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Werthe mit gleichem Vorzeiidien halien. 

Ellipsoidische Coinplexe haben eine Chanicteristik , deren Asymp- 
toten-Kegel sich auf einen ellipsoidischen Punct reducirt; die obigen drei 
Ausdrfleke hulH'ii filr sulche Coinplexe Werthe, die alle drei im Zeichen 
ühereinstimmen. 

271. In hyperbolüidischen Clomple.xen bestimmen die Tangential- 
Ebenen des jVsympfolen-Kegels der Chanicteristik die Richtungen derjenigen 
Eljeiicn, nach welchen Linien des Complexes unendlich weit liegen. Die 
Complcx-Curvcn in .solchen Elienen sind Panibeln, welche die unendlich weit 
liegenden Linien Iterflhren. liewegt sich eine solche Eliene {«arallel mit sich 
selbst, so lawchmbt die in ihr liegimde, von Linien des Complexes umhüllte 
Pamliel eine panilHtlische Aetpuitorialflache (n. 232). Die Seite, nach wel- 
cher der Asymptoten-Kegel der Characteristik von einer Hreilen-El>ene «ler 
PliVhe bertüirt wird, bestimmt die Richtung, welcher die Richtung der Axe 
der PuRibel sich fortwährend nühert, wenn die El>ene derselben immer weiter 
fort rückt, was in zweifaclumi Simie gescheluai kann. 

Jede andere Ebeneii-Richtung, nach der keine Linie des Complexes im- 
endlich weit liegt, Ix-stimmt eine AopiatorialHüche, deivn Hiviten-Curven 
einen Mittelpunct besitzen. Hier heben wir zunächst nur hen’or, da.ss, bei 
zunehmender Entfernung einer pandlel mit sich .selbst fortritckenden Eliene die 
Complex-t.'nrve in ihr entweder eine Hyperliel oder eine Ellipse ist, je nachdem 
die Ela-ne den Asymptoten-Kegel in einer HyperlK'l otler einer Ellipse schneidet. 
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Durch eine gegelwne gerade Linie lassen sich im Allgemeinen zwei 
Eljenen legen, in denen eine Linie des hyi>erlx)loidischen Complexe« unend- 
lich weit liegt. Nehmen wir irgend einen Punct der gegebenen geraden 
Linie als Mitteli>unct des Asjnnj)toten-Kegels der Churacteristik, so sind die 
beiden Tangential-Eljenen, welche durch die gegebene Linie an diesen Kegel 
sich legen la-ssen, die beiden fraglichen Elx-nen. Sie sind reell oder inuiginar. 
je nachdem die Linie tinaserhalb cxler innerhalb de.s Kegels liegt, und fidlen, 
wenn die Linie eine Seite des Kegels ist, in eine Tangential-Ebene desselben 
zusammen. Dein entsprechend können unter den Meridian -C’urven einer 
Meridianüftche eines hyjierboloidischen Complexes zwei Paralwln auftreten. 
Diesellxm können auch Zusammenfällen. Es hängt da.s ab von der Richtung 
di>r Doppcllinie der Meridiantiäche in Beziehung auf den Asymptoten - Kegel 
der Characteristik des Complexes. 

Die der Doppcllinie einer Jleridianfläche parallelen Linien des Complexes 
bilden einen der Meridianflache umschriebenen Coinj)lex-Cyl Inder. Diesel' 
Cylinder ist ein hyjxirbolischer oder ein elliptischer*), je nachdem die beiden 
Meridian-Elx'iien, in welchen paniloli.sche Complex-Curi-en liegen, reell csler 
imaginär sind. Fallen die beiden Eliencn in eine zn.sammen, so wird der 
Complex-Cylinder ein puralxilischer. 

Nach dem Vorstehenden sind also die von den Linien eines Jiyperboloi- 
di.sc.hen Complexes gebildeten Cylinder elliptische oder hyperbolische, je nadi- 
dem die Richtung der sie erzeugenden Complex- Linien in den Asymptoten- 
Kegel der Characteristik hineinfJÜlt, <xler nicht. Alle Complex-Cylinder, deren 
Erzeuge-nde einer Seite des Asyraptoten-Kcgels panülel sind, sind panibolische. 

272. In ellipsoidischen Complexen gibt es Olierhaupt keine paralo- 
lischen Complex-Curven. Alle Aeqnatorialflächen .sind zwisi hen zwei in end- 
lichem Allstande von einander befindliche Ebenen einge.schlossen. Diese 
Ebenen braeichnen den Uehergang von solchen Ebenen, in welchen eine reelle 
Complex-Cnrve liegt, zu .solchen, in denen eine imaginäre Curve von Linien 
des Complexes umhöllt wird. 

*) Wir vttrstehen hi^r nnd itn Folgenden unter einem hj]ierliol»chen und rim‘m elliptiachen 
Cylinder einen »olclien, der von der unendlich weit entfernten Ebene bezAgUch in zwei reellen oder 
in zwei imaginären geraden Linien ge»rl>nitten wird. Danach wird auch der imaginäre Cylinder al» 
ein elliptiacher bezeichnet. lnal>eBondere kann «ich der hy{terboIi>*chp nnd <ler olUptiftcho Cylinder in 
da« System zweier «ich «chneiUender, bezAgUrh reeller oder imaginärer F')>enen auflAsen. 

Wenn die beiden Durcluk-bnitUlinien mit der unendlich entfernten Ebene in eine'’ gerade Linie 
suMunmenfailen, hei«st der Cylinder ein pnraboli«cher, auch weuu er »ich in ein Sy«(em zweier paml* 
leier, rix'ller oder imaginärer, F^benen particulannirt. 

Pla«k«r, tieunelnp. 
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L'nt«>r (len Meriilinn-t.'iirveii einer l)elieliif{i*ii, dem CVjinplexe iiii|Ä'hörigeii 
Meridianfiflelie timlen sieh keine Parabeln. Die landen Meridian -Kbenen, in 
welchen in dem Falle hyi)erl>oloidi.scher Komplexe Paniladn von den Linien 
des Complexes umhüllt, werden, sind hei (»llipsoidischen Complexen unab- 
hün^ip: von der Richtung der Doi>])ellinie iniuginAr. ln Folge des.sen sind 
.sainmtliehe l'ylinder, welche von Linien eines ellipsoidischen Complexes ge- 
bildet wenlen, elliptische l’ylinder. 

27.’!. Wir habi'n in der lli.'i. Nummer für die (ileichimg einer solchen 
Aequatorialfl Hebe, deren Breiten-Cniren der Ebene l'% parallel sind, in 
gemischten Punct- und Lini(*n-Coordinaten .r, n, r, w, die folgende erhalten: 
/>«’' -f- 2{Lx — S)vte -f (F.I * — 'IJtx -f- /7)i * 

-I- l{Mx 4- -f 2{A .r» — Oa — i;)(/r -f- {Ex* + > ( x -f (')u* = O. (S7) 
Diese (ileichung enthält dreizehn Coastante, welche mit den zwei Con-stan- 
ten, durah welche das Coordinaten-Sysfem partioularisirt ist, die fflnfzehn 
Constaiiten gelien, von denen die Acsiuatorialtläche abhängt. 

Wenn wir die .\xe O X so Itestimmen, da.s.s sie dem Durchmesser dos 
Complexes, welcher der zu I'Z genommenen beliebigen Elame zugeordnet 
ist, paralleV läuft, so verschwinden die Constanten /- und >/; wenn sie mit 
diesem Duiidimesser znsammenlilllt , so verachwinden gleichzeitig .S’ und 7'. 
Es verachwindet E, wenn wir in I'Z den iKÜden ,\xen O}’ und OZ eine 
solche Richtung gel»en, dass die drei Coonlinaten- Axeii dreien zngeonlneten 
Durahniessern des Complexes ixirallel sind. Durah diese Coordinaten-Bestim- 
inung verliert die allgemeine (tleichung der Ae<juatorialfläche fünf weitere 
ihrer Constanten, ind(*m sie in die folgende übergeht: 

/Eft* -p (/'.»* — 2fl.r ß)r* — 2(0.t -f- (•)iir 

+ (Ex‘ + 2 l'x + C) u* = 0. («S) 

Wenn wir die Coordinaten- Ebene I'Z parallel mit sich .sell*st verschieben, 
bis sie durch den Mittelpunct des Complexi's geht, .so reducirt sich die An- 
zahl der Constanten, in GemAssheit der Bedingungs-Gleichung (■‘iO): 

Eß - Fr, 

um eine sechste Einheit. 

274. Fär ellijisoidlsche Complexe sind alle Ae(|Uutorialtlächen durch eine 
Gleichung von der Form der letzten. (8«), darstellliar, wie wir auch die 
Richtung der El)cne I'Z wählen mOgen. Wenn wir aber bei hy|>erl»oloi- 
di-schen Com))lexen iiLsWsondere die Breit(*n-El>enen der Atspiatorialfläche 
einer Tangential - Ebene des A.symptoten -Kegels der Characteristik parallel 
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m-liint‘n, »o ist <ler zugt'urduett* Diuvlimesser der Cliameteristik diesen Ebenen 
li.Lrallel und in Folge dessen die vorstehende Coordinaten-Hestiimnung iiieht 
mehr möglich. Dünn verliert die allgemeine (ileiehung der .\eciuatorialfläehe 
(s7) die Coii-stante f>, so da.ss die Flildie nur noch von vierzehn Constanten 
abhäugt. Solche Aecjuatorialflftchen haben wir parabolische genannt. 

Dem Vewchwinden von /> entspricht, diuss die Ebene V Z eine Tangential- 
El)ene des .\symptoten- Kegels der Charai-teristik ist, als deren Mittelpunct 
wir den CVionlinaten-Anfangspunct genommen haben. Wir wollen die .\xe 
OZ mit derjenigen Seite des .\syniptoteii-Kegels zusammeiit’allen lassen, nach 
welclier derselbe von der Ebene VZ lx?rührt wird. Daun verschwindet in 
der (ileiehung der Aecpmtorialfli'lche ilie Constante M. Im allgemeinen Falb' 
sind die (’oordinaten des Mittc-lpunctcss einer beliebigen Uiviten-Curve: 

\tx + T l.r~ s 

!/ — /> ’ r — - Y, 

Wenn /> verschwindet, rückt der Mittelpuuct in der Ebene der (’une lui- 
endlieh weit, und die liichtung, nach welcher er unendlich weit liegt, ist 
durch die (ileiehung: 

. l/.r -b T 

taug rt — y 

bestimmt, in welcher « den Winkel Icezeichnet. den diese Hichtung, die Axen- 
lüchtung der F.'irabel. mit OZ bildet. Für die unendlich weit liegende 
Paralwl kommt : 

tang n — y 

Wenn .1/ verschwindet, ist diese .\xen-Kichtung mit der Axe OZ parallel. 

Die Richtung der .\xe O)' ist bisher noch unbestimmt geblieben. Wir 
können diesell>e in l'Z senkrecht gegen OZ nehmen. Wenn wir dann durch 
O y eine zweite Tangential-Ebene an den .^symptoten-Ki-gel legen und die- 
selbe als Ebene .l'i’ und die Seite des Asvmptoten-Kegels, nach welcher sie 
berührt wiril, als Axe 0.\ nehmen, so verschwinden aus der (ileiehung der 
Aequatorialflüche die zw'ei Constanlen /' und A'. Dann schreibt sich die 
Oleh'hung der Flüche unter der folgenden Fonu; 

2(A.r — S)r>r — (2/(.r — Af)r- -f 2 Tun- 
— 'l(Ox 4- 0)uv -4- (Ex> 4- 2 l'x 4- C) = 0. (Sy) 

Aus dieser Gleichung können wir durch schickliche Wahl des Anfangspimctes 
noch weiteiv drei Constante fortschatfen. 

•M» 
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275. Wenn sich der Ausdruck: 

Df + Kif 4- Ff- + 2A'kp + 2/./C + 2J//«. 
entsprechend der BedingnnRs-tJleichung: 

DEF — DK* — EL* — FM* + IKLM = 0, (90) 

in zwei Faetoren des ersten Grades auflöst, so particularisirt sich 
der Complex, indem er eine seiner neunzehn Constanten verliert. 

Die vorstehende Bedingungs-Oleichimg kommt darauf hinaus, dass, wemi 
wir durch eine schickliche Annahme der Kichtung der drei Coonlinaten-jVxen, 
wie früher, A', L, M verschwinden la.ssen, dadurch zugleich eine der drei 
Constanten D, E, F verschwindet. Ist D die verschwindende Constante, so 
wird die Gleichung des Complexes: 

Ar* + Hs* + C+ Eq* 4- Fti* 

4- -Es 4- 2//r 4- -Irs 
— 2A>ö 4- 2Dsq 

4- 2 DrQ 4- 2 Orij + 'iKsr, — 'iSsa — 2 7’o 4- 2 Vq = 0. (91) 

Ans dieser Gleichung, l)ci welcher wir, imbeschadet der .•Vllgemeinheit, 
das Coonlinaten-Systein als ein rechtwinkliges annehmen wollen, können wir 
noch weitere drei Constanten durch die Bestimmimg des Anfangspuncte.s der 
Cüordinaten fortschaffen. Wesentlich 1x4 den folgenden Betmehtungen ist, 
dass durch die Wahl der Kichtung der Coordinaten-A.\en ausser D nicht auch 
noch eine andere der Coustanten D, E. F verschwindet. 

276. Wir hahun durch die Gleichung: 

Df 4- Ett* 4- Fv* 4- 2 Kur 4- 'ILtt 4- 2Mtu 4- kw* = 0 
die Characteri-stik des Complexes dargestellt. Diese Chanicteristik ist in 
dem allgemeinen Falle der hyiX‘rlx)loidischen und ellipsoidischen Complexo 
eine Flälche de.s zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Der Mittelpunct 
dieser Fläche uml ihre absoluten Dimensionen, die von der willkürlichen 
Constante k abhangen, können beliebig angenommen werden. In dem Falle 
der Complexe besonderer Art, die wir jetzt betrachten und die wir durch 
die Gleichung (91) dargestcllt haben, reducirt sich die Choracteristik auf eine 
Cun’e zweiten Grades mit einem Mittelpuncte. Wir wollen diese Curve die 
characteri.stische Curve des Complexe.« besonderer Art nennen. 

Durch die Ebene der characteri.sti.schen Curve ist eine ausgezeichnete 
El>enen-Uichtung für den Complex gegeben. Nehmen wir dieselbe der Coor- 
dinaten-Ebene FZ parallel, so verschwinden D, L, M und die Gleichung der 
Cnrve geht in die folgende über: 
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— 2 (») — 

A’«* + A'p* + 2A'tfr -f- Aw* = 0. 

Weun wir iwei zugeordnete I)urdiine>i.ser der Curve, imilM-ftondere die Iteiden 
Axen derselben, zu C'oordinatun-Axen Ol" und OZ nehmen, so versehwindei 
A', und dünn sind die Coonlinaten-Axen dieselben, auf welche der Complex 
in der Gleichung (bl) l)ezogen ist. 

277. Wir hal>en die Bestimmung der Richtung der zugeoidneten Durch- 
messer eines Complexes der allgemeinen AG auf die Betnu-htung der Dureh- 
mes-ser .seiner characteriatisedjen Flache zurüekgefflhrt. Die ehamcteristische 
Curve eines Complexes der bejionderen Art können wir als die Grenze von 
chanicteristLsehen Flachen ansehen, und, in Folge ilavon, sagen, dass von 
zwei zugeordneten Durchmessern der Curx'e jeder zugleich allen Ebenen zu- 
geordnet ist, welche nach lieliebiger Richtung durch den jedesmaligen anderen 
gelegt werden können; das.s jede durch den Mittel|)unct der Curve hindurch- 
gehende gerade Linie, welche nicht in der Ebene derselben liegt, dieser Ebene 
zugeordnet sei, imd eniUich, dass eine beliebige solche genule Linie und zwei 
zugi>ordnete Durchmes.ser der Chirve ein System dreier zugeordueter Durch- 
messer der Cuire bilden. 

Diese Relationen alK*rtnigen sieh unmittellair auf Complexe der beson- 
deren Art. Einer gegi’Uuien El)ene ent.spricht ein Durchmesser dt« Com- 
plexes, welcher der Eltene der chanicteri.sti.schen Curve imrullel ist und 
dieser Ebene panillel bleibt, wie auch die Richtung der gegelxmen Etene 
sich andern mag; oder, mit anderen Worten, die Durchmesser aller 
-\equatorialflachen des Complexes sind der Ebene seiner charac- 
teristischen Curve parallel. 

Wenn sich die gegetene Elxjui' tun ihre Durehsclmitt.slinie mit der 
Ebene der chan»cteristi.schen Curve dreht, so rückt der zugeordnete Durch- 
messer des Complexes parallel mit sich sellist fort. Es gibt also unendlich 
viele unter sich parallele Diu'chmcs.ser des Complexes. Wenn endlich die 
sich drehende Eltene mit der Elxuie der chanu;teristi.><chen Cun-e zusammen- 
fkllt, so wird der Durchmesser unbestimmt. Er verliert seine Richtung, indem 
er unendlich weit rückt. 

ln dem allgemeinen Falle der hyiierlxtloidischen und ellipsoidischen Cora- 
plexe haben wur gezeigt, dass je zwei conjugirte Durchme.sser von der Axe 
desjenigen Complex-Cylinders geschnitten wenlen, dessen Seiten dem dritten 
conjugirten Durchmes.ser parallel sind. In dem Falle der besonderttn Com- 
ptexe, die wir hier betrachten. Ist jedesmal der dritte conjugirte Durchmes.scr 
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iinemllkh weit geröekt. Aber luieli wie vor )»estiinmen je zwei beliebige, 
der Centhd-Kbene parallele, coiüugirte Durchmesser diucli den Durehsehnitt 
ihrer zugeordneten Ebenen die Richtung der Seiten eines Complex-Cylinders, 
dessen Axe die beiden Durchmesser schneidet. Wir sagen, dass dieser Cylin- 
der und insbesondere seine Axe dem Systeme der teiden Durchmesser zu- 
geonlnet sei. 

27S. Zur Bestätigung und IJrweitening dieser Resultate wollen wir zu 
den Oleichtuigen (ö) zurflekgehen , welche in dem allgemeinen Falle der 
Coinplexe den Durchmesser darstellen, der einer gegebenen Ebene: 

/.r -f- uy -f- r; + »! = 0 

ziigpordnet ist. Diese Gleichungen nsluciren sich, wenn wir die Gleichung 
der (’omple.\e besonderer Art, (!)1), zu Grunde legen und x\ y', in der 
früheren Bedeutung !)eil>ehalten, auf: 

j- — j ' «- 0, 

, Eu 

^ ^ >'«’ + Fv’ ’ ^C|2) 

Ful -f- /V 



Danach ist: 



(y Fr — — J') A«. (!*3) 

Der Durchmesser ist, in Geinässheit mit der ersten der drei (ileichungen (Ü2), 
der Elnme }'^ parallel. Die Gleichung (tt.'l), in folgender W'eise geschrieben: 



y — ^ A’ 

z — II F 



(94) 



drückt unmittelbar aus, dass der Durchschnitt der gqjebenen El>ene i'Z und 
der die.ser El>cne zugeordnete Durchmesser des Complexes die Richtung zweier 
zugeonlneter Durchmesser der charac.teristischen Curve haben, die. nach dem 
Verschwinden von K, durch die Gleichung: 

A«* + Fr^ + — 0 



dargestellt wird. 

Die Werthe für x'. y\ z', welche wdr den Gleichungen (92) zu Gnmde 
gelegt haben, sind die folgenden: 



, _ Ouv + He’’ + Slv — Ttu — Uii^ 
~ F«» + Fv'‘ 

, — iViv — Puv — Pr’-h TF + Vtu 

Eu‘ + Fr* 

' {F—0)tu + l‘>F+ fjuy— niv—Sl\ 



( 4 ) 
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Der AbRtand . 1 ' des Durchmessers von der Ebene V Z bleibt also für alle 
Ebenen dersellie, deren t'oordiniiten die folgende Gleichung befriedigen; 

(A’«* -f" ■= Our -f- /fr- + AVr — 77« — f’«*. (lifi) 

Alle solche Ebenen intdiOllen eine unendlich weit liegende (“urve der zweiten 
Classe. Indem in der vorstehenden Gleichung das Glietl mit i- fehlt, berOhrt 
diese Curve, unabhängig von der Annahme von .r', die in V X unendlich weit 
liegende gerade Linie. Fflr den Dei'flhningspunct erhalten «’ir: 

Sr — Tu — (». (11(5) 



In dieser Gleichung kommt x' nicht mehr vor. Es ist diiivh dieselln- eine 
für den Coiuplex ausgezeichnete Richtung iK'stimmt. 

Wenn « und r gleichzeitig verschwinden, wenlen die C'oonlinaten des 
Piinctes x‘, y\ durch welchen die L.age d(*s Durchmessers lH«tiinint wird, 
unendlich gross. DalM-i verliert der Durchmesser, wie die (ileichungen (1(2) 

zeigen, in imendlicher Entfernung seine Richtung. Aber der t)uotient 

behalt einen endlichen und lK*stimmten Werth. Wir erhalten aus 14), indem 
wir u und r verschwinden la.s.sen: 



Der Durchmesser ist also in der durch die vorstehende (ileichimg Iwzeiclmeten 
Rii htung parallel zu }'Z unendlich weit gerückt. Diese Richtung füllt mit der- 
jenigen zu.samraen, welche wir durch die (ileichung (!M>) bestimmt haben. Wir 
können sagen, iUi.«s die unendlich vielen Durchmesser, welche im fornjilexe 
der Ebene der chanicteristischen t'urve zugeordnet sind, diese Eliene in dem- 
selben unendlich weit liegenden Puncte schneiden. Dieser Punct ist der 
Mittelpunct der in der Eliene der characteristischen Ciure von Linien des 
t'omplexcs umhüllten Curve, und bleibt unverändert^, wenn die Ebene parallel 
mit sich fortrOckt. Wir werden in den folgenden Nummeni die analytische 
Bestätigung für dies«* geometrische Folgening erhalten. 

27Ö. Für die Durchschnitte der beiden, den Coordinateu - Elwnen AZ 
und .l'i' zugeonlueten, mit oy und OZ jiarallelen Dun-hme.sser mit diesen 
beiden Coordinaten-Ebenen erhalten wir: 



V 
E ' 
Ä 

F '• 




(!(S) 



7> = 0, 



Setzen wiv: 



X = 



y = 

{> = 0 , 
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NO versthiebcn wir die E)«enen XZ und XV so, dass, nach der Verschiebung, 
die Iteiden diesen Ebenen zugeordneten Durclunesser die Axe OX schneiden. 

Von den Oleichungen-Paaren (18) der 240. Nummer, durch welche flljer- 
haupt die Axen der drei Oomplex-Cylinder, deren Seiten den Coordinuten- 
jVxen OX, OY, OZ jtarallel- sind, dargestellt werden, zeigt das erste; 




da-s-s eine der drei Cylinder-Axen mit OX zn.sammenfällt. Die beiden luideren 
0 leiehuiigeii-Paare gel «n : 




( 100 ) 



Hs sind also die beiden anderen Cylinder*Axen in denselben zu Y Z paral- 
lelen Ebenen, in welchen die beiden zugeordneten Durchmesser liegen, un- 
endlii-h weit gerückt. 

Von den drei Coordinaten des Mittelpunc.tes des t,'entralparallelej)ipeds, 
des.sen Kanten liezüglich <>.!', OY , OZ parallel sind, für wehrhe wir in dem 
allgemeinen Falle erhalten halten: 



h'j— FT 
•11}F " 



/>/>- F.^ 
•IDE ’ 



( 21 ) 



bleibt nur x” endlich und vollkommen bestimmt, wahrend y« und i« unend- 
lich gros.s werden. Das Verhältnis.« zwischen y° imd bleibt ,ein bestimmtes. 

Wir erhalten für da.sselbe; 




( 101 ) 



Durch die.se fileichung wird ditsellie für den Comidex ausgezeichnete 
llichtung iH'stiinmt, welche wir in der vorigen Nummer erhalten haben (!>7). 

Der Mitteljiunct des ('entralparallelej)i|)e<ls, welches wir ausgewühlt 
haben, liegt in einer nicht nur der Richtung, sondern auch der Lage 
nach Ijestimmten Ebene in dem durch die fileichung (101) Itestimmten Sinne 
unendlich weit. Wenn wir die Axe OX als eine Seite de« l’entralpanillel- 
epipe»ls tieiliehalten und OY und OZ beliebig zweien conjngirten Durch- 
mes.scm der cliaraeteristischen Curve )Hirallel nehmen, .«o erhalten wir eine 
Reihe von Cenlr.ilparallelepipitden. Die.sellten Retrachtungen, welche wir in 
der 24(i. Nummer in dem Falle der hyperboloidischen und ellip.soidischen 
f'oni|)lexe angestellt halten, zeigen hier, dass der Mittelpunct aller dieser 
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CentniliHirallelepiiwile in derseltwii Hichtung und in dwselljen zu der El>ene 
der ehunieteristisehen t'urve iMrallelen Eiwne iinendlieli weit gerflekt sind. 

Wenn w’ir an Stelle der Axe 0 -V eine andere t'ylinder-Axe des C’oin- 
plexes wilhlen, so erhalten wir eine neue Reihe von l’entraljwirallelepipetlen. 
Der Mittelpunct aller dieser Parallelepiix-de ist in dei'selben Kiehtung, wie 
vorhin, parallel mit der Ebene der charaeteristisehen l'urve unendlich weit 
genickt,’ indem die Bestimmung dieser Richtung von der Wahl der CVx>rdi- 
naten-Axe. >i\ unabhängig war. Dagegen Ist die Eliene, in welcher der 
Mitt<'lpunct des Parallelepipeds unendlich weit geiückt isj, im Allgemeinen 
eine andere gewortlen. Denn wenn wir irgend zwei conjugirte Durchmesser 
■ des Complexcsi au.swählen und den einen durch einen anderen, ihm parallelen, 
ersetzen, so ändert sich dabei die in der Mitte zw'ischen den l>eiden con- 
jugirten Durehme.sseni hindurch gehende Central-Elxme. 

Wir sind .so zu den folgenden Sätzen gekommen: 

In den Coraplexen besonderer Art, die wir betrachten, i.sjt 
der Mittelpunct parallel mit der Ebene der charaeteristisehen 
Curve nach gegebener Richtung: 

iL _ I 

z r , S 

unendlich weit genickt. 

Alle Central-l’arallelepipe<la, welche dieselbe im Endlichen 
liegende Cy linder-Axe zu einer ihrer Kanten haben, besitzen 
parallel zu der Ebene der charaeteristisehen Curve dieselbe 
Central-E bene. 

280. Eär die Gleiclmng des Complexes der t>esonderen .Art erhalten 
wir, wenn wir die Axe irgend eines seiner t'ylinder mit der Coordinaten-Axe 
0.\ ziLsarameu fallen la.s.sen und 0}' und OZ irgend zweien Durchme-ssem 
der charaeteristisehen Curve iwrallel amiehmen, die folgende: 

Ar» + Bs* + C + Eq» 4- Fr,» 

-p 26> + - Br 4- 2/r.« 

— 2 Fra 4- 20sq 

4- '2Bsfj — 2Ssii — 27(1 4- 2 f p ”■ 0. 

Wir können noch die Bedingimgs-Oleichimg 

EB — El 

hinzufflgen, und Iwstimmen damit, da.ss die der Axe 0 .V zugehörige Central- 
Ebene mit der Co<jrdinnten-Ebene FZ zusammenfällt. Endlich können wir 

Piirkcr, Ceanetri«. 



( 102 ) 

(103) 
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nacli [Wielvii S oder T verschwinden hussen, indem wir eine der lieiden 
Axen Oy, OZ dvr durch die Cileiclmng (lOI) bestimmten Richtimg jiaridlel 
nehmen. 

. Unter Bei-flcksiditigung dieser Vereinfachungen enthält die (lleiehung 
elf von einander unabhängige tVmstanteu. Wenn wir .zu denselben 
ilie sieben Constanten hinzuzählen, durch welche dit« CiHu-dinab-n -System 
particulaiTsirt ist, so erhalten wir die achtzehn Constanten des Complexes 
der besondeivn .\rt. 

281. Der Asymptoten - Kegel der characteristischen Fläche eines Com- 
jilexis« der allgemeinen Art wird bei Complexen der besonderen Art, ilie wir 
hier betnichten, durch die landen •Asynijitoten der charucteristis«'hen Curvc 
vertreten. 

ln dem Falle der allgemeinen Coinplexe bestimmt die t'iine, nach 
welcher eine gegebene Eljcne den Asymptoten -Kegel schneidet, die Xatur 
der Coinplex-Curve in derjenigen Elanie, welche {xinillej mit der gegebenen 
unendlii'h weit gerückt ist. In Complexen der l)esonderen Art löst sich diese 
CuiTe in die lH>iden Durchschnittspuncte der gegebenen P^lxnie mit den 
.\symi>toten auf. Es artet also in der unendlich weit gerückten Elxme die 
Complex-Curve in ein System von zwei Punkten aus, die nach der 
Richtung der Ixidcii AsjTnptoten unendlich weit liegen. 

Alle Ae<piat*rialflächen, den»n Hreiten-El)enen einer der beiden Asynij)- 
toten parallel sind, sind )MralK>lische. Wir erhalten auch dann eine para- 
bolische Aeijuatorialfläche, wenn wir die Breiten-Ebenen derselben der Eliene 
der chanu’teristischen Cun'e jiarallel nehmen. Die Gleichung dieser Fläche ist: 

— ,2.VrÄ’ -f- (Fx’‘ — 2/t.r -f- -{- iTuw 

— l(Ox -t- bj«r -f- (Ex‘ -t- 2 Ix -f C)k* = 0, (104) 

und demmu'h die Fläche <ladurch particularisirt, das.s die Axen der Panilxdn _ 
in allen Breiten-Ebenen gleich gtjrichtet .sind. Diese Richtung ist, in Uebi'r- 
einstimmuug mit der 278. Nummer, dieselbe, in W’ylcher der Mittelpunct des 
Complexes unendlich weit gerilckt ist. 

Wenn wir diesella? Aequatoriallläche, statt duivh ilnv Braiten-Curven, 
durch ihre umhüllenden Cylinder-Fläehen liestimmen, so erhalten wir nach 
den Entwicklungen der 182. Nummer die folgende Gleichung: 

(/>/■* -I- A:'»).r« — — 0>/z' — ( z’‘)x 

+ 2(.sy -F Tz-},/ . z + -F ißy'z' + Cz'>) = 0. (lOä) 
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Dii-sellie »teilt ileii DiuvlL»clmitt mit \Z desjeuif;en Oomplex-Cyl Inders dar, 
dessen Seiten der durch das VerhiUtniss bestimmten l{ichtun>' i>arallel sind. 

In der vorstehenden Oleichunn fehlt das (ilieil mit r*. Alle Complex- 
Cylinder also, deren Seiten der Elxme der ehameteristisehen Curve i>urallel 
sind, sind panilx)lLsehe Cylindcr. Die Diametml-Elienen derselben sind mit 
der ffeminnteii Elxme parallel, lasbesondere lOsen sich diejeniften Iwiden 
Cylinder, deren Seiten einer dtT lieiden Asymptoten der ehamcteristischeii 
t'urve ixirnllel sind, in Systeme von zwei Ebenen auf, von tlenen die eine 
unendlich weit nickt, ln Folge dess»>n nslucirt .sich. die tileichiing des Cylin- 
der.s auf den ersten tlrod. ' Wenn wir endlich den Seiten des Cylinders die- 
jenige liichtung geln-n, in welcher der Mittelpunct des romplexes unendlich 
weit gerflckt ist, so kommt: 

S,y 4- 7'r' -=0, 

und der Cylinder zerßlllt in zwei Elxmen, welche lande der Ebene der eharac- 
teristi.scheii Cune |)arallel sind. 

2)^2. Je nachdem die beiden Asymptoten der characteristLschen Curve 
reell (sler imaginflr sind, wollen wir den Complex der lx‘.s<iiideren Art einen 
• hyperbolischen (xler einen ellipti.schen nennen. 

• ln Ijeiden ,\rten von Complexen liegt in .solchen Ebenen, welche der 
Ebene der chanicteristischen Curve parallel sind, eine Linie des Complexes 
unendlich weit. In ellipti.schen Complexen gibt e.s sonst keine ElHMieu, welche 
uneinllich weit liegende Linien dtsi Complexes enthalten, ln hyiK’rlxtUschen 
Complexen lassen »ich durch jede Linie de» Itaumes zwei" iwlle Ebenen legen, 
die bezöglich <len beiden Asymptoten der characteristischen Curve parallel 
sind: die Com|)lex-t'urven in diesen Elxmen sind Paralxdii. Mit Ausnahme 
derjenigen Coinplex-Cylinder, dei-en Seiten der Eljeiie der characteristischen 
Curve parallel verlanfeu, sind sämmtliche einem hyperbolischen Complexe 
ungehörige Cylinderfläclien hyiK-rlx)li.sche , die einem elliptischen Complexe 
ungehörigen elliptiscthe Cylinder. 

Wir können sagen, dass sich die in der imendlich weit liegenden Ebene 
enthaltene Curve de» Complexes in dem Falle der hyperbolischen Complexe 
in ein Sy.stein von zw'ei reellen, in dem Falle der elliptischen Corajtlexe 
in ein System von zwei imagimtren Puncten a&fgelöst hat. 

•JXJ. Wenn wir, um die Gesammtheit der unendlich weit liegenden 
Linien de» Complexes darzustellen, nur ilie Glieder zweiten Grades in p, a, tf 

3ä* 
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l)etnicht<'n, wie wir die» in dem allgemeinen Falle gethan ludwii (n. 2G7), 
so erhalten wir aas der Gleichung (102): 

A’p» + /■»/’ “ 0- ('0<0 

Diese Gleiehiuig stellt in Linien-Coordinaten die heulen Asymptoten der 
charueteristisehen C'un'e dar. 

Mit gi-Ossem- Annähenmg aljer, als es vei-niittelst der ehanicteristise.hea 
Ciin'e geschehen kann, bestimmen wir die iinendlieli weit liegenden Linien 
<les gegelienen t'oinplexes, wenn wir gegen zweite Potenzen von p und 

nai-h wie vor, eiste Potenzen derselben, sowie die Veränderlichen r, x und 

Constante vernachlilssigeli, während wir erste, Potenzen von a heibe- 
halten. Auf diese Art*) erhalten wir die folgende Gleichung: 

A’p* + — 2(.V.v + 7’) II — 0. (107) 

Ein Gliisl mit .\ txler O tritt nicht hinzu. Es ist nämlich: 

— .Vr« d- OsQ — — .\tj -f- (G — -V).vp, 
das hei.sst, es bleibt rii immer von der Ordnung der Glieder mit ij und sq 
und kommt .somit nicht in Betnicht. 

Die vomtehende Gleichung stellt einen neuen Comphcx dar, welchen wir 
den Asymptoten-Coraplex des gegebenen nennen wollen. 

Wie in dem allgemeinen Falle, ist die Annäherung de.s A.symptoten- • 
('omple.\es an den gi'gelieiien vom ersten Grude, während dieselbe bei Nicht- 
Herfleksichtigung der Glieder erster Odnung in o nur von dem Gnide ' l- 
.scin würde. 

Wenn wir den Anfangspunct der (Vxirdinaten Wiebig verschielxm, Ih‘- 
halteu in der Gleichung (01), welche ß, A, L, M nicht enthält, die beiden 
Constanten S und T unverändert dieselben Werthe. Wie wir also den ge- 
geljenen Complex und seinen A.syniptoten-Conii)lex [laiullel mit sich selbst 
gegen einander verschieben mögen, ihre gegenseitige Uozichung zu 
einander bleibt dieselbe. 

Die Gleichung des Asj-mptoten-Complexes wird befriedigt, wenn gleich- 
zeitig: p 0, o •« 0, — (>. 

*1 ÄnSklog bat ein Curvenxweig mit einer parabolischen Asymptot« nur einen Punct, der. absolut • 
genommen, unendlich weit liegt, derjenige, in welchem dersellt« vou den DurchmeMem der parabo- 
lischen Asynoptot« geschnitten wii;^. Kine genauere Anschauung Aber die I>age der dem Unendlichen 
sich tiähemden Puncte erhalten wir durch die i>aralK>lische Asymptote selbst, deren Puncte, wenn sie 
unendlich weit riieken. sowohl, nach der Richtung der Axe als auch seokFeebt dagegen unendlich 
wMt sich entfernen: aber so, da», wenn die Grösse der Entfernung nach der Axo von der ersten 
Ordnung ist, die ürüitung der Grösse der Kntfemung von der Axe nur V» betrügt 
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Alle durch den t'oonlinatcn-Anfanpspunct gehenden geraden Linien .gehören 
dem A.symptoten-C'oniplexe an. Der Coinplex uinlas.st ferner alle geraden 
Linien, welche den beiden Gleichungen: , 

K{i‘ -j- « = 0, 

oder den folgenden beiden: 

A’ p * + * ■“ 0 , .V.« 0, 

Genflge leDten. 

Eine jetle gerade Linie also, welche die Axe O.V luid die beiden in /’<? 
liegenden Asympt4^1en der churacteristisehen Ciuwe schneidet, ist eine Linie 
des Aayinptoten-C'omplexea. Und ferner gehört dem.selben jede gerade Linie 
an, welche eine der beiden Asymptoten schneidet und der duivh den Anfungs- 
l)mict gehenden Ebene: 

S;/ + 7’; = 0, 

welche diejenige Richtung bezeichnet, in welcher der Mittelpunct des gege- 
benen Complexes in der Eliene der characteristisi-hen Ouire. unendlich weit 
genickt i.st, parallel ist. In Folgt! dessen artet die Comitlex-Curve in der 
Ebene l'Z in ilas System zweier Puncte aus, von denen der eine mit dem 
(-'oordinaten-Anfangspuncte zusammenlällt und der andere in der durch die 
vorstehende Gleichung bezeichneten Richtung unendlich weit genickt ist. 
Die AequatorialllAche <les Asymptoten -C'oniplexe.s, deren Breiten -Eltenen zu 
l’Z parallel sind, l)e.steht, wie die des gegcljenen Complexes, atis Parabeln. 
Alle diese Parabeln worden von den beiden Eljenen ix-rflhrt, welche sich 
durch die Axt! 0.\' und die Iwiden A.symptoten der characteiTstischen CAirve 
hindurch legen lassen. Wenn die Breiten-Ebtme parallel mit f 'j! unendlich 
weit röckt, artet die Panilie! in ihr in das System zweier unendlich weit 
liegender Puncte ans. Den Uebergang von einer Parabel in zwei unendlich 
weit Hegende Puncte haben wir utLs so zu denken, dass auf zwei festen 
Tangenten der Curve die Berflhnmgspuncte unendlich weit gerflekt sind. 

2S4. Wenn die Ebene, in welcher tler Mittelpunct unendlich weit ge- 
rückt ist, eine tler beiden Asj-mptoteu enthalt oder unlje.stimrat wirtl, erhalten 
wir eine entsprechende Particularisation des gegebenen Complexes in Beziehung 
auf die Lage seiner Dimrhmesser und die Anordnung seiner unendHch weit 
liegenden Linien. Derartige Complexe hangen, im Allgemeinen, l>ezilglich 
von siebenzehn oder sechszehn Con.sttinten ab. 

Wir wollen hier nur den letzten Fall betrachten, in welchem in der allge- 
meinen Complex-Gleichung nelx.*n A', L, M und /> auch .V und T verschwinden. 
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Dann fallt aus der Gleichung des so particularisirteu Complexes 
die Veränderliche o ganz. aus. 

Die allgemeiy.ste Gleichungaform, in welcher diese Vei-auilerliche fehlt, i.st; 

.Ir« +/?*« + r + + -2 /fr + 2 7rs 

, + 

+ 2(f>-.V)^p-2.V5 • , 

+ 2/Vp + 20rti + 2//f V + - ^'q ' DO'*) 

Dadurch, diis.s wir die (3oonlinuten-Axen Ol' und OZ zweien zugeordneten 
Dun;hnu's.'k;m der characteristischen Curve iwnillel nehmen, verschwindet 
aus dieser Gleichung h. Indem wir die Axe O.V, welche bisher willkürlich 
angenommen worden ist, mit der Axe eines Coiuplex-Oylinders zusuinmen- 
fallen laasen, verschwinden /' und O. Endlich erhalten wir diUTli Vei-sdik»- 
bung der Ebene J'Z panillel mit sich selbst die Relation: 

KU - Kl'. 

Die Gleichung; 

Ir« + + 20.1 + 2 H r 2/r.v 

* I- A’ji« + /''»y« 

+ 2(^ — .V)s/,, — 2.V,; 

4- 2/fi i^ + 2 Tp = 0, (109) 

wolxü:; • EH = /'/' * 

ist also als die allgemeine Gleichung der in fraglicher Wei.se particu- 
larisirten Complexe anzusehen. Sie enthalt zehn von einandcT unabhängige 
Constanten, zu welchen noch sechs Constaiiten der Lage hinzugerechnet wer- 
den mü.s.sen, die darauf kommen, dass einmal die Ebene KZ durch den 
Complex iHislimmt ist, diiÄS feiner die lieiden Axen OV und G iT -zugiKiKlnete 
Richtungen mit Bt*zug auf die characteristische Curve hula*n, endlich, da.s.s 
O X eine Cylinder-Axe des Complexes ist. 

Der Bedingung also, dass sich ein Complex zweiten Grades durch eine 
Gleichung zweiten Grades zwischen. nur vier der fünf Variabeln: 
r, s, (I, (>, (rii — SQ ti) 

darslellen lasse, entspricht eine d r e i f a e h e B a r ti c u 1 a r is a t i o n des Complexes.*) 

*) Statt, wie 'im Text, c :utBf&lIuQ xu loesea, köaDvn wir auch q wählen, indem wir die Coordi- 
mitea-Kbene .Ti' der Ebene der chiiracteriatiRehen Currc parallel nclimeo. Dann achreiht sich die 
ClIeiehuDg de» Complex^*« unmittelbar aJa die allgemeine de» «weiten (irades «wiMben den vier Ver- 
änderlichen r, $, «, die UD» ali Lmien-i'oordijiatea entgegentreten, wenn wir die gerade Linie durch ihre 
Projection auf XZ nnd yz bectimmen. Statt der früheren Con&tanten A', P, Q kennen wir hier 
Jf, 7*, U ver»k‘hwtaden lasHen, und erhalten, durch paesende VerschicboDg der Coordinaten- Ebene 
X y, die Relation: 
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2^5. Rs ist interesi^an) , dun so particularisirton Coinplex nftht'r zu 
iintiTsuchen. 

Für den Al«tand detgenigen Durchmessers des Coiiiplexes, >j-elcher einer 
gegela-nen Ebene: . 

/.V + Ul/ + cj + Ä> = 0 

t 

ziigeordnet ist, von der ihm jiarallelen Coordinaten-Eben» l’X finden wir nacli 
den Formeln der 27h. Nummer, indem wir S und T gleich Null setzen: 



+ — f/«» 

£«•-(- /'r* 



( 110 ) 



Wenn wir dann die gegebene Ebene um ihren DuR'hschnitf mit der Ebene 
der characteristisehen Curve beliebig drehen, .so bleibt der iJir zugeordnefe 
Dun'hmesser immer in derselben, durch den vorstehenden Werth von x 
bestimmten Ebene, während in dem allgemeinen Falle der hyperbolischen 
und ellipti.sfhen Complexe bei der Drehung der gegebenen EImuic der ihr zu- 
geordnete Durchmesser .seinen Abstand von der /'^-El>ene ändert. 

Damieh geht das fnther gewonnene lh«sultat in das folgende über. 

Die irgend zweien zugeordneten Durchmes-seni der charcict.cri.sti.scheii 
. Curve jKirallelen Dmchinesser des Comple)(es liegen in zwei {Nirallelen Ebenen, 
die von einer festen Ebene gleichen Abstand haben. Wh wollen' diese 
Ebene die Central -Ehe ne dc-s gegelxmen Complexes nennen. 

Die Coordinateu des Mittclpunets des Coniplexe.s in der Ceiitral-Eiigne 



sind nicht mehr unendlich grfiss; ihre Werthe etscheinen unter der Form 



0 

0 ■ 



Der Mittelpimct liegt, nicht mehr unendlich weit. .leder Punct der Central- 
Ebene kann als Mittelpunct des Complexes angesehen werden. 

2hG. Bei den Complexen la'sonderer Art, die wir betrachten, liegen, 
wie in dem allgemeinen Palle der hyperlwlLschen und elliptischen Complexe, 
in allen Ebenen, welirhe einer der Ixnden Asymptoten der chanuiteristisehen 
Curve parallel sind, Linien unendlndi weit, imd die Complex-CHuren in ihnen 
sind Parabeln, ln Ebenen al>er, die der Central -Ebene luul also beiden 
A-symptoten parallel sind, wenlen die Complex-Curven nach dem Verschwin- 
den von S imd T durch die Gleichung: 

(F.r* — 2/f.r + ff)»* — 2(0 .r -f C)uf+ (ff.r* 2 T.r -t- C)r» = 0 (111) 
dargestellt. Sie hören auf, Parabeln zu sein, und sind in Systeme von zwei 
Pnncten ausgeartet, dje lUK-h Richtungen, welche von emer Ebene zur an- 
deren sich ändern, unendlich weit liegen.' 
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Die Linien des Complexes in einer der Central-Ebene parallelen Ebene 
bestehen also aus allen Linien der El>ene, welche zwei gegel)enen |)arallel 
sind. Diese Linien können reell tnler imaginär sein, sie können endlieh zn- 
sainnienfallen. Wenn die Ebene sieh immer weiter von <ler Central-El)ene 
entfernt, nähert sieh die Kiehtimg der beiden Linien -Systeme immer mehr 
der Uiehtung der l>ejden As 3 'inptoten der characteristisehen Cun’e. 

Dem entsprechend arten die von Coraplex -Linien gebildeten Cj'linder. 
deivn Seiten der Centml-Eljene parallel sind, in Sj’steine mit dit“ser Eljene 
IKiralleler Elnmen aus. Die Mittel-Elienen zweier cmjugirter C.ylinder liegen 
auf l)eiden Seiten der Central-Elxiiie in gleichem Aljstande von dersellxm. 

Der Coini)le.x ist also, wenn wir zn.sammenfa.sseu, in der Weise particu- 
larLsirt, da-ss jeder Punet einer in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegemlen ausgezeichneten geraden Linie der Mittelpunct eines Complex-Kegels 
ist, der sich in das System zweier Ebenen auf löst, die sich nach der frag- 
lichen Linie schneiden; oder, was dasselbe sagt, das-s jede Elx-ne, welche 
durch eine aasgezeichnele gerade Linie der unendlich weit entfernten Ebene 
sich legen lässt, eine Complex-Curve enthält, wtdche sich in das Sj’stem 
zweier Pimcte aufgelöst hat, die auf der fraglichen genulen Linie liegen. 

2S7. Wir halten in dem Vorstehenden denjenigen Fall discutirt, das.s 
sich der durch die allgemeine tileichung zweiten Orades dargestellte Complex in 
Folge davon, dass sich der Ausilnick; 

/><r* 4- Hf}- -f- Fif- -|- '1 K titj — ‘2 La tj — 2 Mga 
in zwei lineare Factoren auflösen lässt, in üeziehung auf seine imendlich 
weit liegenden Linien paiticularisirt. Wir wollen jetzt die neue Parti- 
cularisinmg des Coinplexes betrachten, wo dersellx’ Ausdruck das Quadrat 
einer linearen Function wird, dem entsprechend, dass gleichzeitig: 

A's _ 0, A» — 0, .V« — /)K = 0. (112) 

Es kommt das darauf hinaus,, das-s Itei gehöriger Bestimmung der Hichtung 
der Coordinaten-Axen zwei der drei Constanten />, A', /’ zugleich mit ft, L, M 
verschwinden. Sind K und F die beiden verschwindenden Constanten, .so ist 
die Oleiehung des Complexes die folgende: 

/D-» 4- -I- r -I- 2<f* 4- 2Ur 4- 2Irs 

4- 

— 2Srs 4- 20 sQ 

4- 2/Vp 4- 2ii/-»; 4- 2Hs>i — 2Sxa — 2 Ta 2 L\, — 0. (ll.'J) 
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2S8. Die (ileichungen (2) der 2.'!4. Nummer fte1x-*n zur Bestimmung 
desjenigen Durehinessers des Complexes, der einer gegei>enen Ebene: 

Ix + «y + r; + »• = 0 

zngeorilnet ist: 



HI , 4- d" ~ 

-h , -r - 

, — Ntv — Puv — Ov^ - 4 - 7 */* 4 - Vtu 

y-y - j„, ^ . 

(S-O)iu 4 - /»«’ + i>uv - Hu- - sr‘ 



(114) 



Alle Durchmesser des Complexes sind zu der Axe «.V parallel. 
Die Uiehtung der Axe <>X ist sonach durch den Complex gegeben. Die 
.sech.szehn Constanten de.s Complexc«, der durch die drei Bedingungen (112) 
parUculurisirt ist, finden sich in den vierzehn Constanten seiner (ileichung 
(llii) und derjenigen zwei Constanten wieder, durch die wir die Uiehtung 
der genannten Axe bestimmt haljen. Wir können also, unbeschadet der 
Allgemeinheit, fflr das Coordinaten-System, auf welches der Comirlex in der 
(ileichung (113) Irezogen Lst, ein rechtwinkliges nehmen. 

Zur Biwtimmung derjenigen drei Cylinder-Axen , welche den drei Coor- 
dinaten-Axen ^>.V, OY, OX bezöglich parallel sind, erhalten wir aus den 
(ileichungen (18): 




Allo Cylinder-Axen des Complexes sind unendlich weit genickt. 

Durch parallele Verschiebung der Axe !>X können wnr aus der obigen 
(ileichung (113) die beiden mit s<j imd a behafteten Glieder Ibrtscliatfen. 
Wir wählen dattn zum Coordinaten-Anfangspuncte den Mittelpunct der in 
der Ebene YZ liegenden Coraplex-Citrve, der in dem Falle der Gleichung 
(113) diux’h die folgenden beiden Gleichungen dargestellt wird: 



y - 



T 

U ' 



s 

l> ■ 



Die Axe G-V wird dadurch derjenige Durchmes-ser de.s Cirmplexes, welcher 
von den beiden Axen der zu OY und HZ jsirallelen Cylinder, die nach OX 
unettdlich weit gerflekt sind, geschnitten wird. Von den Kanten des durch 

riO<k«r. Geomtri*. 36 
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die Uiehtung der drei C<x)nlinat«‘n-Axeu im Complexe bestimmten t'eutral- 
jiarttllelcpipe<is ist nur eine im Endlichen geblieben. Dem entsprechend wer- 
den <lie Cwnlinaten des Mittelpunctes des Complexes, wie wir sie durch die 
Uleiehuugen (21) bestimmt haben, sämmtlich unendlich grass. Der Quotient 

je zweier derscllxm erscheint unter der Form . Der Mittelpunet des 
Centralparallelepipeds ist in nnbestimmter Hichtung unendlich 
weit gerflekt. 

2S!>. Für eine beliebige Eliene, welche die Axe OX enthalt und damit 
allen im Endlichen lii^enden Durelnm-sseni des Complexes jmmllel ist, erhal- 
ten die Coorrlinaten r', >/', z' (114), indem t verschwindet, unendlich grosse 
Werthe. Aljer ihr Verhaltniss bleibt ein entUiches. Es ist die Complex- 
Cuire in einer beliebigen solchen Ebene eine Parallel und die Durehmesser- 
Itichtimg dieser Parabel winl durch das etiiUiche Verhaltniss liezeichnet. Wir 
finden für diesi* Richtung aus (114): 

r’ : //' ; z' — {Uuv -f /fr- — / iC) : — r(/'« -f (>r) : w(/'« -f- (/ r), 
und hieraus, wenn wir 

» z’ 

*' ~ y' 

setzen und die Accente fortlassen: 

x{l<z — — /fy* — ihjz — /■;«. (1 Ui) 

Diese tileichung stellt eine Kegelfläehe der zweiten Onlnung dar, deren Mit- 
telprmct in den Coonlinaten-Anfangspimct ftlllt und welche die Axe f/.V als 
eine Reibe enthalt. Diejenige zweite Seite, nach welcher die KegelflOche von 
einer Ixdiebigen durch die Axe D.V gelegten Ebene ge.schnilten wird, gibt 
die Richtung an, in welcher in der angenommenen Ebene der Mittelpunet 
der Complex-Cun’e unendlich weit gerückt ist. Diese Richtung bleibt un- 
verändert, wenn die angenommene Eliene irarallel mit sich tbrtrflckt. Denn 
(he Coefficienten O, /', (i, /f, V , welche in die vorstehende (ileichung ein- 
geheii. bleilien, nach den Transformationsformeln der l.ög. Xummer, bei einer 
Verschiebung des Coordinaten-Systems ungeändert, sobald, wie in dem beson- 
deren Falle, den wir betrachten, die Constanten E, F. K, L. M verschwinden. 
Es sind also die Aequatorialflachen des Complexes, deren Breiten-Elienen der 
Axe OX parallel sind, in der Art particularisirt, dass ihre Breiten-Ourven, 
welche Panibeln sind, dieselbe' Durchmesscr-Riditung besitzen. Die gemein- 
siune Richtung der Diux'hme.«er aller Parabeln winl divrch die (ileichung 
(ll(i) gtgelien. 
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In dein Falle der elliptisehen und hy|ierbolisehpn Coiujilexe fjab es eine 
AiHjuntoriulHäche, welehe in gleicher Weise jiarticularLsirt war: diejenige, 
der*‘n Breiten- Ebenen der Ebene der characteristischen C’urve jKirallel wanni. 
Die allen Breiten-l’urven dieser jiarabolischen Aequatorialflache gemeinsame 
Axen-Iiiehtung bezeichnete den in der unendlich weit entfernten Elxnie liegen- 
den Mittelpnnct des tVmiplexes. Dem entsprechend erhalten wir für die 
(.'omplexe liosonderer Art, die wir Indnuditen, unendlich viele Uichtuiigen, 
naih denen der Mittelpnnct des Complexes unendlich weit genickt ist, und 
diese unendlich vielen Bichtungen weixlen diindi die tileichnng (llt>) liezeichnet. 

ln den 'Complexen besonderer Art, die wir betrachten, ist 
der Mittelpnnct unbestimmt geworden. Der geometrische Ürt 
für denselben ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegende l'urve der zweiten Ordnung. 

2itO. Die Complex-Curven in allen mit 0.\ parallelen Elienen sind in 
dem Falle, den wir lH-trach(en, Parabeln, ln Uelwreinstiininung hiermit sind 
nach den Gleichungen (ll.l) alle Complex-Gylinder paralx)lische Oylinder, denai 
I)iainetral-Elx?nen die Axe 0\ parallel ist. Alle Linien, welche in der un- 
endlich entfernten Elwne liegen und die Axe 0.\ schneiden, gehören dem 
Complcxe an. Wir können sagen, da-ss sich die Curve, welche in der unend- 
lich weit genickten Elsnie von Linien des Complexes uinhOllt wird, in ein 
System zweier Pnncte aufgelöst hat, die auf der Axe 0\ in un- 
endlicher Entfernung zusammenfallen. Wir wollen einen deiurtigeii 
Complex, der froheren Bezeichnung entsprechend, einen parabolischen 
Oomplex nennen. 

Derjenige Cylinder, dessen Seiten der iUlen Durchme.s.sc!rn dt-s Complexes 
gemeinsamen liichtung jsirallel ist. löst sich in ein System von zwei Elx-nen 
auf, von denen eine unendlich weitrOckt. Und wie in dem Falle der hyix-r- 
Iwlischen und elliptischen Complcxe derjenige Cylinder, des.sen Seiten die 
Kichtung lR*zeichneten, nach welcher der Mittelpnnct des Complexes unendlich 
weit gerückt war, in das System zw'cier, zu der EUme der characteristischen 
Curv'e paralleler Els-nen zerfiel, so winl sich in parabolischen Complexen ein 
jeder Cylinder, dessen Seiten eine beliebige derjenigen llichtungcn besitzen, 
nach welchen der Mittelpnnct des Complexes unendlich weit gerückt ist, in 
ein System zweier zu OX paralleler Ebenen auf lösen. Die analytische Be- 
stfttigung dieser Beliauptung finden wir aus der Gleichung (27) der 182. Num- 
mer, welche diejeuigeu Cvlinder, deren Seiten der Ebene }' Z parallel sind, — 

3Ö» 
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einer beliebig nnpenomnienen Eljene, die in keinerlei ausgezeichneter Be- 
ziehung zu dem Coniplexe steht — , durch ihren Durchschnitt mit -\Z 
bestimmt. Diese Gleichung ist die folgende: 

— 2(/fy’« — Gy':' — / i'‘)r + t^y'' + 2(.’y'z' + C:'‘) = 0. 
Der Annahme entsprechend, da.s.s 

/{y'i _ rty'r' — ri'i — 0, 

da-s heisst, dass die Seiten des Complcx-C'ylinders die Richtung einer der- 
jenigen lieiden geraden Linien haben, nach welchen die Kegelfläche (ll(i) 
von der Ela-ne I'Z geschnitten wird, zerilUlt diesellie in zwei lineare Factoren, 
in welchen x nicht mehr verkommt, und .stellt also zwei zu’O.V parallele 
Ebenen dar. 

2iH. Wenn w’ir in der Coinplex-Gleichung (113) gegen zweite Potenzen 
von Q. «, y erste Potenzen dieser VeiAiiderlichen, so wie r, s und Constante 
vernachlässigen, so finden wir, um die unendlich weit liegenden Linien des 
l'omplexes damistellen: 

//(»' = 0. (117) 

Alle Linien, welche die Coordinaten-Axe OX .si'hueiden, g»*hören dem vor- 
stehenden Complexe an. Die beiden A.symptoten der characteristischen Cnrx'e 
liei hyperljoli.schen und elliptischen Complexen fallen also laji |>anilx)lischen 
(.'omplexen in eine gerade Linie zusammen. 

Mit grAsserer Annäherung al>er, als dies durch die vorstehende Gleichung 
möglich ist, können wir die unendlich weit liegenden Linien des Complcxes 
ilarstellen. wenn wir nelten der zweiten Potenz von a die ersten Potenzen 
von e und y IwiMialten. Die resultirende Gleichung: 

/y<f* — 2.Vy -f 1(0 — .V).tp + 2(/V + /•)() + KOr + As)y - 0 (11b) 
stellt einen neuen Complex dar, welchen wir den Asymptoten-Complex 
des gegebenen nennen wollen. Wie wir auch den gegebenen toraplex und 
seinen Asymptoten-Complex gegen einander verschielien mögen, ihre gegen- 
seitige Beziehung zu einander bleibt dieselbe. Denn die Coet'ficieii- 
ten O, A', 0, /', (J, /{, C l»ehnlteu bei einer Verschiebung des Coordimiten- 
Systems parallel mit sich sell>st nach den Regeln der löT. Nummer in dem 
Falle, den wir tetrachten, dieselben Werthe. 

Eier A.symptoten-Coinplex, der durch die Gleichung (llb) dargestellt 
wird, umfa.s.st alle geraden Ijinien, welche durch den Cix>nlinaten-Anfangs- 
l)unct hindurch gehen. Fflr die Gleichung derjenigen Aequatorialflftche des- 
sell>en, deren Bi-eiten-Ebenen der Coonliruiten- Ebene FX parallel sind, erhalten 
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wir aus der lOÖ. Nummer, indem wir die (.'onstanteii B , (', K, h\ B, K, L. 
.1/, S, T verschwinden lassen, nach Ablösung des Factors .r, die folgende: 

■2/)n,j*— >n0yz + (Hx — AHl'x = 0. (119) 

IHese Gleichung ist. vom zweiten Gnide und stellt ein Paraboloid dar, wel- 
ches in dem Coordinaten-Anfangspuncte die Ebene 1' Z la^rührt, und dessen 
Dutchmesser mit OX |mrallel sind. Die llcduction der (ileichung 4. Grades 
der allgemeinen Aeciuatorialflilche auf den 2. Grad kommt hier, in Ueber- 
eiustimmung mit den Entwicklungen der 2')S. Nummer, dadurch zu Stande, 
dass sich von der Aeciuatorialflache zwei Enjenen absondem, in denen von 
den Linien des Complexes zwei Pnnc.te umhallt wenlen, die in einen zusam- 
menfallen. Es sind dies in dem vorliegenden F'alle die Coordinaten-EtKMie 
VZ und die unendlich weit liegende Ebene. 

Wir erhalten fflr die MeridianflJiche, welche OX zur Uopjiellinie 
hat,' aiw der 1(59. Nummer die folgende Gleichung in gemischten t'wrdinaten ; 

{B tang*<)f — fttang «jr — / )/«• — ({ttang «jr — P)fir = 0. (120) 

E.S löst sich also die Curve in einer iK'liebigen Meridian-Eliene in da.s System 
zweier Puncto auf. von denen der eine mit dem Coonlinaten-Anfangspuncte 
znsammenfllllt imd der andere in der dim-h die Gleichung: 

(// tang* y — O tang<|f — l')t — ((( tang<jr — P)r -= 0 (121) 

bezeichneten Kichtung unendlich weit genickt ist. Deijenige Cylinder des 
gegel)cnen Com]>lexcs, dessen Seiten diese liichtung Issitzen, löst sich in 
das System zweier zu der durch den Wert.li von tangif bestimmten EI»ene 
panillelen Ebenen auf. 

2!>2. Wir erhalten eine letzte Particularisation des Complexes, wenn 
die seclis Constanten der Gruppe 

/>. K. F. h , L. M 

zugleich verschwinden. Dann enthalt die allgemeine (jleichuug des (A>m- 
plexes nur noch dreizehn von einander unabhängige Ck)ii.stanten. 

Um diejenigen Linien darzustcllen, welche in dem so particulai'isirten 
Ckimplexe der (alwolut) unendlich weit entfemtwi Ebene angehöR-n, erhalten 
wir die Identität: 

0 - 0. 

In den Complexen besonderer Art, die wir betrachten, gehört jede in der 
unendlich weit entfernten Ebene liegende gerade Linie dem Com- 
jilexe an. Die Complex- Curve in einer lieliebigen Ebene ist eine Pa- 
Ribel. .Sämintliche (Ijmplex-Cylinder zerfallen in Systeme von zwei Elienen, 
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und rtdiicircn sich, iiidein die eine derselben uiiondlieh weit rückt, auf den 
ei-sten lirad. Von t.’entral|iiimllelei>i|)edeu des Complexes kann keine Rede 
mehr sein. Der Complex hat seinen Mittelpunct verloren. 

Als Asyinptotcn-Coinplex des gegebenen bezeichnen wir denjenigen, 
dessen (ileichung sich aus der des gegebenen Coniplexes ableitet, indem wir 
die Veränderlichen r, $ und Con.stante gegen die ersten Potenzen von p, rf, tj 
vemachlilssigen. Wir erhalten so: 

— ’J \r<f + '2 OtQ 

+ 2 /'fff 2Qrrj + 2/tstj — 2S.ta - 2Tti + - f \> = ( 122 ) 

Die Beziehung diw Asyinptoten-Coniplexes zu dein gegebenen ändert sieh, 
zu Folge der Form ilieser Oleichnng, nicht, wenn wir densellien parallel mit 
sich sellist um ein endliches Stück vei"schieben. • 

Wir mögen zimächst iHMiierken, dass der Asyinptoteii-C'omplex, in dessen 
tileichung sowohl die Constnnten: 

.1. n, r. r,. n. / 

als die roiistanten: 

h. F. K, L »/ 

fehlen, in analoger Weise in Bezug auf den' Anfangspunct particularisirt, Ist 
als in Bezug auf die unendlich weit entfernte Ebene. Alle Dinien, welche 
unendlich weit liegen, .sowie alle Linien, welche durch den tkxirdinaten- 
Anfaugspunct hiudiu-ch gehen, gehören diun Asymptoten-Com|dexe au. 

Wie in dem Falle des gegebenen Complexes arten alle von Linien de.s 
A.symptoten-t'oiuplexes gebildete Cylinderflächen in da.s System zweier Ebenen 
aus. von denen eine unendlich weit gerückt ist. Aber hier tritt die neue 
Particulari-sation hinzu, dass jedesmal die andere Ela;ne durch den rixirdi- 
naten- Anfangspunct hindurchgeht. Wahrend in einer iHdiebigen EKme diw 
Raumes eine Paralad von Linien des toinplexes umhüllt wird, zerfilllt die 
( ’omplex-Curve in jeiler Ebene, welche dim:h den Coordinaten- Anfangspunct 
hindundigeht , in das System zweier Puncte, von denen der eine mit dem 
(■«xinlinaten- Anfangspuncte zusaninienßlllt, wahrend der andere unendlich 
weit gerückt ist. Eine jislc Aeiiuatorialflache des Complexes artet in Folge 
des.sen in einen Kegel der zweiten Ordnung aus, dessen Mittelpunct in den 
(iKirdinaten-Anfangspunct fällt und der von den zugehörigen Breiten-Ebenen 
in Paralieln geschnitten w'inl. Inslx'Sondere berührt diejenige Breiten-Ebene, 
welche durch den CwrdinatemAnfangspunct geht, die Kegelfläche nach einer 
Seite, welche diejenige Riehtimg tiezeiehnet, in der einer' der Ihmcte, in 
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welche sich die (‘omplex-Curve iu der fttij^'lichen Elieiie iiulgelfist hat, unend- 
lich weit gerückt ist. 

293. Wir hiil>en in dem Voivitehenden die I^iige der unendlich weit 
entfernten geraden Linien imd die eiltsprechenden Durchme-sser-Verhültnisse 
hei Complexen de.s zweiten tirades dLscutirt imd insbesondere durch ein- 
fachere Coiuplexe des zweiten tfrades, welche wir als die Asyjnptoten- 
Coinplexe der gegi'henen bezeiehneten, verunschaulicht. Wir sind daliei. wenn 
w'ir zusjimnienfa.s,sen, zu einer sechsfachen Unterscheidung der t'oinplexe 
zweiten Grades gelangt. 

In hyperboloidi.schen Complexen umhflllen die unendlich weit liegen- 
den Linien des Complexes eine reelle, in ellipsoidischen (V»inj)lexen eine 
imaginllre Cuiwe der zweiten Classe. Diese Cunx* löst sich in dem Falle 
der hyperbolischen Comploxe in ein System von zwei i-eellen, in dem 
Falle der elliptischen Complexe in ein System von zwei inmginaren 
Puncten auf. Fallen diese Iwiden Puncte zusammen, so i.«t der Complex ein 
parabolischer. Endlich kann der Fall eintreten, da.ss alle der unendlich 
weit liegenden Eljone angehöngen geraden Linien Linien des Complexes sind. 



* *• • 

Tangeatial- und Polar -Complexe des ersten Grades. 



‘294. Die im Vorstehenden gewonnenen Resultate lassen sich <ihne 
Weiteres verallgemeinern, indem wir alle Betrachtungen, die wir vorhin für 
die unendlich weit liegende Etene angestellt haben, auf eine beliebige 
Ebene und, nach den Regeln des Princiirs der Reciprwütat, auf einen be- 
liebigen Punct übertragen, W’ir lassen indess vorab eine Reihe anderer 
Ueberlegungen folgen, die bestimmt sind, die Satze der vorhergehenden Pani- 
graphen zu erweitern und unter einen allgemeinen Gesichtspunct zu bringen. 

Es .sei Sl, eine homogene Function des n. Grades von beliebig vit-len 
Varinbeln p, y. . In Gemüssheit des bekannten Theorems über homo- 

gene Fimetionen erhalten wir alsdann: 



d«, . dJ4. , äil. 

dp - ^ + ir 



• r -f 






Sl, . 



(123) 



Wir können hiernach die Gleichung; 

2i,= 0 (124) 

auch in folgender Welse schreiben: 
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(U'r>) 



— :»ss — 



SSI. 

S/> 



■i> + 




• <! + 



iSl. 

UV 



r + 



Wenn also //, >/', gefteljone Werthe sind, welche die Gleichung 

(124) liefriedij^en, so Ijefriisligen diesell>en Wertlie die Gleichung (12'i). Die 
jKirtiellen Differenlialquot.ienten, die in dieser Gleichung Vorkommen und im 
Allgemeinen homogene Functionen (» — 1). Grades der Veränderlichen sind, 
erhalten dann constante Werthe, die wir, zur Untersidieidung, in dem Nach- 
stehenden einklatnmeni wollen. Wenn wir von den gegehenen Werthen 
//. >/', . zu benachbarten flhergehen, so finden wir aus (124): 



(■d/,-) + i'di) '''! + ) '''■ + 



Die folgende Gleichung: 



+ + "-»■ 



(127) 



in welcher die eingeklammerten Dilferentialquotienten die eben aiig»^el)ene 
Bedeutung haben, ist eine Gleichung di-s ersten Grades zwischen den Ver- 
änderlichen //, if. r, Die gegeltencn Werthe //', y’. Itefrie- 

digen die vorstehende Gleichimg, wie sie die Gleichung des «. Grades (124) 
Ijcfriedigen. Denn wenn wir die letztgenannte Gleichung unter der Fonn 
(12Ö) schreiben, erhalten wir aus beiden Gleichungen ülK-reinstiinniend: 






= 0. 



Aller auch, wenn wir von den gegebenen WerUien p, >/,/,. . zu Ixmach- 
barten Wertheu öbergelien, gibt uns die Gleichung (127) diesellie Gleichung 
(12(i), die uns olxm die Gleichung des «. Grades (124) gegelten hat. Dem 
entsprechend wollen wir II eine lineare Tangential-Function 
der gegebenen homogenen Function des «. Grades Si, nennen. 

Wenn wir, .statt vorauszusetzen, dass die coastanten Werthe //, f, r , .... 
die gegebene Function Si, befriedigen, diese Werthe ganz lieliebig annehiuen, 
■so wird dadurch die Form der Function II in keiner Weise geändert Wir 
wollen in diesem allgemeinen Falle II eine lineare Polar-Function der 
gegebenen Function Si, nennen. Durch die obige Voraussetzung geht 
eine Polarfunction in eine Tangential function üIkt. 

Wenn insbesondere h — 2, so sind die Ditferential- Quotienten von Si, 
Functionen des ersten Grades der Veränderlichen. Wir küimen dann in der 
Polarfunction II der veränderlichen Grössen /<, f.r, . . • . mit ihren con.stan- 
teil Werthen //, </’, r\ .... gegenseitig mit einander vertauscdien, ohne dass 
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die Fiinction irpond wie sich ändert. I)emgen»il.s.s können wir die Oleichung 
(127) in der folgenden doppelten Weise schreiben: 






. da, , 

dp 



,d« 

a? 



+ 



aä, 

dr 



+ 




( 128 ) 

( 129 ) 



I)a.s Vorstehende überträgt sich unmittelbar auf den Fall allgemeiner, 
nicht homogener Functionen. Wir können zu die.sem Ende durch Einföhning 
einer neuen Veränderlichen die nicht homogene Function homogen machen, 
für die homogen gemachte Function die Polar- Function nhleiten, und in 
dieser, die eine homogene Function des ersten Grades ist, die eingeffllnte Ver- 
änderliche und ihren con-stanten Werth der Einlieit wieder gleich setzen. 

Wenn die gegelxmeu Varial)eln />, </, r, ... . nicht von einander unab- 
hängig sind, sondern beliebig viele (m) Bc<lingimgs-Gleichungen; 



./. ™ 0, '!>' — 0, 



(130) 



zu befriedigen haben, deren Grad wir, der Einfachheit wegen, gleich dem 
von Sl, nehmen wollen, so mcslificiren sich die vorstehenden Betrachtungen. 
Dieselben Werthe der Veränderlichen />. q.r, welche der Gleichung: 

o. - 0 

Genüge leisten, Ixifriedigen eine jede der Gleichungen von der folgenden Ge- 
stalt: '2. -I- i</> + X’ <l>' + 0, (131) 

wo i, i', . . . . unbestimmte Constanten bezeichnen. Einem g^et>enen Systeme 
von Werthen der V'ariabeln entsprechend erhalten wir in Bezug auf eine 
Jode derartige Gleichung eine lineare Polarfunction. 

Diese Polarfunctionen .stellen, gleich Null gesetzt, lineare Gleiclnmgen 
dar. Dieselben wenlen gemein.sam von deiyenigen Werthen der Veränder- 
lichen p, q, r befriedigt, welche den folgenden (m 1) Gleichungen 

Genüge leisten: 



Q'’ + (';)' + Ü3 - + 



( 132 ) 



Es bilden also die unendlich vielen («>“) linearen Polarfunctionen, welche 

ritrk*r, GcoMUle. 37 
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fineni g<?jfelj<*nen Systeme von Wertlien der Varinljeln /<, q, r, ... . ent- 
sprechen, eine (»/ -j- l)gliedrige flriippe.*) 

Aus der m fach imcndlichen Anzahl linearer Porlarfunctionen kennen 
wir, einer willkflrlichen Annahme von A, A', . . . . entspreclumd, eine beliebig 
auswählen. Ist dann insliesondere « = 2, so lassen sich in dersellx'n, wie 
in dein Falle unabhAngiger VerAnderlicher, die VerAnderlichen mit den ent- 
sprcfhenden partiellen Diflerentiahiuotienten vertauschen, ohne die Form der 
Pülarfunction zu Andeni. AIkt wAlii-end in dem Falle unabhAngiger Varia- 
bein die . ei ne lineare PolarfuncI ion, welche es gab, in einer auaschliesslichen 
IJeziehung zu dem Systeme der gegebenen Wert he der VerAnderlichen und 
zu der gegelienen fileichung stand, ist jetzt jeile Ixdiebig angenommene lineare 
Polarfunction mit jeder anderen gleichberechtigt. Wir können sagen, da.s.s 
den gegelxjnen constanten Werthen //', q', r', .... nicht sowohl jede einzelne 
Polurfuiiction als die m lach unendliche Schaar aller Polarfunctionen zuge- 
onliiet sei. 



■ 20.Ö. IleschrAnken wir uns auf drei VerAnderhehe, so ist; 

-ä. = 

und wir erhalten: 

»- O " + ' + 

Wenn wir den VerAnderlichen die Bedeutung von Punct-Coordinateii in der 
Eliem? gel>en, so lie.stimraen //, r' einen Punct, imd die homogene fileichung; 

Sl, —0 ' (124) 

stellt eine Curve der ii. Ordnung dar, wahrend; 



die Gleichung der Polaren des gegelx-nen Punctes in Beziehung auf die 
Curve darstellt, insbesondere, wenn der Punct auf der Curve liegt., die Glei- 
chung der Tangente der Curve in diesem Pmicte. 

Da.s Princip der Itecipivicitat in Betracht der Curven zweiter Ordnung 
beruht auf der zweifachen Form, welche in dein Falle n -= 2 die letzte 
Gleichung unnimmt. 

Wenn wii- den drei Veränderlichen die Bedeiitimg von Linien-Coordinaten 
in der Ebene geben, so wird durch die drei eomstanten Werthe derselben 



*) Wir geben dabei Ton dem Falle ab, daa« sieb anter den Be(lingung8<Gleiebunt|^>n liiienre 
l»eänden. Unter dieter Anntihme werden die eattf|irccbcnden unter den Oleichnngen ala von 

den Uedingungft-Gleicbungen »elbit nicht rersebieden, ohnehin lerriedigt. 
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eine (jeraiie Linie bestimmt, und die Oleiehunj; (124) stellt eine Cum* der 
n. Closse dar, während die Gleichung ( 1 3.-S) den Pol dieser geraden Linie in 
Beziehung auf diese Cmwe darstellt, insbesondere, wenn die germle Linie 
eine Tangente der Curve ist, den Berflhmngspunet auf dersellHui. 

Für Curven zweiter Classe gilt in Beziehung auf Beciim)eitAt die in Be- 
ziehung auf Cur\’en zweiter Onlnung gemaehte Bemerkung. 

230. In dem Falle von vier Veränderlichen sei: 

ß. — f (/'. 'h r, s) 

und : 







7 + 






ds 



Geljen wir den vier Veränderlichen die Bedeutung von Punct-Cooixlinaten im 
Ibiume, so stidlt die Gleichung: 

-G, = 0 (124) 

eine Flftche der n. Ordnung dar, und: 

Jf-0 (i;i4) 

ist die Gleichung der Polar-Elx>ne des Punctes (/>', q‘, s') in Beziehmig 

auf diese Flilche, insln^sondere, wenn der Pnnet auf der Fhtche liegt, der 
Tangential-El)ene der Flache in die.sein Puncte. 

Wenn />, r, .« Plan-Coordinaten bedeuten, so stellt die Gleichung (124) 
eine Fläche der ». Cla.sso dar und (//, r', s') liezeichnet eine gegebene 

El)ene. Daim ist (134) die Gleichung des Pols dieser Elx>ne in Beziehung 
auf die Flilche, in.sl*s<indere, wenn die Ebene die Fläche beiUhrt, die Glei- 
chung des Bc‘mhrungs]mnctes. 

Die dopjrelte Form der Gleichung (134) in dem Falle, dass n = 2, 
schliesst das Ihnnci]) der Ueciprocität für Flächen der zweiten Ordnung und 
Flächen der zweiten Classe ein, wie es für Cim'en und Flächen der zweiten 
Ordnung in eleganter Wei.se zuerst von Gergonne entwickelt woixlen ist. 

Wir können die vier Veränderlichen auch als Pnnet- oder Linien-Coordi- 
naten in der Ebene betrachten, raOs.sen in diesem Falle aller zwi.sclien ihnen 
imd !Üso auch ihren constanten Werthen eine lineare Bedingungs-Gleichung 
statuiren. Dann stellt die Gleichung (124) wiederum eine Curve der «. Oi-dinuig 
o<ler der n. Classe dar, und die Gleichung (134) liezüglich die Polare des 
Pimctcs *’) oder den Pol der geraden Linie (//', //', r', s') in Be- 

ziehung auf die (hirve. Polare und Pol gehen in Tangente und Berfllmmgs- 
pimct Ober, wenn bezüglich der gegebene Pimct auf der C'urve liegt oder 

37» 
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die gegelieiie gerade Liuio die Curve l«T<lhrt. Wir köiiuea zu der gegetienen 
Gleichung des «. Grades die lineare Bedingungs-Gleichung, welcher die Ver- 
änderlichen }>, q. r, s zu genügen haljen, mit einer .beliebigen (homogenen) 
Function des (n — 1). Grades inultiplicirt, hinziifügcn. Aljer dadurch wird 
die Gleichung (134) der Polaren, Ijozöglich des PoLs, nicht geändert, insofern 
.sowohl die Veiänderiicheu //, y, r, x als ihre festen Werthe //, y', r’, x' die 
betreffende lineare Bedingungs-Gleichung Iiefriedigen. 

297. Weön endlich : 



— /■(/'. 'A f- «). 

so erhalten wir: 

" - (t-) " + ('?;) ' + a-) ' + + ('?;) ' + (?.-) - 



Den Veränderlichen wollen wir die Betleutimg von Liuien-Coordinaten geben, 
und zwar einmal für diesellien die Stralüen-Coordiuaten : 

(.V — ;r'), (y — y’), (; — j'), (j/z’ — q' 2 ), {x'z ~ .rz’), {xi/’ — x'y), 
das andere Mal die Axen-t’oordinaten: 

(«r' — ii'r), {t'r — t»'), {tu' — /'«), (t — /'), (k — »'). (r — »') 
nehmen. Dann stellt in lieiden Annahmen die homogene Gleichung: 

il, = 0 (124) 

deirsellxai Complex des ». Grades dar, und die Gleichung: 

11 - 0, (135) 

wenn wir die constanteii Werthe //, y', r', x', /', u", w'clche die iwirticllen 
Differentialquotienten eiaschlies.sen, aiif eine gerade LiuÄ, auf einen Strahl 
otler eine Axe beziehen, einen linearen Complex, welchen wir den Polar- 
Complex der gegebenen geraden Linie (/»', y', r', x', t', «') in Beziehung 
auf den gegeljenen Complex des «. Grades nennen wollen. Wenn insbeson- 
dere die gegebene gerade Linie dem Complexe .selbst angehört, so geht der 
Polar-tk)mplex in einen Tangential-Complex über, das heisst, in einen 
Complex erateii Grades, der die gegebene gerade Linie und alle diejenigen 
Linien des gegelxmen Complexes enthält, wdche der gegel>enen unendlich 
nahe liegen. 

298. Die sechs Coordinaten der geraden Linie sind nicht von einander 
unabhängig, sondern Ijefriedigen eine Gleicbmig des zweiten Grades, welche 
in der Identität: 

(j — .r') {yz' —y'z) -f (y — y') (j'; — .ri') -f (i — t') (xy' — x'y) — 0 
ihren Ausdruck findet. Dem entsprechend erhalten mr nach den Erörtenmgen 
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iler 294. Nummer eine zweigliedrige Gruppe linearer Polar-Com- 
plexe, welche zu der gegebenen geraden Linie mul dem gegebnen Complexe 
»ammtlieh in derselben Bezielumg stehen. Die zweigliedrige Gruppe linearer 
Polar-Cbmplexe, die einer gegebenen geraden Linie zugehören, bestimmt eine 
lineare Congruenz, von der wir iiusbesondere .sagen können, da.s.s sie der 
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex n. Grades zugeordnet sei. 

Wir wollen in dem Folgenden wiotleiiim, wie früher, die seeh.s Liuien- 
Coonlinaten in der vorstehenden Beihenfolge mit 

r, s, /(, o, {j, tj 

bezeichnen. Dann schreibt sich die Bedingungs-Gleichung, welche die lanien- 
Coordinaten befriedigen mfl-ssen, unter der folgenden Form: 

Der gegebenen ger.ulen Linie ertheilen wir die Coordinaten /, K, — a', p', >/. 
Ohne den gegebnen Complex ». Grades: 



il, - 0 

zuslndem, können wir seiner Gleichung die Gleichung (136) mit einer be- 
Jiebigen homogenen F'unction des (« — 2): Grades miütiplicirt , hinzuaddiren. 
So durften wir der allgemeinen Gleichmig (I) der Complexe des zweiten 
Grades nach Belielujn ein Glied 2 f‘ij hinzufügen. Unbeschadet der Allge- 
meinheit wollen wir die beliebige Function des (n — 2). Grades mit X bezeichnen 
und l)ei der Bildung der Polarfmietion als coastant betrachten. Denn die- 
jenigen Glieder der Polarfunction, welche wir dadurch vernachlässigen, erschei- 
nen mit dem Factor ( — r'rf' s'e' -t- multiplieirt, und dieser Factor 
ist gleich Null, weil die C<xirdinaten der angenommenen geraden Linie, 
r', s', h\ — a', 1 /', die Gleichung (136) l>efriedigen müssen. 

Wir kömien .sonach für die Gleichung des gegebenen Complexes die fol- 
gende nehmen : 

.‘i, -f i(— r» -f sp -I- /iv) = 0. (137) 

Daim wird die Gleichung des Polar-Complexes : 

/I -f A ( — ra' + Ar/' — r'a -f s'p -f h'rj) -= 0, (138) 

wo If die Function bezeichnet: 




Einem jeden Werthe von A entsprechend erhalten wir einen anderen Polar- 
Complei. 

299. Von den beiden Direetricen der durch die zweigliedrige Gruppe 



Digitized by Google 




— 2i»4 



der Polur-Comidexe bestimmten Congruenz fSlllt eine mit der gegetenen 
genulen Linie zasaminen. Denn indem wir i imeudlicli gross nehmen, wird 
die Gleichung (K>8): 

— ra' + sq' -)- hr{ — r' n + -f- Ä’i) “ d, (Glü) 

mul diese Gleichung stellt nach den Erörterungen der 45. Niunmer einen 
linearen Complex dar, der alle diejenigen Linien umfasst, welche die gi‘ge- 
l)ene gerade Linie .schneiden. Wir können diesen Satz, im An-schluss an 
die Betrachtungen der 71. Nummer, folgeuderraa.ssen aassprechen: 

'Einer gegebenen geraden Linie entspricht in Bezug auf die 
zweigliedrige Gruppe der ihr zugeordneten linearen Polar-Com- 
plexe dieselbe gerade Linie als conjugirte Polare. 

Diese letztere gerade Linie ist die zweite Directrix der durch die Polar- 
Complexe bestimmten 0)iigmehz. Wir sagen, dass diese gi'rade Linie der 
gegelienen in Bezug auf den Complex ». Gimles zugeordnet sei, und 
nennen .sie die Polare der gegebenen geraden Linie mit Bezug auf 
den Complex «. Grades.”9 

Wir können in der Gleichung (1.18) die unlxstiinmte Con-stante i so 
wählen, dass die Gleichung einen Cömplex ersten Grades der besonderen Art 
ilaisstellt, dessen sämmtlicho Linien eine feste gerade Linie- schneiden. Wir 
wollen zu diesem Zwecke die Gleichung (138) in der folgenden Welse schreil>en: 

- [(- 1-) + -•]» + [(f ) + -■] - + [(?,') + 

Dann erhalten wir zur Bestimmung von A, noch der 45. Nummer: 



+ [('frf + '-•]■ [('S) + ] 



0 . 



(141) 



Zufolge der Gleichung (13C) wird eine Wurzel der vorstehenden Qleichimg 
unendlich gross, dem entsprechend, das-s die eine Directrix der durch die 



*) Wir znCiguD gleich hier bemcrkciit datis eine gerade Linie und ihre Polure nicht gegenseitig 
zu oinund« r io derselltcn Beziehung ttehn. Per Polare der gcgel»eneu geraden Linie ents]>richt eine 
neue gerade Linie aU die ihr tugeordnete Polare ii. «. f. gibt nur eine endliche Anzahl solcher 
4^>rader Linien, die »elhzt die Polaren ihrer Polaren sind. 
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zweinliodrige Onippe (13S) bestimmten C'ongnienz mit der gegebenen geraden 
Linie zusammenlÄllt. Es reducirt sich daher die Gleichung (141) auf den 
ersten Grad und gibt, zur Hestininiung der zweiten Pirectrix, welche wir 
als die Polare der gegebenen geniden Linie l>ezeiehnet haben, indem wir 
der Kürze wegen 

_ _ dsi, , dH, «si. öii. d.<i, ^ 

Sr 60 6 s dg 6 h dtf 

setzen, 



wo in 0 und Sl, die Werthe der Coonlinaten der gegebenen geraden Linie 
einzusetzeti sind und wir desshalb die Klammem zugefügt halicn. 

.'500. Wenn die gegebene gerade Linie insljesondere dem gegebenen 
Complexe angehOrt, so erlialteu wir statt der zweiglietlrigen t;mj)pe der 
Polar-Cüinplexe eine zweigliwlrige Gnippe von Tangeiitial-Complexen. 

Die lieiden Diiiectriceii der durch tlicselben bestimmten (Jongnienz fallen 
in die gegebene genide Linie zusarmnen. Di'iin indem Sl, für die Coonlinaten 
der gegebenen geraden Linie verschwindet, winl der Worth von A, wie wir 
ihn diu-ch die Gleichung (142) bestimmt haben, imendlich gross. Die Con- 
gruenz hat .sich in der Art particularisirt , da.ss sie alle diejenigen Linien 
eines linearen Complexcs umfa.sst,. die eine feste gerade Linie schneiden, 
welche dem Complcx .selbst angehört (vergl. u. 08.). Diese feste genule Linie 
ist die gegebene (r', A', — <i', y', »/). 

Nur in dem Iiesonderen Falle, dius.s die gegeliene gerade Linie aasser 
dem gcgelx-ncn Complexe .<2, zugleich dem folgenden Complexe angehört: 



dSl, ^ , dH, dH^ , dH, dH, _ 

är da dt dg dh dij ’ 



(143) 



wird der durch (142) gegelx'ue Werth von i unbestimmt. Indem .sowohl Si 
und 0 verschwindet, erscheint i imter der Form . Bei beliebiger An- 



nahme von i erhalten wir jedesmal einen Tangential-Complex, dessen .sämmt- 
liche Linien eine feste gerade Gerade schneiden. Wenn wir i unendlich giXKss 
wählen, fällt diese gerade Linie mit der gegebenen zu-sammcn. Die gege- 
bene ger.ule Linie bleibt, nach wie vor, eine der Directricen der durch die 
zweigliedrige Gmppe der Tangential -Eliene bestimmten tbngmenz. E.s hat 
sich diese Congnienz nach den Erörterungen der 68. Nmnmer, in der AVeise 
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particularisirt , diiss sie uneiullicli viele Directricen besitzt, welche in einer 
Ebene liegen und innerhalb dereell)en durch einen Punct gehen. Alle Linien, 
welche in der durch die Directricen bestimmten Eljcne liegen, mler durch 
itiren Schnittpunct hindurch gehen, gehören der Congruenz an. 

Wir wollen diejenigen geraden Linien, welche sowohl dem gegebenen 
Complex ». Grades: 

Si. - 0 



als dem aas deiaselben abgeleiteten Complexe 2(» — 1). Grades: 

da. , da, dßj^ 

dr ' da d* ■ dp’ dA ■ dl, “ 



(143) 



iingehörcn, als die aingulilren Linien des gegebenen Complexes 
l)ezeichnen. , 

Die .singulflren Linien eines Complexes des n. Grades bilden eine Con- 
gnienz von der Ordnung \ind Clas.se 2». (a — 1). 

Einer jeden .singulftren Linie entspricht, nach den vorstehenden Erörterun- 
gen, eine Elx'ue und ein Punct in ausgezeichneter Weise. Wir wollen jene 
eine singulare Ebene, diesen einen singulären Punct des Complexes 
nennen und dieselben als der angenommenen singulären Linie zugehörig oder 
entsprechend l>ezeichnen. 

Noch ein letzter Fall bleibt zu berücksiclitigen. Wenn: 
r' : jt' : A' : — a’ : q' : t/ 

( d«\ . /da\ . /dß\ , / dß\ /dß \ . / dn \ 

” \ da) ‘ \dp / ‘ \dtj ) ‘ ) ' \ is ) ' \ dh ) ’ 

so stellt der Polar-Complex der gegebenen geraden Linie, unal>häugig von 
dem l>esonderen W'erthe, den wir i ertheileu mögen, die Gesanmitheit aller 
deijenigen geraden Linien dar, welche die gegebene .schneiden. Die Polar- 
Complexe sind unter sich identisch geworden und Ix-stimmen nicht mehr 
eine lineare Congruenz. Als Polai-e der gegcltenen geraden Linie kann je<le 
l)eliebige gerade Linie angesehen werden. 

Wir wollen die gegebene gerade Linie eine Doppellinie des Complexes 
nennen. • 

W'ahrend zwei Bedingungen zu erfüllen sind, ilamit eine gegebene gera<le 
Linie eine .singuläre Linie des Complexes sei, und cs also in einem gege- 
l)enen Complexe eine Congruenz singidärer Linien gibt, sind fünf Bedin- 
gungen zu befriedigen, damit eine gegebene gerade Linie eine Dopjjellinie 
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dts Complexcs sei. Weil eine gerade Linie von vier Constunten abhängt, 
enthalt also ein gegeliener Coniple-v im Allgemeinen keine Dop[>ellinien. Ks 
Ist dazu eine Particularisation des-selhen erfortlerlith. 

301. Wir Ijeschrüiiken uns in dem Folgenden aut' Complexe des zwei- 
ten Grades. 

Die allgemeine Oleiehung des Complexes in Gtrahlen-t'oordinaten sei: 

.Ir« -h Bs* -b r -t- D(S* + Ao« -f /’»)« 

'2G sh 'lUrh 2 fr g + '2 K Ql) — '2 Lai] — '2.V Qa 

— 2A’ro -b '20sq -b 2 t /'v 

-b 2PrQ -b 2(>ri; -b '2/isr] — 2Ssa — 2Tha + 2 I'/iq — 0. (V) 

Wir erhalten daim für die Gleichimg des Polar-Complexes einer gegebnen 
geraden Linie (r', g', h\ — a\ q\ »/) in Strahlen-Coordinateu die Gleichung: 
(.Ir' -b ffh' -b /■»’ — -Vi;' -b Bq' -b O’]') r 
-b (ßg' -b ffh' -b fr' -b f>Q' + Bij' — •'>«') g 
+ (Ch' -b ßg' -b f/r' + f'ij' — Ta' + Cq'i h 

— t — fja Lij ~b -1/ Q "b ^ “b A jf Bh ) a 
-b (Kq' + A')/' — .Va' -b Og' -b Br' -b Th') q 

-b (Fy' -b Fq' — La' + Th' -b Vr' + ßg') y = 0. (144) 

Wir können in der voi-stehenden Gleichung h und h' willkürlich der Einheit 
gleich setzen. 

Weim svir von der Gleichung des Complexes in Axen-Coonlinaten (III) 
aicsgehen, und die gegel)cne gerade Linie durch Ihre Axen-Ccxjrdinaten 
(//, I/', V, — .t', (■/) liestimmeii, so erhalten wir für die Gleichung des- 

selben Complexes: 

(/>/y’ -b L/' -b J/y' — .Xx' -b A's’ -b Tai') /> 

(E(j' -b FT -r df/«’ -b t>:r' — Bx.' 4- Tc,/) y 
-b .(/’/' + A'y' -b Lp' -b /”w' — Ox' -b Bit') I 

— ( — ./*' -b //m' -b f *** F/>' -b /'y' -b OT) * 

-b (At.-r' -b f'f'T — /*" -b G?’ + B/' -b S/T) a 

-b (Cm' -i- G ir' — f/x' + I T + T/>' -b f'y”) fj = 0. (I4.ö)‘ 

Daliei ist: 

r' — a' : q' : y'' 

= — x' : .t' : t.i ' : //' : y' : 

302. Wenn wir insliesondere in der allgemeinen Gleichung der Polar- 
Complexc (144) bezüglich 
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s', h\ q', o', fj', 

• r', h' , f}\ ff', 1^', 

f'. ff', t)' 

gleich Null setzen, so stellen die drei rcsidtirenden Gleichungen : 

Ar + JJ/i + f,t — An + /'g + = 0,1 

ßs + + / r + Oq + ßri — Nff = 0, i (14(i) 

Cfi + ßn + ßr -f- l’ij — 7’ff -j- Cq = 0 J 

die Polar -Complexe der drei Coordinaten-Axen OX, 0 1\ OZ dar. Diese 

Gleichungen können wir unter der folgenden Form schreiben: 

»r 'ds ~ dh (146)ft 

was sich unmittelbar ergibt, wenn wir zu der Gleichung (144) zurackgehen. 

Wenn wir eine deqenigen drei geraden Linien, welche in den Ebenen FZ, 
XZ. .17' unendlich weit liegen, für die gegeliene nehmen, verschwinden bezüglich : 

r', s', //', q', ij', 

r‘, s', h‘, a\ tj', 

r' , s\ h\ a\ q'. 

Für die Polar-Cbraplexc dieser drei geraden Linien erhalten nur somit: 

— />ö + A V + 4/e -f Xr + Ss + AA = 0, I 

+ AX) — l/fj + Os A- Pr A- l'h = 0, j (147) 

F ~b A — Afi } h U r ß s = 0 , 

Ofler, unter anderer Form geschrieben: 



da 



4a, 



= 0 , 



4a, 



= 0 . 



4p ~ dn ~ 

303. Setzen wir in der allgemeinen Gleichung des Coinplexes zweiten 
Gratles (V), die wir auf folgende Weise .schreiben wollen: 

a, - 0 , 

r, p und folglich auch »; gleich Null, so finden wir zur Bestimmung der 
t'omplex-Curve in i'^: 

ßs' 4- 6'//» 4 Da* 4 2674 — 2Ssa — ‘lThaT= .a,« = 0. (149) 

Für die. Gleichung des Pols dieser Complex-Cuire in Beziehung auf OZ fin- 
den wir, in liekannter WeLse: 

= f4 4 ßs - Ta = 0, 

Andererseits ist die Gleichung des Polar-Oomideies der Axe OZ: 



(150) 



i 



dUj, 

<th 



Ch 4 4 ßr — T a Fq 4 1 »1 



0 . 



Digitized •by Google 




— 2J»9 

Für alle Linien dieses Polar-Complexes, welche in I'Z liegen, ist wietlermn 
r, Q und >/ gleich Null, wonach die folgende Gleichung: 

a, + C.t — r« - 0 (150) 

denjenigen Punct darstellt, in welchem diese Linien sich schneiden. 

Der Pol der Axe 0^, in Beziehmig auf die Complex-C’urve in J'Z, fallt 
also mit demjenigen Pimcte zusammen, in welchem alle Linien de.s Polar- 
Comidexes, welche in liegen, sich schneiden. Dieser Durchschnittspunct 
beschreibt eine gerade Linie, wenn die Elwne um 0^ sich dreht. Diese 
Linie Ist also zugleich der geometri.sehe Ort. der Pole von OZ in Bezieh img 
auf diejenigen Comidex-C'urven, deren Ebenen durch OZ gehen. Wir erhal- 
ten so den folgenden Satz: 

• Einer beliebigen geraden Linie entspricht im Complex eine 
Meridianflache. Die Polare die.ser Meridianflache fallt mit der- 
jenigen geraden Linie zusammen, welche w’ir als die Polare der 
gegebenen geraden Linie in Bezug auf den Complex bezeichnet 
haben.*) 

Insbesondere also ist ein Durchme.sser des Complexc« die Polare der 
in den ihm zugeordnettni iNirallelen Ebenen unendlich weit liegenden gp- 
nulen Linie. 

Wenn wir den Beweis des vorstehenden Satzes auf seinen einfachsten 
jVusdnick zuriickfQhren, so l>eruht er darauf, dass es einerlei ist, ob wir in 
der Function zuerst r, p und y gleich Null setzen und dann in Beziehung 
auf A differentiiren, oder ob wir zuerst in Bezieliimg auf /i differentiiren imd 
nach der Differentiation r, q und »; gleich Null .setzen. Das al>ei: ist selljst- 
verstandlich. 

1104. Das Vorstehende gibt eine geometrische Definition für die Con- 
gruenz der einer gegebenen geraden Linie zugeordneten Polar-Complexe. 

In einer beliebigen durch die gegeliene gerade Linie gelegten Eigene 
liegt eine Cbraplex-Curve zw'eitcr (Hasse. Diesellx) w'ird, im Allgemeinen, 
von der gegebenen geraden Linie in zwei Puncten geschnitten. Die Tan- 
genten der Complex -CHirve in diesen Puncten gehören der fraglichen Con- 
ginenz an. 

Ein iHjliebiger Punct der gegelwnen genulen Linie ist der Mittelpunct 
eine» Complex-Kegels zweiter Ordnung. An demselben lassen sieh durch die 

Piefier Satz überträgt »iob uotmttclbar TOn Complexon de« eweit^n Grade« uuf Com|d«sc 
ein«» he)iebi^«n Grade». 
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gegel>ene gernUc Linio, ini Allgemeinen, zwei Tangential-Ebenen legen. Die 
beiden Seiten, nach welchen dersellae von diesen leiden Ebeijen Ijerillirt 
wird, sind ebenfalls Linien der Congnienz. 

Der durch die Polar-Complcxe einer gegebenen' geraden 
Linie bestimmten Congruenz gehören unter den Linien des ge- 
gebenen Complexes zweiten Grades diejenigen an, welche eine 
nächste Linie desse.lben Complexes, die mit ihnen bezOglich in 
derselben, durch die gegebene gerade Linie gelegten Ebene liegt, 
in einem Puncte der gegebenen geraden Linie schneiden. 

Wenn die gegebene geiwle Linie sellwt eine Linie des Complexes ist, 
wild sie von allen Complex-C\in'en berührt, die in den durch sie hindurch- 
gelegten Elieuen liegen, und ist eine gemeinschaftliche f>eite aller C'omplex- 
kegel, deren Mittelpuncte auf ihr angenommen sind. Dann fiült che Polare 
mit der gegeljcnen geraden Linie ziisanmicn. Alle Linien, welche in einer 
durch die gegebene gerade Linie gelegten Elicue liegeij und durch den Be- 
rdhrnngspunct der liezOglicben Complex-Cim'e mit der gegebenen geraden 
Linie geben, oder, was dasselbe ist, alle Linien, welche duixh einen Piinet 
der gegelienen geraden Linie gehen und in deijenigen Eliene enthalten sind, 
von welcher der liezflgliehe Complex-Kegel nach der gi'gidicnen geraden Linie 
lierührt wird, gehören der durch die Tangentinl-Complexe der ge- 
gebenen geraden Linie bestimmten Congruenz an. 

Die fragliche Congruenz hat mit dem gegelienen Complexe zweiten Gra- 
des alle diejenigen geraden Linien gemein, welche in diesem nftchste 
Linien der gegebenen sind und dieselbe schneiden. 

.30.'). Wenn die gegebene gerade Linie eine singulare Linie des 
Complexes ist, so umfasst die durch die Tangential -Complexe liest immte 
Congruenz alle solche Linien, welche in einer liestimniteu, durch die gegeliene 
gerade Linie gelegten Eliene liegen, sowie alle solche Linien, welche diu-ch 
einen liestiinmten Punct derselben gehen. AVir hal«?n die Elient^ und den 
Punet bezaglich die zngeordnete singulare Elx'uc und den zugeordneten 
.singulären Pimct genannt. 

Eine singulare Linie des Complexes wird sonach von allen Complex- 
Curven, die in den durch sie hindurchgelegten Ebenen liegen, in einem festen 
Puncte berührt; und alle Complex-Kegel, deren Mittelpuncte auf einer sin- 
giilaivn Linie des Complexes angenommen weitlen, Ix'iühren eine durch die- 
selbe hindiux-hgehende feste Elx?ne. 
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Dieses Resultat finden wii- analytisch' bestätigt. Wenn wir verlangen, 
da-ss die Coonlinaten-Äse OX eine singuläre .Linie des gegebenen Coniplcxes 
sein soll, so erhalten wir, indem wir in den beiden Gleiehungen:_ 

üt = 0 , </> = 0 

die Ventnderlichen: 

s, h, a, Q, fj 

gleich Ntdl setzen, die folgenden beiden Relationen zwisi-hen den Con-stanteii 
der gegebenen Complex-Gleichung: 

A =. 0, PJ + I/O = 0. (151) 



Wir hallen, unter der Vorau.s.setzung, dass OX eine Linie des gegebenen 
Complexes sei, da.ss also die Constante A den Worth Nidl habe, den Be- 
rühningspunct derseÜK'n mit der Comples-Curve in einer beliebigen durch 
.sie hindurchgelegten Ebene, durch die folgende Gleichung bestimmt (n. 191): 

J tnng ip -{~ ff 
ptang q> — P 



.r.o 



(LV2) 



Es bezeichnet qr den Winkel zwischen der beliebig angenommenen Elieiie 
luid der Coordinaten-Elieiie -VZ, a« den Ab-stand des Benlhningspunctcs von 
dem Anfangspuncte der (’oonlinaten. Dieser Abstand wird constant, sobiild 
die zweite der Bedingmigs-Gleiohungen (151) erfflllt ist. 

Wir haben ferner, unter derselben Voraussetzung, in der 192. Nummer 
zur Bestimmung der durch OX gelegten Tangent ial-Elx*ne eines beliebigen 
t'omplcx-Kegels, der seinen Mittelpunct auf der Axe OX hat, gefunden: • 

tung , (1.53) 

und auch dieser Au.sdruck erhält einen constanten Werth, w'enu die zweit« 
der Gleichungen (151) erfüllt ist. 

306. Die Gleichung (64) der 191. Nmnmcr, durch welche wir diejenigen 
unter den diurch ffX jjelegtcn Ebenen bestimmt haben, für welche .sich die 
Complex-Curve in das Sy.stera zweier Pimcte auflöst, l>esitzt, wenn die zweite 
der Gleichungen (151): 



PI + mj - 0 



erfüllt ist, die doppelte Wurzel; 

tang ,f. = — “ =f. (1.54) 

Diesem Werthe von Ging rp ent .sprechend löst sich die CoinideX-tlnrve 
in ein System von zwei Puncten auf, welche beide auf dor Axe OX liegen. 
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Denn der Werth von x» (152), w'elcher den Beröhrungspunct der t'-omplex- 
Curve mit OX bestimmt, erscheint für den Werth (154) von tang <f unter 

der Form • 

Elienso hat, unter derselben Voraassetzung, die Gleichung (67) der 
1Ü2. Nummer, durch die wir diejenigen Puncte der Axe OX liestimmt halsen, 
fftr welche sieh der Complex-Kegel in das System zweier Ebenen auHöst, die 
dop|)elte Wurzel: 




Diesem Wei-the von .r entspn>chend Ifist sich der Complex-Kegel in das 
System zweier Ebenen auf, die sich nach OX schneiden. Denn d<*r zuge- 
hörige Werth von taug y» (lö.“!) erscheint unter der Fonn . 

Dies gibt die folgende geometrische Definition der singulären Linien, 
l’uncte und ElHnton eines C'omplexes des zweiten Grades. 

Die Verbindungslinie solcher zwei Puncte, in welche sich eine Com- 
plex-Ciu^'e für besondere Lagen ihrer Eljenen auflöst, oder, was auf dasselbe 
liinauskomml, die Durchschuittslinien solcher zwei Ebenen, in welche 
ein Complex-Kegel Ihm einer besonderen Annahme seines Mittelpuncts zerfilllt, 
ist eine singuläre Linie des C’omplexes. Diejenigen Elx*nen und Pimcte, 
für welche sich die Complex-Cyiwe, bezüglich der Complex-Kegel, in der frag- 
lichen Welse jmrticularisirt, sind singuläre Ebenen und singuläre 
Puncte des Complexe.s. 

InslHSiondere also sind die lujht Linien einer Complexfläche, welche wir 
l«züglich als singuläre Strahlen und als singuläre Axen derselben Ix’zeichnet 
halHMi (n. IST, 189), und die vier singulären ElH-nen und vier singulären 
Pimcte einer Complexfläche (n. 215) singuläre Linien, Ebenen, Puncte des 
C'omplexes. 

Wir hallen in dem vorigen Paragraphen (n. 27.5 — n. 2S.‘l) die unend- 
lich weit liegende Elx>ne für eine singuläre Ebene des Complexcs genommen 
und die ilm entsprechende singuläre Linie zu V X parallel gewäldt. In üelx?r- 
einstinnmmg mit dem Vorstehenden fanden wir, da.s.s die Complex-Curven in 
allen zu VX ]iiirallelen Elienen Parabeln sind, deren Durchmesser -Richtung 
diesellie ist (n. 281). Die gemeinsame Richtung der Durchnussser aller Pa- 
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raheln bezeichnet den der in Y Z unendlich weit liegenden singulären Linie 
zugehörigen singtilftren Ihinot. 

307. Wenn gleichzeitig 

I. //. /, P, Q 

verschwinden, so particidarisirt sich die Beziehung der singulären Linie, 
welche mit zusammenlallt, zu dem Complexe. Die Werthe von .ro (152) 
jmd tang (f „ (153) erscheinen dann, unatdiangig von der Annahme der Ver- 
änderlichen tang imd x, imter der Form Dem entsprechend löst sich 

die Complex-Curve in einer Ijeliebigen durch pX gelegten Ebene in das 
System zweier Puncte auf, welche auf OX liegen, imd der Complex- Kegel, 
dessen Mittelpunct ein beliebiger Pimct von oX" ist, zerfilUt in da.s Sj’stem 
zweier Ebenen, die sich nach OX schneiden. 

Für die Gleichung des Polar-Complexes der -Axe OX erhalten wir unter 
dieser Constanten-Bestinunung die folgende: 

<r — 0, 

welche alle Linien ilarstellt, die die Axe OX schneiden. Die Axo OX ist 
eine Doppellinie des gegelienen Complexes geworden (vergl. n. .300). Eine 
Doppellinie ist .sonach eine .singuläre Linie, deren Iteziehung zu dem Complexe 
sich in der Wei.se particularisirt hat, das.s ein jeder auf ihr angenommener 
Punct ein singulärer Punct und jede diuch sie hindurchgelegtc Ebene eine 
singidäre Ebene des Complexes ist. , 

In der 284. — 286. Nimimer haben wir die in Y Z unendlich weit liegende 
gerade Linie zu einer Doppellinie des Complexes gew.ählt, und, dem ent- 
sprechend, gefunden, dass alle Comjdex-Cylinder, deren Seiten der Eltene YZ 
parallel sind, in Systeme von zwei zu YZ parallelen Ebenen zerfallen. 

Im -Allgemeinen enthält ein gcgeljener Complex des zweiten Grades keine 
Doppellinie. Es verlangt dos eine einfache Particidarisation desselben. 

308. Wir wollen die Gleichung des gegelienen Complexes des zweiten 
Grades wiederum unter der folgenden Form schreilien; 

W — 0. (156) 

Ohne den Complex .selbst zu ändern, können wir zu dieser Gleichung die 
Identität 

— ra -)- ip = 0, (157) 

mit einem beliebigen Factor multiplicirt, hinzuaddiren. Dann -erhalten wir: 
.Q -1- Ä (— ro + rp -1- Aij) = 0. (158) 
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Pem entsprechend winl die Gleichung des Polur-Complexes, der einer gege- 
lienen geraden Linie (r', s', />', — a\ ij') zugc»ordnot ist, die folgende; 





i-+i 
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]■+[ 
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+ Xrj' 








k:) 


-f ii'] 


e + 1 




) + Xh' 


] »? = 0, 



1/-'] ff 

* (159) 



die sieh auch unter der anderen Form schreiben lässt: 

+ + i*)“' + (J? + »ißo) 

Wenn wir dann * einen festen Werth ertheilen, knflpft sich an diese dop- 
l>elte Form derselben Gleichung in dom nämlichen. Sinne eine Theorie 
der Qeciprocität, wie sie Qergonne zuerst Iwi ebenen Cmwen und 
Flächen der zweiten Ordnung entwickelt hat.*) Wir kännen dieselbe in den 
folgenden Worten zasammenfkssen : 

Einer jeden geraden Linie, welche dem Polar-Complcse 
einer gegebenen geraden Linie angehört, entspricht ein Polar- 
Coniplex, welchem, umgekehrt, die gegebene gerade Linie 
angehört. 

Die Gesammtheit aller geraden Linien des Ilaumes mit ihren Polar- 
(,’omplexen bilden ein Polarsystem. Für die Gleichung desselben können 
wir die vorstehenden leiden (159) und (160), die unter sich identisch sind, 
ansehen, indem wir ndwn r, h, — ff, g, t/ auch r', x’, //, — <r', q', 
aller unabhängig davon, als veitluderlich lietrachten. Einer anderen Annahme 
der unliestimmten Coastante ). entsprechend erhalten wir au.s dem gegebenen 
Cüinplexc des zweiten Grades ein anderes Polareystem, welches zu dom Com- 
plexe in derselben Peziehung steht, wie das uraprönglich ausgewählte. 
Wahrend ein Coinplex 40*8 zweiten Grades von neunzehn Constanten al>- 
hängt, ist ein jedes der Polar-Systerae, welche demsellien zugehören,, durch 
zwanzig Coiistante Ixistimmt. 

309. Um auszudrücken, dass die gegeliene gerade Linie selbst ilem ihr 
zugconlneten Polar-Complexe angehöre, erludten wir, imalthängig von dem 
licsonderen Werthe, den wir der Constante X beilegen wollen, unter Berück- 
sichtigung der Oleichimg (157), die folgende Bedingmig: 



*) Geometrie de» RitumeB. d. ä&S. 
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(-'.») - 0. 
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Diejenigen Linien, welche den ihnen zugeordneten Polar- 
t’oiuplexeu selbst iingehören, sind in allen Polar-Systemen die- 
selben und fallen mit den Linien des gegebenen Complexes des 
zweiten Grades zusammen. 

Wemi in einem Polarsysteme, als dessen Gleichung wir die Gleichung 
(15!)) betrachten wollen, der Polar-Complcx einer gegebenen geraden Linie 
ein Complex von der besonderen Art sein soll, dessen Linien silmmtlich eine 
feste gerade Linie schneiden, .si> erhalten wir, nach den Erörterungen der 
45. Nummer, indem wir, wie in der 2!)!). Nummer, 




setzen, unter Beiflcksichtiguhg iler tileichung (157). die folgende: 

i<t>) + i Uit — 0. (lt;2) 

Diese Gleichung wird unal)htlngig von dem l)esonderen Werthe, den wir i 
gegeljen haben, erfflllt, sobald die Iteiden Gleichungen: 



(./.) = 0, (ii) = 0 



befrietligt werden. Es sind dies dieselljen Gleiclumgen, durch welche wir, 
in der dOO. Nummer, die singiilören Linien des gegelHnien Complexe.s Iv- 
stinmit Imlsm. Wir erhalten also, in Uelterein.stiiimiung mit dem Enlheren, 
den Satz, dass die Polar-Complexe der singidören Linien des gegebenen Com- 
plexes in allen zugehörigen Polar-Systemen Complexe von der beson- 
deren Art sind, deren sammtliche Linien eine feste gerade Linie 
schneiden. 

310. Wir wollen 7. in dem Folgenden, unlH>schadet der Allgemeinheit, 
gleich Null setzen und das durch diesen Werth von i Ixstimmte Polarsy.stem 
einer näheren Hetrachtung unterwerfen. Es schreibt sich daun die Gleichung 
des Polarsy.steras unter der dop]x?lten Fonn: 



a?) ' + (7?) ■■ + cn ‘ 1?) “ + (*,1) <■ + ct“) . - »■•'«) 



und : 



d <i 

dr 



. , dSl . , 6Sl , dSl . , dSi . , dSl . 

' + Jl, + Al. ■ /' + A- • " + A. • (» + A., •'/ =!’• 



(1C4) 



ds ' dh * da ' ^ ^ 

Sei eine gerade Linie gegel«;n. Dersellx?n entspricht in dem Polar-System 
ein Polar-Complex. Jeder Linie des lezteivn gehört ein Polar-Complex an, der 

f'lilrkrt. IJeutticlii.*. 
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die ({egfbene gerade Linie enthalt. Alwr ün Allgemeinen halx*n die Polar- 
Complexe, welche den Linien eine.s beliebig angenommenen lineai-en Com- 
plexes enb-preehen, keine genule Linie mit einander gemein. Dazu bedarf es 
einer be.sonderen Lage desselben gegen dsis gegelx-ne Polar-System. 

Die Polar -t'oinplexe, welche zwei gegelxmen geraden Linien entspre- 
chen, bestimmen eine lineare C'ongnieuz. Die gegelameu beiden geraden 
Linien gehören einem jeden deijenigen Polar -Comi)lexe an, die den Linien 
der C'ongruenz entsprechen. Und umgekehrt halxui auch die Polar-Complexe 
idler Linien einer Ixdiebig angenommenen lincaivn C'ongruenz zwei feste ge- 
rade Linien gemein. Denn vier Linien der Congruenz bestimmen durch 
ihre Polar-t'omplexe zwei }^‘rad(! Linien. Die Polar-Complexe dieser zwei 
geraden Linien haben vier Linien der gegebenen Congruenz und .somit alle 
ders(»lben gemein. 

Wenn drei gerade Linien gegeben sind, so bestimmen die Pohu'-Com- 
plexo ein Hyia-rboloid durch die Linien einer Erzeugung dessellx-ii. Eine 
beliebige der Linien denselben Erzeugimg, die wir als die erste bezeichnen 
wollen, besitzt einen Polar-Complex, dem die gegebenen drei geraden Linien 
aingehören. Die gegelxnen drei geraden Linien bestimmen, als Linien eisiter 
Eraeugung, ein zweites llyperlwloid. Die beiden lly|X‘rboloide entsprechen 
sich gegenseitig. Die Linien der ersten Erzeugung des zweiten IIyjx‘rlx)loids 
gehören den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugmig de,s ersten Hyix-r- 
Iwloids an, und eheiLso die Linien erster Erzeugimg des ersten Hj'jx'rboloids 
den Polar-Complexen der Linien erster Erzeugung des zweib-n Hyperboloids. 
Die zweite Erzeugung jedes der Ix'iden Hyperboloide kommt dabei nicht 
weiter in Betracht, .Teder Erzeugung entsprechend ist einem gegebenen 
Hy|X‘rboloide ein zweites zugeordnet. 

Indem wir die drei gegelienen geraden Linien insbesondere so annehmen, 
da-ss sie sich in einem Puncte schneiden oder da-ss sie in einer Eliene liegen, 
Ix-stimmen sic alle Linien, welche dmeh einen festen Punct hindurchgehen, 
oder welche in einer fasten Ebene enthalten sind. Es entspricht also in dem 
Polar-Systeme je<lem Puncte und jtnler Elx-ne die eine Erzeugung eine.s 
Hyperbolokls. Der Polar-Complex, welcher einer beliebigen Linie dieser Er- 
zeugung angehört, ist von der Ix'sonderen Art, dass alle seine Linien eine 
feste gerade Linie schneiden. Diese feste gerade Linie geht bezflglich durch 
den gegebenen Punct «ler liegt in der g(‘gel>enen Ebene. Die Linien der 
einen Erzeugimg der Hyperboloid.s gehören dem durch die (xleichung (D!2) 
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bestimmton Complese an. I>iis Hv|)erl>oloid ist nicht soHwt particiihirisirt^ 
sondern nm" seine Lape zu dem Polar-Systein. 

Nehmen wir insbesondere für die drei sich schneidenden geraden Linien 
die drei Coonlinaten-Axen OX, Ol', OZ oder die drei in den Coordinaten- 
Ebunen }' Z, XZ, XI' unendlich weit liegenden geraden Linien, so erhalten 
wir zur Bestimmung desjenigen Hyperboloids, welches liezflglich dem Coordi- 
naten-Anfaugspuncte oder der unendlich weit liegenden Ebene zugeordnet ist, 
die folgenden drei Gleichungen; 



= 0 
6r 


6Sl 

= 0 
d« 


= 0 
6 h ’ 


(ig:.) 


= 0 
da 


= 0 
dp ’ 


A- = 0. 
d^ 


(1G6) 



Unter Ijeiden Annalimen wird die Gleichung (H>2): 

»$l dP. 6a iil , dSl 

6r da 6s 6p 6h 6ij 

eifollt, welche diejenigen geraden Lmien darstellt, denen in dem gegelxmen 
Polar-System (i = 0) solche Polar-t’omplexe entsprechen, deren sAnmitliche 
Linien eine feste gerade Linie schneiden. 



» .»• 

Fläche vierter Ordnung und Classe, von den singulären Puncten des Complexes 
gebildet, von den singulären Ebenen desselben umhüllt. 

311. Wir haben einen Punct, dessen Complex-Kegel sich in das Sj'stem 
zweier Ebenen auflöst, einen singulären Punct, und eine Elwne, deren 
Comples-Curve in das System zweier Puncte ausartet, eine singuläre 
Ebene dos Complexes genannt. 

Die Durchschnittslinie der beiden Ebenen, in welche sich der Complex- 
Kegel, des.sen Mittelpunct ein singulärer Punct ist, aufgelöst hat, so wie die 
Verbindungslinie der lieideu Puncte, in welche die Complex-Curve, deren 
Ebene eine singuläro Ebene ist, zerlällt, .sind singuläre Linien des Coin- 
plexes. In diesem Sinne ent.spricht einer je<lon singtdären Linie ein singulärer 
Punct und eine singuläre Ebene. Alle Complex-Ciurven, welche in Etenon 
liegen, die durch eine singuläre Linie hindurdigelegt sind, berilhreu dieselbe 
in dem entsprechenden singulären Puncte, und alle Complex-Kegel, deren 

30* 
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llitO'lpuncte auf einer sin>rularen Linie angenommen !<in<l, l>ertlliren nadi 
derselben die entsjireehende singulftre El)eue. AVir wollen den einer singu- 
lären Linie entsprechenden singulären Punet und die dei-selben entsprechende 
singidäre Ebene als einamler zugeordnet bezeichnen. 

Die singuläivn Linien eines gegebenen C'omplexes bilden eine t'ongruenz 
vom vierten Grade. Dieselbe ist durch die zweigliedrige Grupja; zweier 
Comple.xf* des zweiten Grades bestimmt, von denen der eine der gegebene 
Ist und der amlere erhalten wiixl, wenn man in die Beilinguugs-Gleichung 
dw zweiten Grades, weh-lier die Linien -C'ooitlinaten genügen mfls.sen, an 
Stelle der t'oordinaten die nach densellien g<‘nomineneu partiellen Differontial- 
ipiotionten der Gleichung des gt“gebenen Komplexes einsetzt. Im Allgemeinen 
sind vier unter den Tangenten einer gegelx*nen L'omplex-Ciirve und vier 
unter den Seiten eines gegel>enen Complex- Kegels singuläre Linien. AVenn 
insl)esondere die Complex-Curve sich in das System zweier Pimcte o<ler der 
Complex-Kegel sich in das System zweier Ebenen auf löst, fallen zwei von 
den vier singidären Linien bezüglich in die A\‘rbindungslinie der beiden Piincte 
oder in die Diuxlischnittslinie der beiden Ebenen zusammen. 

312. AA'enn sich die l.'omplex-Cun-e in einer gegelamen Elxme so i*ur- 
ficularisirt, da.«.s sie sieh in zwei Puncte auf löst, welche in einen zusainmen- 
falleu, wollen wir die Ebene eine Doppelebene des C'omplexes nennen. Als 
einen Doppelpniict Ijezeichnen wir einen solchen, der Mittelpunet eines 
Complex-Ktgels ist, welcher in das System zweier, in einen zusammenfallen- 
der Ebenen aiisgeartet ist. Dcijenige Punet, welcher von den Linien des 
C'omplexes in einer Doppel-Ebene umhüllt winl, ist dämm noch kein Dop- 
IH-lpuuct, so wenig wie die Ebene, die von den durch einen Dopjielpimct 
hiiulurchgehenden Linien des C'omplexes gebildet winl, eine Dopi>elebene. 

Eine jede Linie des gegebenen C'omplexes, "welche in einer Doppelelx-ne 
liegt oder dun h einen Dopiielpunct hindiirchgeht , ist eine singuläre Linie 
de.ssellien. Die Dopj*elebenen und Doj»j)elpunete sind solche Ebenen und Puncte, 
welche unendlich viele Linien aus der t'ongruenz der singulären Linien enthalten. 

Einer jeden singulären Linie, welche in einer I>opix*lelx‘ne liegt, entspricht 
diese als singuläre Elx'ne. Der jeder einzelnen singulären Linie entsju'echeude 
singidäre Punet fitllt darum noch nicht mit dem singulären Puncte zusammen, 
in welchem sie sich alle schneiden. A'ielmehr entspricht einer jetlen singulären 
Linie ein zweiter, im Allgemeinen von dem ersten verschiedener singulärer 
Punet. Wenn sich die singuläre Linie in der Dop|xilebene um den festen 
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Punct dreht, welcher in dersellwn von den Linien des Complexes umhüllt 
wird, beschreibt der entsprechende singuläre Ihinct eine Curve der zwei- 
ten Ordnung, welche durch den festen Punct hinduichgeht. Wälu^nd 
einer singulären Ebene im Allgemeinen ein singulärer Punct zugeordnet ist, 
entsprechen einer Dop[)elebene unendlich viele zugeordnete singuläre Piuicte, 
welche auf einer Gun-e der zweiten Ordnung liegen. 

Einer jeden deijenigen singulären Linien, welche durch einen Dopjielpimct 
hindurchgehen, entspricht die.ser als singulärer Punct. Aber jeder derselben 
entspricht, im Allgemeinen, eine singuläre Eliene, welche nicht mit der- 
jenigen festen Elxme zusiunnienfällt, die von den durch den Doppelpunct 
liiudurchgehenden Linieu des Comideses gehildet winl. Alle diese Ebenen 
umhüllen eine Kegelfläche der zweiten Classe, die in.sbesoiülere die 
feste Ebene berührt. Während einem singulämi Puncto im Allgemeinen 
eine singuläre Eljene zugoordnet Lst, entsprechen einem Dopjielpimcte unend- 
lich viele zugeordnete singuläre EIxmen, welche eine Kegelflüche der zweiten 
(üas.se umhüllen. 

Die analytische Bestätigmig der vorstehenden, geometri.schen Folgeningeu 
entnehmen wir der 289. und 290. Kummer, in denen die imendlich weit 
entfernte Ebene für eine Doppelebene des Complexes genommen ist. 

313. Eine singuläre Linie kann sich in der Art jmrticularisiren, dass 
eine jede durch sie hindurchgelegte Ebene eine singuläre Etxme und da-ss 
ein jeder auf ihr angenommener Punct ein singulärer Ihinct ist. Solch’ eine 
gerade Linie haben wir eine Dop|x>llinie des Complexes genannt (n. 307). 
Aller es verlangt eine Particularisation des gi^ebenen Complexes, wenn der- 
selbe eine Dopiiellinie enthalten .soll. Wir .schlieasen die Iflöglichkeit, da-ss 
der gegebene Complex sich in der dazu nöthigen W'eise jiarticulatisire, von 
der ferneren lletrachtung aus. 

In einem gegebenen Complexe kann es ausgezeichnete Puncte oder 
Ebenen von der Art geben, dass alle durch dieselben hindurchgehenden, lie- 
zflglich alle in denselben liegenden geraden Linien Linien des Complexes sind. 
Dann ist jede durch den Punct hindurchgelegte Ebene eine singuläre Elxme, 
jeder in der Ebene angenommene Punct ein singulärer Punch Solch'' eine 
Ebene haben wir in der 292. Nunmier mit der unendlich weit entfernten 
Ebene zusamnienfallen lassen. Nach den Erörterungen dieser Kummer ver- 
langt es eine seclisfache Particularisation, wenn für einen gegebenen Complex 
die unenillich weit liegende Ebene von dieser liesonderen Art sein soll. 
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Im Allgemeinen also gibt es derartige Ebenen und Puncte nicht. Wir sehen 
in dem Folgenden von der Möglichkeit ab, dass der gegel)ene Coinplex sich 
dementsprechend particulnrLsirt habe. 

314. Damit sich ein gegel>ener Kegel zweiter Ordnung in das System 
zweier' Ebenen, oder eine gegebene Curve der zweiten Classe in da« System 
zweier Puncte aul'löse, ist eine Bedingniigs-üleichnng zu erfüllen. Es wird 
also von den singulämi Puncten eines t'oraplcxes eine Flüche gebildet, 
und von <len singulüren Elxmen dessellren eine Fläche umhüllt. Dagegen 
sind drei Bedingimgen zu erfüllen, wenn die beiden Ebenen, in welche sich 
ein Complex-Kegel, bezüglich die beiden Pimcte, in welche sich eine (‘omplex- 
t'ur\-e auflöst, zusainmcnfallen sollen. Es gibt also eine endliche Anzahl 
von Dopirelpuncten und Dopiielelxmen. 

ln dem sechsten und siebenten Paragraphen des vorigen Alwehnitts 
haben wir nachgewiesen, dass auf der Coonlinaten-Axe OX, welche wir zur 
Doppellinie einer Complexflflehe genommen hatten und die ganz beliebig an- 
genommen wonlen war, vier singulare Puncte liegen imd dass dunh dieselbe 
vier singulüra Elx-nen hindurchgehen (vgl. n. 21.'}). Wir erhalten somit 
unmittelbar die folgenden Satze: 

Die von den singulüren Puncten eines Complexes des zweiten 
Grades gebildete Fläche ist von der vierten Ordnung. 

Die von den singulüren Ebenen eines Complexes des zweiten 
Grades umhüllte Flüche ist von der vierten Classe. , 

31.'). Um die Gleichung der Flüche der singulüren Puncte in Punct- 
Coonlinaten zu erhalten, gehen wir von der Gleichung (lli des CVraplexes 
zweiten Grades in Strahlen-Coordinaten aus. Wir haben auszudrfleken, dass 
sich der Kegel, welchen die Gleichung des Comjdexes darstellt, sobald wir 
den Veränderlichen x, tj, z feste Werthe ertlieileii, in ein System zweier 
Ebenen aufK^e. Von den sechs Strahlen-Coordinaten : 

(r — -r'), — (yz’ — (.r'j — .r;'), (.ry' — .r>) 

können wir die letzten drei auf folgende Weise schreiben: 

( (y — .t^') * — y (t — •»■') - )• ( (••■ — x')y — x{y — y')\ 

Dadurch nimmt die Gleichung II des Complexes die folgende Fonn an: 
a (x — .r')» -1- •2Ä(a- — r') (y — y') + r(y — y’)> 

+ 2(/(x — x’) — :') -t- 2f{y—y') (: — z’) -p f{: — :')» = 0, (167) 

wo 17, /}. r, 4. e, f Functionen des zweiten Grades in x, y. z sind. Iasl)e- 
«ondeiv finden wir; 
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II = ,1 + Ä’:‘ + /yä — — 2/*: + ’lihj, 

b m’ ! — Fxy + Kxz -\- Ly z — M :* + (.V — 0) z — Qx Ry, 
f _ /? + Dzi 4 - /'.fä — 2if,.ri — iRx + 'ISz} 

(I — // — Exz + Kxy — Ly^ + Myz — Xy + Px — t’i, 
e — 0 — Dyz — hx' -}- Lxy 4- M xz + (tx — Sy + Tz, 
f — C + />y ’ + Ex' — 2 Mxy — 2 Ty + 2 Ex. 

Um uiiszudi'üdsen , dass sich der durch die (ileichuiifj (167) diirgestellte 
Kegel in dos System zweier Elx-nen iiuflöse, erhalten wir, nach der 186. Num- 
mer, die folgende Uedingung! 

urf + 'Hule — ac' — cd* — fb* = 0.; (16t*) 

Wenn wir in diese Oleiehung fOr «, b, r. d, e, f die Werthe au.s der Glei- 
chung (168) cinsetzeu, bekommen wir die ge.suehte Gleichung der Flüche. 
Dieselbe ist scheinbar vom sechsten Grade. Es werden sich also bei der 
wirklichen AusKYhrimg der in (169) augedeuteten Multiplicationen die Glieder 
fünfter und seclister Ordnung in .r, y, z forthehen. 

316. Wir erhalten die Gleichung der von den singulürcn EKmen des 
Complexcs umhüllten Flüche in Ebenen-Coonlinaten , wenn wir in den vor- 
stehenden Gleichungen (168) nach den Vertauschimgsregeln der 153. Nmmner; 

.r, y, z mit t, ti, v 
und 

./, n. C, i;, //, /, P, <J, R 

bezüglich gegenseitig mit 

n. E, F, h, L. .)/, S, T, E 

vertau-sehen. Ungeändert bleiben dabei die Constanten:, 

-V. O. 

Wenn wir nach der Vertauschung statt a, a, statt b,'b' u. s. w'. schreiben, 
so kommt: 




n = n Rr* Cu* — 26’mp — 2Vr-|-2r«,( 

b’ — M — Cltt C Iv Hur — fv* -)- (.V — 0) r — 7V -j- Eu, 

e' — -f ,le* -f Ct* — 2 Ute — 2 El -f 2 Pe, 

■ d' L — Ric -f- Ctu — //«» -|- Luv — -V« -p St — Rv, 
e' = K — -li/r — C/» Uhl -f- Itv (U — Pu -p Qc, 

— F + -tu* -p Rl* — •lUtt — iQu -p '2RI, 
und wir erhalten die Gleichung der Flüche unter der folgenden Fonn: 
o'f 'l.' ’ib'd'c' — a'e'* — c'd'* — f’b’* = 0 . 



(170) 



(171) 



Bezüglich der lleductiou der vomtehenden Gleichung, die in /, «. v scheinbar 
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vom sechsten Gnul ist, auf den vierten Onul in diesen Veränderlichen gilt 
das in der vorigen Nummer Gesagte. 

Wenn wir die Au.sdrflcke (170) fdr n, h', r\ iT, e\ f durch EinfOhmng 
einer vierten Veränderlichen »' homogen machen und dann in die Gleichung 
(171) einsetzen, so wird diese allerdings vom sechsten Grade und reducirt 
nur dadm-ch auf den vierten, dass sich von ihr ein Factor »• absondert. 
Die Gleichimg (171) sagt, geometrisch gfsleutet, nicht sowohl aus, divs-s sich 
die fomidex-Curve in einer gegelxmcn Eljene (, », r, w> in das System zweier 
Puncte aiifhjse, als dass derjenige Kegel zweiter Classe, der sich durch die 
fragliche Cümi)le.\-Gui^'e und den Coordinaten - Anfangspuuet als Mittelpunct 
hindurehlegen läast, in das System zweier umhüllter Axen zerfilllt. Es 
lindet d:i.s für eine jede Ebene .statt, welche durch den Coordinaten-Anfangs- 
punct hindurcligeht, und daher der Fn<‘tor w*, welcher, gleich Null gesetzt, 
den C'ooidinaten-Anfangspunct darstellt. 

;U7. Fline beliebig angenommene gerade Linie schneidet die Fläche der 
.singulären Puncte iin Allgemeinen in vier Pnncten, und es liussen sich durch 
dieselbe im Allgemeinen vier Tangential-Elrenen an die Fläche der singulären 
KlKMien legen. Wenn die angenommene gerade Linie in-sbesondei'e eine 
singuläre Linie des Complexes Lst, so fallen zwei der vier singulären Puncte 
in «len entsprechenden Punct und zwei der vier singulären Elienen in die 
entsprechende Ebene zusammen (vcrgl. n. il06.). Eine singuläR* Linie Iw- 
rfllud also .sowohl die Fläche der singulären Puncte als die Fläche der singu- 
lären Ebenen. Herühnmgs-Punct mit der ersten Fläche ist der entsprechende 
singuläre Pimct, Herflhnmgs-Elx'ue mit der zweiten Fläche die entsj)rechende 
.singuläre Ebene. 

Für solche singuläre Linien, w'clche in einer Doppel-Elxme des Complexes 
litten, fallen von den vier Durchschnittspuncten mit der Fläche der singulären 
Puncte i«mrwcise zwei zusammen. Solche Linien sind also Doppeltan- 
genten der Fläche der singulären Puncte, in dem Sinne, dass sie in 
zwei vemchieilenen Puncten diese Fläche benihR-u. 

EIhjilso fallen von den vier Tangential-Ebenen, welche sich, im Allgemeinen, 
durch eine gegebene gerade Linie an die Flär-he der singulären Ebenen legen 
la.ssen, isiarweise zwei in eine zicsammen, sobald die gegel>ene gerade Linie 
eine der singuläi-en Linien Ist, welche dnreh einen Doppelpunct des Complexes 
hindurcligehen. Diese Linien sind also Doppcltangenten der Fläche 
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der singulilren Ebenen, in dem Sinne, dass sie nach zwei verschiedenen 
Ebenen diese Flache berflhren. 

318. Die vier singulären Linien des Coinplexes, welche in einer Mie- 
bigen El>ene liegen, benlliren die in dieser El>ene von Linien des Coraplexes 
uinhftllte Cur\'e in den ihnen entsprechenden singulären Puncten. In den- 
•selben Puncten berflhren diesellien geraden Linien die Fläche vierter Ordnung 
der singulären Puncte. Die Durchschnitts - C'irrve vierter Ordnung dieser 
Fläche mit einer beliebigen Ebene berührt also die in dieser Ebene liegende 
C'omplex-Curve in vier Puncten. Von den acht Durchschnitbs-Puncten, welche 
die Ireiden Curven haben mfl.s.sen, fallen jedesmal zwei in einen Ikn-flhi-ungs- 
jnmct zusammen. 

Ebenso berflhrt derjenige Complex-Kegel, welcher einen beliebigen Pimct 
des Ilaumes zum Mittelpuncte hat, den Kegel vierter Classe, welcher sich 
von dem Ixdiebig angenommenen Puncte aus an die von den singulären 
EIx'uen nmhflllte Fläche der vierten Clusse legen lä-sst, nach vier geimlcn 
Linien, welche die vier singulären Linien sind, die durch ihn liindurchgehen. 
(temeiusame Tangential -Ebenen der beiden Kegel nach diesen vier gei-aden 
Linien sind die entsprechenden singulären Ebenen. 

Wir wollen fflr die Ireliebig angenommene Ebene iuslresondere eine sin- 
guläre Ebene wälilcn. Der in dersellien von Linien des Comple.\es umhflllte 
Ort wird, nach wie vor, von der Durehsclmitts-Curve der singulären EIxme 
mit der Fläche der singulären Puncte in vier Puncten berfllirt. Die gemein- 
samen Tangenten in den vier Berfllmmgspimcten sind singuläre Linien. Die 
Bcrflhnuigspuncte der singulären Linien sind die l>e/.flglich ent.spreclienden 
singulären Puncte. Von den vier singulären Linien, welche, im Allgemeinen, 
in einer gegebenen Ebene liegen, fallen für eine singuläre Ebene zwei in die 
dieser entspm-hende singuläre Linie zusammen. Die Ijeiden anderen gelien 
in beliebiger Richtung jede durch einen der lieiden Puncte, in welche sich 
die Complex-Curve aufgelöst hat. Von den vier llerflhrungspuncten der 
Durclisrhnitts-Curve der Fläche der singulären Puncte mit dem von den 
Linien des Coraplexes umhflllten Ort fallen also zwei in die beiden Puncte, 
in welche sich die Complex-Curve in der singulären Ebene aufgelöst liat, 
während die anderen beiden mit dem der gegeljenen singulären Eliene zu- 
geordneten singulären Puncte znsanimenfallen. 

Die Durchschnitts-Curve vierter Ordnung der Fläche der 
singulären Puncte mit einer beliebigen singulären Ebene hat in 

t*l«cker, GmnMlrtv. 40 
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«lern dieser Ebene zugeordneten singulären Puncte einen Dop- 
pelpunct. 

Auf dieselbe Art beweisen wir den Satz: 

Die Ivegelflftehe vierter Classe, welche sich von einem be- 
liebigen singulären Puncte aus an die Fläche der singulären 
Ebenen legen lässt, hat die diesem Puncte zugeordnete singuläre 
Ebene zur Doppelebene. 

31!). Die anuljlLsche Bestätigung dieser geometrischen Folgerungen ent- 
nehmen wir den Gleichungen (1G9) und (171), welche die Fläche der singu- 
lären Puncte imd die Fläche der singulären Eljcnen bezöglich in Punct- und 
Eljcnen-Coordinaten darstellen. Wenn wir annehmen, dass die Ebene XZ 
eine singuläre Ebene sei und dass die entsprtrhende singuläre Linie mit D.V, 
der zugeordnete singuläre ihmet mit O Zusammenfalle, so erhalten wir aus 
der 305. und der 306. Nummer die folgende Constanten-Bestimmung: 

.1 — 0, //— 0, /— 0, /'—O. 

Dmliurh bekommen die Ausdrfleke «, A, r, d, e, f (168), wenn wir in denselben 
zugleich >/ verschwinden lassen, die folgenden Werthe: 

a = Ez*, \ 



b — Kxz — Mz* + (.V — ö) 2 — (>j, 
r — y? -f- /) 2 * -f- Fx *’ — 2 Lxi — 2Rx -f- 2.Vi, 
d ^ — Exz — Vz, 
c *= G — h x^ -|- j )/ XZ -|- Ox -|- T 2, 
f *** f'-f- 

Wenn wir in denselben x und z gegen Constante, so wie zweite Potenzen 
von X und z gegen erste vernachlässigen, so erhalten wir; 

fl = A’2», I 

b = (X—0)z — Ox, 



c ~ B, 



,/ « _ Vz, 



(173) 



e —> G , 
C. 



Und indem wr diese Werthe in die Gleichung (169): 

aef -|- 2bdc — ae* — vd^ — fb* mm (i 
einsetzen, finden wir die folgende Gleichung: 

BCEz^ — 2GUz ((.V— 0) 2 — Qx) — EG»z* 

— BL'^z* — C{(X—0)z — G.i)« = 0 (174) 
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um diejeuiiieii singulären Puncte darziLstellen, weUthe in der singidären El>eue 
XZ in der Nälie des zugeoiilueten singulären Punctos O liegen. Diese Olei- 
ehung enthalt nur Glieder zweiten Grade» in x und z. Die Durchsehnitts- 
Curve der Fläc-he der singulären Punete mit der Elx-'ne XZ besitzt also, in 
Uebereiastimmung mit den Schlu.ssfolgerungen der vorigen Xummer, im Coor- • 
dinaten- An längs jumete einen DopiKilpnnct. 

Wir mögen noch liemerken, das.» dieser Dop|)elpimet ein Röckkehqmnct 
wird, wenn ausser den tbastanten .t. II, I, auch noch die Constante (> 
verschwindet. Daim ist, nach den Erörterungen der 307. Nummer, die A.xe 
()X eine D(*ppellinie des gi3gel>enen Complexes. 

Auf dieselbe Art können wir uachweisen, dass der Kegel vierter Classe, 
der sich von einem beliebigen singulären Pimcte aus an die Fläche der sin- 
gulären Ebenen legen lässt, die dom angenommenen .singulären Puncte zuge- 
ordnete »ingulAre Elxitie zur Doppelebene hat. 

320. Nach dem Vorstehenden ist je<le singulära Ebene eine Tungi-ntial- 
Ebene der von den singulären Puncten gebildeten Fläche vierter Onlnimg. 
Iterähningsirtinct ist der zugeordnete singuläre Punct. Und umgekehrt ist 
je<ler singidäre Punct ein Punct der von den .singulären Elieuen umhüllten 
Fläche vierter Chuwe. Tangential-Kl)ene in dem»ell>en ist die zugeonlnete 
singidäa* Eljcne. 

Die Fläche vierter Ordnung, welche von den .singulären 
Puncten des Complexes gebildet wird, und die Fläche vierter 
Classe, welche von den singulären Ebenen desselben umhüllt 
wird, sind identisch. 

Eine jede singulär»* Linie des Complexes Iteröhrt die Fläche vierter Onlnung 
und vierterClasse der singulären Pimcte und singulären Elwnen. Der Berilhrungs- 
punct mit der Fläche Ist der entsprechende singuläre Punct, die Berühmngseliene 
in demsellien die entsprechende singuläre El>ene. Die beiden übrigen Schnitt- 
puncte »1er singulären Linie mit der Fläche sind ' diejenigen beiden Puncte, 
in welche sich die Complex-Curve in der entsprechenden singidären Elieno 
aufgelöst hat. Ebenso sind die lieiden übrigen Tangential-Ebenen, welche 
sieh duR’h die singuläre Linie an die Fläche legen las.sen, diejenigen I)eiden 
ElK*nen, in welche der Complex-Kcgel zerfilllt, dcss»‘n Mittelpunct der zuge- 
ordnetc Punct ist. Die Richtung der einer singidären Ebene und ihrem zugeord- 
neten singulären Puncte entsprechenden singidären Linie ist durch die Fläche 
der singidären Puncte und singulären Ebenen noch nicht gegeben. Die 

40 * 
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Flache hangt von weniger willkürlichen Constanten ab, als der Coniplex 
zweiten Grades, welcher sie bestimmt. 

321. Die von den singulären l’iincten des Complcxes gebildete und von 
den singulären Ebenen dessellxm umhüllte Flache ist von der vierten Onl- 
nmig und der vierten Classe. Sie hat also, im Allgemeinen, secliszehn Doi>- 
pelpuncte und secliszehn Dopjrelebenen. Die Möglichkeit, da-ss die Fläche 
sonstige Singularitäten, insliesondere einen Dopjielstralil und eine mit dem- 
selben zusammenfallende Dopixdaxe besitzt, durch welche die Anzahl der 
Dopixdpuncte und Doppelebenen erniedrigt wflnlc, bleibt ausgeschlossen, so 
lange nicht der gegebene Coniplex selbst partioularisirt ist. 

Die Tangential-Ebenen der Flache in einem Dopiielpuncte dersellien um- 
hüllen einen Kegel der zweiten Classe und die Berflhrungspuncto derselben 
mit einer ihrer Dopjielebenen bilden eine Curve der zweiten Oidnung. Wir 
haben in der 312. Nummer nachgewiesen, dass die singulären Ebenen, welche 
durch einen Doppelpimct des Complcxes gehen, ebenfall.s einen Kegel der 
zweiten Cla-sse umhüllen, und da.s.s die .singulären Puncte, welche in einer 
Dopixleliene des Complcxes liegen, eine Curve der zweiten Ordnung bilden. 

Die Doppelpuncte und Doppelebenen des Complcxes fallen 
mit den Doppelpuncten und Doppelebenen der von den singu- 
lären Puncteu gebildeten und von den singulären Ebenen um- 
hüllten Fläclie zusammen.! 

Und hieraus: 

ln einem Complexe zweiten Grades gibt es, im Allgemeinen, 
sechszehn Doppelpuncte und sechszehn Doppelobenen. 

Welcher Punct in einer Doppelebene von den Linien des Comple.\es um- 
hüllt, oder welche Ebene in einem Dopitelpuncte von den Linien des Com- 
plexes gebildet wird, ist durch die Fläche der singulären Puncte und Ebenen 
noch nicht testimmt. Der Punct kann ein beliebiger Punct der Berühnmg.s- 
Cnrve, diu Ebene eine beliebige Elx'iie des Benlhnmgs-Kegels .sein. 

322. Wir gehen zu der Gleichung der Fläche der singulären Puncte 
imd Ebenen in Plan-Coordinaten (171) zurück: 

a’e' f 2// d‘e' — «'r'* — c'rf'* — f ' — 0. 

Wir wollen dieselbe durch Einfülming einer vierten Veränderlichen, w, homo- 
gen machen. Es kommt dies danmf hinaus, dass wir die für >!, r, d, e, f 
gefundenen Aasdrficke (170) durch Einführung dieser Veränderlichen homogen 
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rauchen und, nach Kiit‘<eteung dieser Ausdrücke in die Gleichung (171), 
den Factor welchen dieselbe erhillt, veruuchlilssigen. 

• Wir wollen die Gleichung der Flüche in der folgenden Weise sclireiben: 

f~0. (175) 

Dann erhalten wir für die Gleichung des Pols einer gegebenen Ebene 
{!', m', v', »') in Bezug auf diese Flüche, nach der 296. Nuinmer, die folgende: 



Die rechtwinkligen Coordinaten des Pols sind also: 



CO , (K) . GO 



(176) 



Wenn wir die homogen gemachten Ausdrücke //, e', rf', e', f in die 
Gleichung (171) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung: 

F - 0, (177) 

und es ist, nach dem Vorhergehenden: 

F=w*f. (176) 

Es ist also CTlaubt, in den Formeln (176) die nach t, u, t, » genommenen 
Differentialquotienten der Function f bezüglich durcli die folgenden Functionen 
zu ersetzen: 

(iF\ {SF\ (SF\ (iF _ 2F\ 

\il )’ \ du) ’ \Sv) ’ Ult- w) ' 



323. Wii- wollen insbesondere die unendlich weit liegende Ebene au$- 
wtthlen. Der Einfachheit wegen setzen wir, was immer gestattet ist, in der 
Gleichung des gegebenen Complexes die Constanten A', L, M gleich Xull. 
Dann erhalten die homogen gemachten Ausdrücke h\ c', d', e, (" die fol- 
genden Wert he: 



a — Dm' -|- Bv* -f- Cu* — 2Giiv — 2Snm -f- 2Tum, 

b' = — C(u -f- Glt -f- Hu» — /p* -f- (.V — 0) pm — Tfm-^ L'um, 

e' = -f -tp* -f- d* — 2///P — 2Vlm -j- 2Pvm, d'ur 

rf' — — Bte Gtu — //«• -j- luv — Xum -f- Stw — Rrm, 

e' — — Auv — (iD -f- Htu -)- Itr Otm — Dum -f- (Jrm, 

f = Fm' -t- Au' + ß/' — 2/tu — 20um + 2Rtm. 

Wenn wir in diese .Ausdrücke und ihre bezüglich nacli /, u, v, m genommenen 
Differentiakiuotienten die Coordinaten der unendlich w’eit liegenden Ebene: 
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/' =— 0, »' — 0, r' ■- 0, w' —> »' 

eiasetzen, erhalten wir: 

fl' •_ Dir'*, b' — 0,V' — Em'*, d' = 0, <■' = 0, /" = Fw"' 

und: 




Es ist für das Folgende uunöthig, die Differentialquotienten von b\ 
hinzuschreiben. 

Nach den vorstehenden Gleichungen erhalten die vier Ausdrücke: 



(180) 



(181) 



d', e' 



wo: 



F a’r'f + 2b'd'e' — fl'«'* — c’d'* — f‘b‘', 
für die unendlich weit entfernte Eliene, indem nur das eine Glied 

in Betracht kommt, die folgenden AVerthe: 

(29 - 2 /;;«'• (FT - DV). 

nn , 

(";) -2F«r'» (ß/>- ESi. 

(2-— 2-) = GDEFw'” — ^DEFw'’- - 4 

\6w Ul! 

Und also wenlen die Coordinaten des Pols der imendlich weit liegenden 
Ebene mit Bezug auf die Hache, oder, wie wir sagen können, die Coordi- 
naten des Mittelpunctcsi der Flüche: • 

, EH -EU , DQ — FT , DP- ES 

^ •iEF “ 2DF ~ 2DE ■ 

Es sind dies dieselben Ausdrücke, welche wir in der 240. Nummer für die 
Coordinaten des Mittelpunctes des Complexes gefunden halien. Und somit 
haben wir den Satz: 
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Der Mittelpunct eines Coniplexes zweiten Grades fallt mit 
dem Mittelpunct der Fläche seiner singulären Puncte und Ebe- 
nen zusammen. 

Damit in Uebereinstimmimg rflckt der Mittelpunct des Complexes un- 
endlich weit, wenn die unendlich entfernte Ebene imsbesondere eine singuläre 
Eliene ist, und fällt in imendlicher Entfernung mit dem derselben zugeord- 
neten .singulären Puncte zusammen, demjenigen Puncte, in welchem diesellx; 
die Fläche der .singulären Puncte und Ebenen Ijerührt. (Vergl. n. 27!l.) 

Wenn die unendlich iveit liegende Ebene eine Dopi>elehene des Com- 
plexes ist, so winl der Mittelpunct desselben unbestimmt. Sein geomefrLscher 
Ort ist eine in der unendlich weit entfernten Ebene liegende Curve der zwei- 
ten Ordnung. Diese Cun'e ist die Berührung« -Curve der Dopi>elebene mit 
der Fläche der .singidären Puncte und Ebenen. (Vergl. n. 289.) 

Wenn endlich die Beziehung der unendlich weit liegenden Ebene zu dem 
Complexe sich so particularisirt, dass eine jede in ilir lif^ende Linie eine 
Linie des Complexes, und in Folge de.«.sen ein jeder ihrer Puncte ein .singulärer 
Punct des-selben ist, so kann weder von einem bestimmten Mittelpunct« des 
Complexes noch von einem solchen der Fläche der singulären Puncte und 
Elienen mehr die Rede sein. 



IS «• 

Pol einer gegebenen Ebene, Polar-Ebene, einem gegebenen Pnncte mit Bezog " 
auf den Complex zugeordnet. 

324. Wir kehren zu den Bctnichtungen der drei ersten und insbeson- 
dere des dritten Paragraphen dieses Abschnitts zurück. Wir haben in den- 
selben die Beziehung des gegebenen Complexe.s zweiten Onulea zu der unendlich 
weit entfernten Ebene untersucht. E.s beschäftigte uns zunächst die Ge- 
•sammtheit der Durchmesser des Complexes — solcher gerader Linien, 
welche mit Bezug auf den Complex den in der unendlich weit entfernten 
Ebene liegenden geraden Linien als Polaren zugeonlnet sind — , dann die 
Gesammtheit der Cylinder des Comple,xe.s — solcher Complex-Kcgel , deren 
Mittelpimct« in der unendlich weit entfernten Ebene liegen — und der Axen 
dieser Cylinder — der Polar-Linien derselben mit Bezug auf die durch ihre 
Mittelpimcte gehende unendlich weit entfernte Ebene — . Dann ^trachteten 
wir die von Linien des Complexes in der imendlich weit entfernten Elxme 
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und in solchen Eignen, welche derselben unendlich nahe liegen, umhüllten 
Curv'cn und stellten dieselten durch einen Complex von ausgezeichneter Ein- 
fachheit und characterLsti scher Lage gegen das tVwrdinaten- System, durch 
den Asymptoten-Complex des gegetencn, dar. 

Alle diese Betrachtungen und darum auch alle Besidtate, die wir gefun- 
den haben, können wir von der unendlich weit liegenden Ebene nach l>ekann- 
ten Regeln, die schon im V'oi'stehenden ihren Ausdruck finden, auf eine 
beliebige Eirene des Raums fllrertnigen. Der ffnmd für diese Uel>ertrag- 
barkeit liegt in der Identitüt der analytischen Operationen, welche in dem 
einen wie in dem anderen Falle der geometrl«;hen Betrachtung entsprechen. 

Wir wollen die beliebig angenommene Ebene inslresondere mit einer der 
drei Coordinaten-Elxmen znsammenfallen lassen. Der Vertauschung der un- 
endlich weit liegenden Ebene mit einer der Coordinaten-Elrenen entsprechend 
erhalten wir eine Vertauschung der Linieil-roordinateii unter sich und damit 
eine gegenseitige Verbuischung der Constanten in der Gleichung des gege- 
benen t'omplexes. Wir stellen im Folgenden die Regeln für diese Ver- 
tauschimgen auf, und' sind dumi, für eine beliebige Coordinaten-Ebene, j«ler 
weiteren analytischen Entwicklung ülrerholren, indem cs genügt, in allen 
früheren Formeln nach diesen Regeln sowohl die Veränderlichen als die Con- 
stanten zu wecliseln. 

Bei der Ueltertragung der für die unendlich weit entfernte Eljene auf- 
gestellten Sätze auf eine Ijeliebige Eljcne erweitern wir die früher gewon- 
nenen Resultate, insofern es uns, noch den vorhergehenden beiden Panigrapben, 
gestattet ist, die singulären Elemente des Complexes — die singulären Puncte, 
Linien und Ebenen desselljen — aaischaulicher, als das früher möglich war, 
in die geometrische Betnichtung einzufflhren. 

325. Wir wollen in dem Folgenden die Gleichung (V) des CVimplexos 
zweiten Gradc*s zu Grund« legen, welche wir diux^h Einführung einer sechsten 
Veränderlichen h homogen und diuch Zufügung eines Gliedes symme- 

trisch gemacht haben. Diese Gleichung ist: 

Ar’-+ ßs<i + CA’ + /fa' + A'g’ + frj’ 

-4- 2CsA -j- 2/frA -|- 2/rt -p 2h'gtj — 2Laij — 2Mga 
— 2A>ff-l- -p 2I'A, 

■P 2P/-y -p 2t>; »; -p 2Rxij — 2Ssa — 2 TAa -p 2 l Ag = 0. 01 
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^Vil• halwii iu der 10. Nummer für die Striilden-poordmaten 
r, s, h, — ff, p, 

die folgendmi f«eeli.s projwrtioinrten Ausdrücke erhalten: 

(xr'.— J-'r), (yr' — y'T).(.-T' — z'x\{yz‘ — y' z),{x' z — xz'),(xy' — x’ z). 
Es I>e 2 eichnen dabei 



* mul • 

die Coordinaten zweier, beliebig auf der geraden Linie angenommener Puncte. 

Der Vertauschimg der unendlich weit liegenden El>ene mit der Cootdi- 
nateu-Eljene l'Z entspricht die Vertauschung von 

. 1 - mit r, x' mit t'. 

Dem ent^pnchend werden die sechs Linien-Coordinaten: 

r, s, h, — ff, p, tj 

l>e/.üglich durch die folgenden ersetzt: 

— c, — >). p> — ff, A, — s. 

Von dieser Vertauschung werden nicht berilhrt die Coefficienten: 

A. n, R, V, 

wahrend liezüglich 

B, r, /, .)/ 

und 



A’, 0. T 

ohne Zeichenänderung, diit gleichzeitigem Zeichenwochsel 

G, //, L, 0 
und 

R, S, l 

sich gegenseitig vertauschen und A sein Zeichen ändert. 

Von den El>enen-t'oordinaten: 

. /, M, r, . 

vertauschen sich die beiden, f und gegenseitig. 

Iust)esondere ist die Gleichung der in der unendlich weit liegenden Elxiue 
von Linien des Comidexes umhOllteu Curve; 

Oi‘ -f- A’«* + />’ -p 2/i UP + 2I./P + 2.Vfu — 0, 
und daraus erhalten wir, nach den vorstehend^ Vertauschungsregeln, für 
die in FZ liegende Coinplex-Curve, in Ueliereiii-stimmung mit der 16G. Num- 
mer, die folgemle Gleichung: 

l/ip' Cu‘ -J- /ir‘ 2Guv — 2Srn> -|- 2Tuw »- 0. 

Geometrie. 
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Einer Vertauseliung der unendlich weit liegenden Ebene mit einer der 
Ijeiden anderen C<>onlinjiten-El)encn, XZ oder Xi', enteprei hend erludteh 
wir vollständig analoge Vertuu.schungsrt%'eln. Wir schreiben dies«ellwn nicht 
hin, indem wir aul' die Vertauschimgsregcln der 155. Niumner ziurüekweisen, 
welche einer Vertaasehung der drei Ebenen i'Z, XZ, XX unter sieh ent-, 
sprechen. 

• ;126. Es sei eine beliebige Ebene, /', gegelien. In dersell)en wird von 
Linien des Comploxes eine ttirve, A', luühflllt. Die Polare, welche einer will- 
kärlich in angenommenen geraden Linie, n, mit Bezug auf den Complex 
entspricht, und die wir mit 0 tiezeichnen wollen, schneidet die Ebene !' in 
dem Pole der Linie « mit Bezug auf die Cune X. Denn die Polare einer 
geraden Linie in Bezug auf den Complex ist der geometrische Ort fflr die 
Pole deraelben in Bezug auf die in den durch sie hindurchgolegten Eloiien 
von Linien des Cora|>lexes umliüllten Cnrven. Hiermit in UeliereiiLstimraung 
haljen wir in der 2.30. Nummer die Kichtung des einem gegelwncn Systeme 
paralleler Ebenen zugeordneteu Durchmessers des Complexes vennöge der in 
der unendlich weit entfernten Ebene liegenden Complex-Curve comstruirt. 

Es seien «, a, a” drei, gerade Linien der Elwne l\ welche ein ifi Bc*- 
zng auf die Curve h' sich selbst coujugirtes Dreieck hUden. Die drei zuge- 
hörigen Polaren heissen b, h\ h". Dann gehen h, h\ b” liezftglicli durch 
den Durchschnitt von a und von a" und «. von a imd a. Wir wollen 
b, b', b" drei in Bezug auf die Ebene 1‘ einander conjugirte Polaren, oder 
auch kur/., weil die Elieue P fest bleibt, drei einander conjugirte Po- 
laren nennen. Da-s System dreier eonjugirter Polaren vertritt in dem Falle 
einer beliebig angenommenen Eltene da.s System dreier eonjugirter Durch- 
messer in dem Falle der unendlich weit gertlckten Eljene. 

Die DurclisclmittsTlhmete (//'«”), («"«) und («»') sind die Mittelpnncte 
dreier Complcx-Kegel, ^1, .1', -I". Wir l)ezeichnen .dieselten, indem wir, wie 
vorhin, die Ebene P als fest betrachten, als die drei lx.‘züglich den geraden 
Linien a, a', a” zugehörigen Complcx-Kegel. 

In Bezug auf einen' jetlen Complex-Ki^el , dessen Mittelpunct in P an- 
genommen ist, ist dieser Eliene eine gerade Linie zugeordnet. Diese Linie 
ist der Dmcksclmitt deijenigen Ix'iden Tangentiul-Etieneu, welche den Com- 
])lex-Kegel längs der beiden Kanten IxrOhren, nach denen er von der Ebene 
P geschnitten wird. Wenn die Ebene P insbesondere unendlich weit räckt, 
wird ans dem Coraplex-Kegel ein Complex-Cylinder und aus der fraglichen 
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geraden Linie die Cylinder-Axe. Wir wollen diese gemde Linie — zum Un- 
terschied von der Bezeichnung Polare, mit der wii' diejenige gerade Linie 
Ijezeichnet halien, die einer gegebenen mit Bezug auf den Complex zugeordnet 
Ist — als die Polar -Linie des Complex -Kegels mit Bezug auf die El>ene P, 
oder kurz als dessen Polar-Lioie Ijezeichneu. 

Die Polar-Linien der drei Complex-Kegel .1, .1', .4" seien c, e‘, c". Wir 
neimen diese drei Polar-Linien einander conjugirt und- bezüglich den gege- 
Irenen geraden Linien a, a, a", wie deren Polaren b, b', b", zugehörig. Eine jede 
Polar-Linie schneidet die ihr zugehörige Polare in einem Puncte der Ebene P. 

327. Die Polare einer beliebigen geraden Linie wird von den Polar- 
Ebenen derselben mit Bi-zug auf sümmtliche Complex-Kegel, deren Mittel- 
’ puncte auf ihr liegen, umhüllt. Es ist also, lK;LspielRweise, b der Durchschnitt 
der Ix’iden Polar-Ebenen der geraden Linie a mit Bezug auf die beiden Com- 
plex-Kcgel A' imd .1". Li deasellcen beiden Ebenen liegen aber auch be- 
züglich die Polar-Linien der Kt'gel A' und .1”, die wir vorhin mit c' und c" 
liezeichnet haben. Es wii-d somit b von e' und c" g^chnitten. 

‘ Von drei einander conjugirten Polaren schneidet jede die zu 
den beiden anderen zugehörigen Polar-Linien. 

Es schneidet also auch jede von drei conjugirten Polar-Linien die zu 
den beiden anderen zugehörigen Polaren. 

Wenn die drei Polaren b, b\ h" gegeben sind, lassen sich die drei 
Polar-Linien c, e', c" in linearer Weise construiren. Denn eine jede dcrsel- 
l>en geht durch den Schnittpunct einer der drei Polaren mit der Ebene P 
und schneidet die beiden anderen. Auf diesell« Weise l>estimmen sich 
h, b', b", wenn c, c', c" gegeben sind. 

Drei l>eliebige gerade Linien, insbesondere die drei Polaren b: b\ h'\ l)e- 
stimmen. als Linien einer Eiv.eugung, ein Hj’jÄriwloid. Demselben gehören 
als Linien zweiter Erzeugung alle diejenigen an, welche die gegel>enen drei 
geraden Linien schneiden. Die Polar-Linien r. c', c" sind also Linien zweiter 
Erzeugung des durch die Polaren b, b\ b”, als Linien der ersten Erzeugung, 
bestimmten Hyperlxjloids. Die secKs geraden Linien b, b’, b’’,.c, c', c" l>e- 
stimmen ein dem Hyperlwloide aufgeschrielxnies Sechseck bc' h'^cb'e" (vergl. 
n. 109). Dieses Sechseck vertritt bei Ixliebiger Annahme der El)ene P da.« 
durch drei cotyugirte Durclmies.ser und den diesen parallelen Cylinder-Axen 
liestinmite Central]mrallelepiped iü dem Falle der unendlich weit gei-flckteh 
Ebene. 
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Dip tlrei Ebenen (b, r), (b’, e'), (b”, c"), welche die Tangential-Elieneu * 
de» in Hede stehenden Hyperboloids in den -drei in P liegenden Pimcteu 
(«', ff"), (ff", ff), (ff, ff') sind, schneiden sieh in einem Pnnete 0, dom Pole 
der El)ene P in Bezug auf das Hyperboloid. Wh- können diesen Punct noch 
auf andere Arten liestimnien. Die Ebene {b,c) schneidet die El)ene,/' in einer 
geraden Linie </. Die vierte Hannonicale zu b, c nnd d, die wir mit e be- 
zeichnen wollen, geht durch den gesuchten Punct. In demselben Puncte 
schneiden sich die drei Diagonalen des Sechsecks bc’ b" rb' r" . 

Wenn die Eliene P unendlich weit rückt, wii-d au.s dem Puncte 0 der 
Mittelpunct des Centnilj>arallelepipo<l». Wir können den Mittelpunct eines 
solchen Pai-allelepijjeds entweder als den Durchschnitt derjenigen drei Eigenen 
definiren, welche durch je einen Durchmesser und die ihm parallele Cylinder- 
Axe hindurchgehen, o<ler als den gemeinsamen Durchschnitt der drei Slittel- 
linien zwischen je einem Dun hinesser und der parallelen Cylinderaxe, caler • 
endlich als den gemeinsamen Durchschnitt der Diagonalen des Central- 
parallelepipeds. * 

328. Genau dieselben Rechnungen un<l Betrachtungen, durch welche 
wir in der 24.'>. und 24(j. Nummer nachgewie.sen haben, dass alle Central- 
parallelepipeda eines gegebenen Complexe» densellien Mittelpunct halxni, den 
wir als den Mittelpunct des Complexes bezciehneten , zeigen, dass der 
Pol O der El)ene P in Bezug auf das durch A, b', b” besthnmte Hyperlx)loid 
unabhängig ist von der Aaswahl dieser drei conjngirten Polaren. 

Der Pol der Ebene /* mit Bezug auf ein durch drei conjugirte 
Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Auswahl dieser Po- 
laren unabhängig. 

Der Punct O ist al.so der Eliene P durch den gegeliehen Cornjilex zuge- 
ordnet. Wir wollen ihn den Pol der Ebene P mit Bezug auf den 
Comp lex nennem 

In einem Complexe zweiten Grades ist einer gegebenen 
Ebene, im Allgemeinen, ein Punct in eindeutiger Weise zu- 
geordnet. 

Wir haben in der 323. Nummer nachgewiesen, dass der DDttelpunct des 
Complexes zusammenthllt mit dem Mittelpunete der durch seine singulären 
Puncte und Elienen bestimmten Fläche. Wir hallen also den Satz: 

Der Pol einer gegebenen Ebene* mit Bezug auf einen Com- 
plex zweiten Grades fällt mit dem Pole derselben Ebene mit 



Digitize<j by Google 



Bezug Hilf (He von den singulären I’iinoten des Coniplexes gebil- 
dete nifd von den singulftren Ebenen desselben' umhrtllte Fläche 
zusammen. 

32ü. Es sei eine beliebige Linie « der Ebene P gegeben. Die ihr zu- 
gehörige Polare sei h, die Polarlinie c. Dann haben wir die gerade Linie e, 
welche den Pol der Elxme /' mit dem Selmittpuncte der beiden geraden 
Linien h und c verbindet, in der Art eon.struirt, dass wir diux'h b und c 
eine Ebene legten und die vierte Harmonieale zu b, c und der Schnittlinie d 
dieser Ebene mit der Ebene P bestimmten. AVir imtersuchen zunächst, in 
wie weit diese Construction ihre Gültigkeit behält, wenn die angenommene 
gera<le Linie « dem Complexe augeliOrt,, insl>esondere, wenn diesellie eine 
singuläre Linie desselben ist. 

Es sei a eine Linie des gegebenen Complexcs. Daun fällt die Polare b 
mit ihr zusammen. Aber auch die Polar-Linie c ist von « und b nicht ver- 
schieden. Denn der Pol der geniden Linie « in Ik-zug auf die in P liegende 
Complcx-Cune ist der BeriÜmmgspunct dersell)eu mit dieser Curve, und der 
Complex-Kegel , dessem Mittelpimct dieser Punct ist, beiUhrt die Ebene P 
nach der Tiuigente in diesem Puhete, das heisst, nach der angenommenen 
ger.iden Linie a. Es fallen sonach b und c, und damit auch d, mit der ge- 
raden Linie « zusammen. Die vierte Harmonieale zu b, r und d wird un- 
Ix-stimmt. Die geometrische Construction der Verbindungslinie des Pols der 
geraden Linie « in Bezug auf die in P liegende Complex -Curve mit dem 
Pole der EVwne P in Bezug auf den Complex wird illusorisch. 

Wenn die genule Linie n insl>esondere mit einer der vier singidären 
Linien zusnmmenfäUt, welche in P liegen, so winl zunächst ihre Polare, b, 
dnbestimrat. Dieselbe kann beliebig imter denjeuigeiP geraden Linien ange- 
nommen werrlen, welche in der zugeordneten singulären Eiiene. durch den 
zugoonlneten singulären Punct gehen. Dieser Punct ist der Benlhnlngspunct 
der singulären Linie a mit der in P liigcnden Complex-Curve. Der Complex- 
Kegel, welcher demselben znm Mittelpunete hat, zerfäUt in zwei sieh nach 
der singulären Linie « schneidende Ebenen. Die Polar-Linie r wird danach, 
wie die Polare ä, unl)estimmt und ist einzig der Bedingung unterworfen, in 
derjenigen Ebene, welche zu den genaimten landen und der Elamc P harmo- 
ni-sch ist, diuvh den auf ii liegenden Bei-ähnmgspum’t hindurchzugehen. 
Die gesuchte Linie r Lst in der vierten harmonischen Ebene zu der gegela-nen • 
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El>ene P uml zu den beiden Ebenen, in welchen Ijezflglich b und e liegen, 
enthalten, winl ul)er innerhalb dersellien durch die allgemeine ConStruction 
nielit volktaiulig bestimmt. 

330. Wehn die gerade Linie a dem gegel>enen Complese nicht iingehört, 
sind, im Allgmneinen, die zugehörige Polare, 4. imd die zugehörige Polar- 
Linie, r, verschieden. Dem entspricht, dass sicli, im Allgemeinen, drei con- 
jugirte Poliii-en nicht schneiden. Nach den Erört-rungen der 2.51. Nummer 
gibt es ein System dreier zugeordneter Durchmesser, welche dmvh den Mittel- 
puiict des Coinplexes hindiuchgeheu. Es fallen dieselben mit den ihnen 
IKirallelim Cylinder-Axen zasammen. Enisitreeheud gibt es fflr jede Ebene 
dit>i einander zugeonlnete Polaren, welche durch den Pol der Ebene hindurcli- 
gehen, imd also mit den ihnen zugehörigen Polar-Linien zasammenfallen. 

Wenn' wir, nach der 251. Nummer, den Complex auf diejenigen drei 
Durohmesser, welche sich in seinem Jlittelpuncte schneiden, als Coordinaten- 
Axen beziehen, so wird seine Oleichung die folgende: 

.Ir« -f- /ff« + CA« + /)<;> + A>« + Fi)' 

+ 2Cf// + 2//rA 4- 2/rf 



— 2.Vro + 20sq + 2 Vhri = = 0. (184) 

Daim erlmlten wir filr die von den Linien des.sell»n in der unendlich weit 
entfernten Elnjue umhüllte Curx'e: 

/r/» + Aw» + Ar« — 0. (18.5) 

Fflr die in derselljen Ebene liegende Curve desjenigen Complexes, dessen 
Gleichung die folgende ist: 



6a 6i^ , aa , da 6s^ 

6r 6a 6s dp äh di/ 



(186) 



finden wir: 

+ £'Ou> + /’/■»« — 0. (187) 

In den beiden Gleichvmgen (185) imd (187) kommen nur noch die Quadrate 
der Veränderlichen vor. Es sind also die lieiden durch 'diese Gleichungen 
dargestellten Cuiwen zweiter Classe auf ein in Dezug auf Iieide sich sellwt 
conjugirtes t'oordinaten-Sj'stera liezogen. 

Wir hallen durch die Gleichung (186) im Verein ndt der Gleichung 
des gegelienen (kimplexes die singulären Linien de.s letzteren bestimmt. Es 
sind die in der unendlich weit liegenden Eliene enthaltenen vier singulären 
Linien die gemeinschaftlichen Tangenten der lieiden diuxh die Gleichungen 
<185) und (187) dargestellten Kegelschnitte. Die drei Pimcte, in welchen 
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die Coordinaten-Asen 0.\, OY, OZ die unendlich weit liegende Eljene 
(ichneiden, sind also diejenigen drei Punete, in welchen sich .die 
Diagonalen des von jden vier in dieser Ebene liegenden singu- 
lären Linien gebildeten vollständigen Vierseits schneiden. Es 
sind die drei Diagonalen diejenigen in der unendlich weit entfernten El>ene 
liegenden geraden Linien, deren zugehörige Polare und Polar-Linic zusam- 
menfallen, ohne dass sie sellxst dem Complese angehören. 

Die vorstehenden Betrachtungen öl)erti-ageu sich unmittelbar von der 
unendlich weit liegenden Etene auf eine Ijeliebig angenommene. 

331. Für eine gegebene Ebene gibt es im Allgemeinen nur ein Sj-stom 
dreier zugeordneter Polaren, welche sich in dem. Pole der Etene schneiden: 
thisjenige, welches wh- in der vorhergehenden Nummer constniirt haben. 
Diese Construction winl unbestimmt, wenn die vier .singulären Linien in der 
angenommenen Eljene /' {«ianvei-se ziLsammenfallen, — wa.s eine zweifache 
Particularisation der Beziehung des gegebenen Complexes zu «lersellx-n ver- 
langt. Dann ist durdi die beiden gemden Linien, in welche die vier singu- 
lären Linien z-usninmeufallen, ein Dureh.schnitts|Hinet, ' ö, und eine gerade 
Linie, //, die Polare von « in Bezug auf die in P liegende Uomplex-Ciirve, 
Ijestimmt. Die Polare von p in Bezug auf den Complex geht durch den 
Pimct n imd den Pol der Ebene P in Bezug auf den Complex hindurch. 
Und umgekehrt geht die Polare einer jeden geraden Linie, welche sich in 
P durch » legen lässt, durch einen Punct der geraden Linie p und den Pol 
der Ebene P in Bezug auf den Complex. Es gibt dann unendlich viele 
Polaren, welcJie .sich in dem Pole der Elx:ne P schneiden. Eine dersellieii 
ist ausgezeichnet. Die übrigen sind* alle der einen conjngirt imd liegen in 
einer durch den Pol gehenden Ebene. 

Wenn alle Polaren der in P liegenden genulcn Linien durch den Pol 
von y' hindimchgehen sollen, so mlLssen, nach der geometrischen Construction, 
die wir betrachten, alle in P liegenden Linien des Complexes singiüäre 
Linien desselljen .sein. Es verlangt das, .so lange die gegel*ene Ebene keine 
singuläi'e Ebene ist, eine fünffache Particularisation der Beziehung der 
gegebenen Ebene zu dem Complexe. Deim es ist dazu erforderlich, ent- 
weder dass die von Linien des Complexes (18G) in der gegebenen Ebene 
P umhüllte Gtirve von der in derselben Ebene liegenden Curve des gegebenen 
Complexes nicht verschieden sei, oder, dass eine jede Linie der Elxme P dem 
Complexe (186) angehöre. Ob der eine oder der andere Fall eintritt, hängt 
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vou (1er Wahl des flber/ähligeii Gliedes in der Gleidiung des gegebenen 
Couiplexes ab. 

We«n der gegebene Couiplex zweiten Grades yisbesondere Von der Art. 
ist, da.ss seine Linien eine Flache des zweiten Grades umhallen, so 
schneiden sich die Polaren aller solchen geraden Linien, welche in einer 
beliebigen Eliene liegen, in dem Pole dieser Ebenen in Bezug auf den Coinplex, 
der mit dem Pole derselben in Bezug auf die Fläche zusammenfiUlt. Und 
allerdings .sind alle Linien eines solchen Uomple.\es als singuläre Linien an- 
zuseheü. Die Fläche, die in dem allgemeinen Falle der Coraplexe zweiten 
Qnid^js von den singulären Puneten desselten gebildet und von den singulären 
Ebenen deH.selben lunhüllt jvii-d, ist in dem Falle der liesonderen Complexe, 
die eine Fläche des zweiten Grades darstellen, von dieser letzteren nicht 
verschieden. 

332. Wenn die gegeteme Ebene /' eine singuläre Ete-iie ist, so fällt 
ilu- Pol mit Bezug auf den Complex, nach den Au-seinandersetzungen der 
279. und 323. Nummer, mit dem ilir zugeordneten singulären Pimcte zusam- 
men. Dieser Punet ist der Berährungspunct der gegetenen siugidären Ebene 
mit der Fläche der singulären Puncte und Ebenen. 

Wir aberzeugen uns leicht von der Richtigkeit dieses Resultates. Die 
Complex-C'urve in der gegebenen Ebene P hat sich, der Voraussetzung ent- 
sprechend, in das System zweier Puncte, A', lOid A'j, aufgelöst. Die Ver- 
bindungslinie derselten (A', A', ) Lst die der gegebenen .singulären Etene 
zugeonhiete singuläre Linie. Auf dersellien liegt der zugeluVrige singuläre 
Punet 0, welcher der Pol der Eteme P ist. 

Es sei eine teliebige gerade Linie, ’a, der Ebene P gegeben. Ihre Polare 
b schneidet die Ebene /' in einem Puncte der singulären Linie (A', A',). Der 
Complex-Kegel, de.“»«! Mittelpunct dieser Schnittpunct ist, berührt die gege- 
teme Ete'ne P muh (A', A',). Es Mit also die zu der teliebig angenommenen 
geraden Linie a zugehörige Polar- Linie c mit (A', A',) zusammen. Damit 
ist aasgesprochen, dass der Pol der Etene P auf der singidäreu Linie (A', A',) 
zu suchen Ut. Denn die durch b und c hindm’ch gelegte Ebene schneidet 
die Ebene P wieder nach e, und die vierte Harmonicale zu r und dieser 
Schnittlinie muss, weil h und r nicht, selbst zusanimenfallen, mit r zusam- 
menfallen. . 

Um den Pol auf der singulären Linie (A', A',) zu bestimmen, las.sen wir 
die teliebig angenommene gerade Linie « mit (A', A’,) zusammenfallen. 
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Dann entapi'echen ihr uneniHich viele gerade Linien als Polaren : alle diejenigen, 
welche in der gegebenen Ebene P durch den zugeordneten singulären Punct, 

O, hindurchgehen. Damit i.st der Beweis geführt. Denn die vierte Ifanno- 
nicale zu .solch’ einer Polaren, der Polar-Linie eines Cotnplex-KegeLs, dessen 
Mittelpunct l«liebig auf derselben angenommen Ist, und der Schnittlinie der 
durch die Polare und die Polarlinie l>estimmten Ebene mit der gegebenen, 

P, filllt mit der angenommenen Polaren selbst zusammen. 

333. Lsf die gegebene Eigene P eine Doppelebene des Complexes, .so 
^ wird die Lage ihres Pols unbestimmt. Der geometrische Ort. für denselben 

ist diejenige Curve zweiter Oninung, nach welcher die Doppelebene die Flache 
der .singulären Puncto imd Ebenen berührt. Die Complex-Ciu^’e in der Doje 
l>elebene hat sich in das System zweier Puncto aufgelöst, welche in einen 
Punct der Berflhnmgs-Curve zweiter Ordmmg zusammenfallen. Die Hiehtung 
der Verbindungslinie der Iwiden Puncte Lst unbestimmt geworden. Eine jede 
Linie, welche in P durch den Pimct, in welchen die beiden zasammcugefallen 
sind, hindm-chgeht, Lst eine singuläre Linie. Der einer jeden dersellien ent- 
sprechende singul.äre Punct kann als Pol der Eliene P in Bezug auf den 
Complex angesehen werden. Wenn sich die .singuläre Linie in P um den 
festen Punct dreht, beschreibt der entsprechende singuläre Punct jene Cun-e 
der zweiten Ordnung, nach welcher die Doppelebene die Fläche der singulären 
Puncte und Elienen berührt. 

Wir haben noch den Fall zü envähnen, dass alle in einer gegelsaieu 
Ebene P liegende Linien dem Complexe angehören. Es kann von einem 
Isistimmten Pole einer .solchen EHiene mit Bc*zug auf den Complex keine 
Rede mehr sein. Dem entspricht, dass sich die Ebene als isolirte Ebene von 
der Fläche der singulären Puncte absondert, wodurch diese auf die dritte 
Oninung erniedrigt wird. 

334. Die unendlich weit liegenden Linien des gegelxmen Complexes 
hallen wir durch einen liesonders einfaohen Complex, dessen Gleichung noch 
dadurch übersichtlicher wurde, dass wir ihn in nahe Beziehung zu dem 
Coonlinaten-Systom setzton, durch den Asymptoten-Coinplex des gege- 
lienen, dargestellt. In dem allgemeinen Falle erhielten wir die Gleichung des 
Asyraptoten-Complexes, wenn wir in der Gleichung des gegebenen die drei 
Veränderlichen r, j, h verschwinden lieasen. Dann .stellte derselbe eine 
Kegelflache zweiter Claase dar, deren Mittolpunct in denCooi-dinaten-Anfangs- 
punct fiel und welche aus der imeudlith weit entfernten Eliene die in derselben 
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von Linien des Compleses unihflllte CiÜTe herrfussdmitt Wenn sieh die 
Bezieliung der unendlich weit liegenden El'ene /.u dem gegelwneu C’omplcs 
paiticulttrisirte, so mussten noch Weitere Glieder, als nur die zweiter Ordnung 
in e, a, tj, aus der Gleichung des gegehenen Coraplcxes für die Gleichung 
des Asymptoten-Complexes ausgewälilt werden, damit dieser mit derselben 
Annftherung, wie in dem allgemeinen Falle, die unendlich weit liegenden 
Linien des gegelienen Complexes darstelle. Der Grad der Annftherung des 
Asymptoten-Complexes an den gegebenen Complex ist in allen Fftllen der 
erste; das heisst, die Beziehung de» Asjinptoten-romplexe-s zu <lem gegebenen 
Complexe bleibt imverftndert, wenn wir dieselben jmndlel mit sich seltet 
gt^en einander um ein endliches Stück verschieben. 

Aelmliche Betrachtungen lassen sich für eine teliebige Ebene, inslwson- 
dere für eine jede der divi Coonlinaten- Ebenen, anstellen. Wir nennen 
Asyiuptoten-Complex des gegelteneu Comjdexes mit Bezug auf eine Cooidi- 
naten-Ebene denjenigen Complex, welcher mit dem gegebenen Complexe alle 
in tlieser El>ene und, bis auf Grössen erster Ürtlmmg, alle in solchen Ebenen, 
die von der Coordinaten-Ebenc imendüch wenig verschieden sind, liegenden 
Complex-Linien gemein hat, und welcher unter denjenigen Complexen, die 
mit ihm diese Eigensi.haft theilen, sowohl an imd für sich als in Beziehung 
auf divs Coordinaten-System der einfachste ist. 

335. Bei der Aufstellung der Qleichrmg des einer Coordinaten- Ebene 
zugehörigen Asymptoten-Complexes, verfahren wir wie früher in dem Falle der 
unendlich weit entfeniten Ebene. Wenn wir inslx^ndere die ElHjne FZ aus- 
wfthlen, so erhalten wir zunächst, indem wir in der Gleichung des gegeljenen Com- 
plexes, für welche wir die Gleichung (V) nehmen wollen, r, tj verschwinden lassen : 
Ai» -t- Cä» -f Aff» + 2r.th — 2Ssa — 2 FAix = 0. (188) 

Diese Gleichung stellt einen Complex dar, dessen Linien eine Cylinder- 
flftche zw'eiter Cinsao umhüllen, deren Seiten f>.V ixindlel sind, und durch 
welche aus FZ die in dieser Ebene liegende Complex-ChuTe ausgeschnitten wird. 

Durch j)assende Wahl der CVwrdinaten-Axen OY und OZ in der festen 
i'Z-Eljene können wir, im Allgemeinen, xlie vorstehende Gleichung auf die 
folgende Fonn bringen: 

Ai» + CA» -f A<t» = 0. (189) 

Wenn sieh daun die Complex-Curve in FZ, indem FZ eine singulftre Ebene 
wird, in das Sptem- zweier Pimcte auflöst, so verschwindet eine der drei 
Coastanten A, C und A. Verschwindet A, so müssen wir zu der Gleichung (189), 
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welche in dem allgemeinen Falle den Asymptoien-Complex darstcllt, aus der 
Gleiclumg des gegebenen Complexes noeh diejenigen Glieder hinzuneluneu, 
welche die Veränderliche a in der ersten Potenz entlmlten. Auf diese Art 
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes: 

ßst 4- f/,* _ + .»/(?) ö — 0. (190) 

Ein Glied mit ra tritt nicht hinzu. Denn es ist: 

— Sra + 0 . 1 Q + I = (f* — + (^' — A’)/iij 

Wenn die beiden Puncte, in welche .sich die Coraplex-Curve in }'Z nufgelö't 
Iwt, der Annahme entsprechend, das.s l'Z eine Doppelel>ene des gegeljenen 
Complexes sei, in einen Pimct zasammenfullen, so verschwinden in der 
Gleichung (189) zwei der drei Constanten tt, C, D. Sind ß luid C die beiden 
verschwindenden (>)n.stanten, so wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes, 
indem wir aas der des gegeltenen die Glieder erster Ordnung in .f und h zu 
der Gleichung (189) hinzunehmen: 

/>(j‘ -f- 2(/r -|- Rri)s -p 2(//r -f- C'q) h 
-h + ■2\r—y)/it,^<). (191) 

Wenn endlich, der Annahme entsj)rechend, dass eine jede gerade Linie der 
El>eue rZ dem gegcljenen C'omplcxe angehöre, in der Gleichung (189) die 
drei Constanten ß, C, D zugleich verschwinden, .so erhalten wir ftlr die 
Gleichung des Asymptoten-Complexes, indem wir ans der Gleichung des 
gegebenen die Glieder erster Ordnung in h, <t atusw.ihlen: 

(/r + ßtj)s -{- {J/r + Uq)A — (Ltj + 

— Ara + OsQ + Vhtj = 0. (192) 

'Wir verfolgen hier, indem wir auf die Entwickelungen des dritten Para- , 
graphen verweisen, diese Betrachtungen nicht weiter und gehen iasbesondere 
nicht auf eine nähere Diseas.sion der durch tlie Gleichungen (190), 191), (192) 
durgestellten Complexv; ein. 

336. Ein Linien-Complex .stellt ein sich selbst reciprokes Gebilde ikr, 
der "doppelten Anordnung entsprechend, welcher seine Gleichung lUhig ist, je 
nachdem wir die gerade Linie als Strahl oder als Axe tetnichten. Einer 
V'ertaaschung der beiden Auffassungen entsprittht eine Vertauschung der 
Cooidinaten der geraden Linie unter sich. Die Gestalt der Gleichmig des 
Complexes bleibt dal>ei ungeändert. Darin liegt die Berechtigung, alle im 
Vorstehenden enthaltenen Betrachtimgen und Resultate nach den Regeln des 
Princiiw der Reciprocität von einer beliebigen Ebene auf einen beliebigen 
Punct zu ülrertragen. 
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Wir wollun den beliebigen Punct insbesondere mit dem Coordinatai- 
Anfnagspuncte ziisnmmenfallen lassen. Auf ihn übertragen sidi dann alle 
analytischen Entwickelungen imd Beziehungen, welche wir für die unendlich 
weit entfernte Ebene aufgestellt haben, wenn wir flbeniU Pimct- und Ebeuen- 
Coordinaten, Strahlen- und Axen-Coordinaten imd, dem entsprechend, nach 
den Regeln der 153. Nummer, die folgenden Constanten der Complex-tileichunng : 
-I, B, C, (i, //, /, /', p, n 

gegenseitig mit den Coinstanten: 

I), E, F, K, L, M, S. T, L 

vertauschen. 

In-sbesondere haben wir für die in der unendlich weit entfernten Ebene 
liegende (Jomplex-Curve die Gleichung erhalten: 

Dt‘ -f Eu^ -t- Fe* -f- '2Aiie + iLfe -J- ‘IM tu = 0. 

Diejenige Gleichung, welche sich aus dersell)en nach den vorstehenden Ver- 
tauschungs-Regeln ableitet : 

./a-> + B y* -f Cz* -f- 26'yi -f- 'IBxz -j- 2Ixy == 0, 

•stellt den Complex-Kegel dar, dessen Jlittelpunct der Coordinaten-Anfangs- 
pimct ist. 

Wenn der beliebig anzunehmeude Punct, den wir mit dem Coonlinateri- 
Anfangsi)uncte hal>en zitsammenfallen las.sen, tmendlich weit rückt, können 
wir für ihn einen beliebigen deqenigen drei Piincte wäldeu, in welchen die 
unendlich weit entfernte El>ene l>ezüglich von den C'oonlinaten-.Axen OX, OF, BZ 
gescimitten wird. Die Vertatischungs-Kegeln, welche einer derartigen .Annahme 
entsprechen, leiten sich unmittelbar au,s den vorstehenden ab, wenn wir 
zunächst, nstch den Erörterungen der 325. Nummer, die tmendlich weit 
entfernte Ebene bezüglich durch die Coordinaten-Eljcnen XZ, FZ, XF ersetzen. 

337. Wir Iwschrftnken ims im Folgenden darauf, die wesentlichen 
Ergebnisse, welche wir früher für eine beliebige Ebene abgeleitet haben, für 
einen Iteliebigen Pimct ohne weiteren Beweis aaszusprechen. * 

Sei O der angenommene Pimct. a, a\ a" seien drei beliebige durch 
ihn hindurchgehende gerade Linien, welche einander in Bezug auf den Complex- 
Kegel K, dessen Mittelpunct in B fallt, conjugirt sind. Die Polaren dieser 
drei gemdeji Linien mit Bezug auf den Complex, die wir mit //, h\ b” 
Itezeichnen wollen, liegen Itezüglich in den drei Elxmen («', a"), (a", a), («, «'). 
Wir nennen die drei Polaien einander copjugirt. Die Polar-Linien des Pimctes 
t> in Bezug auf die in den tlrei Ebenen («’, </”), («", «)', («, a') liegenden 
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Coniplex-Curven, die c,r', c" ficnannt wenleii mögen, heissen den drei Polaren 
h, b\ h” und den drei gegel>enen geraden Linien a, a” zugehörig. Wir 
bezeichnen sie als drei einander conjugirte Polar-Linien. Dann gilt zunächst 
der folgende Satz: 

Von je drei conjugirten Polaren schneidet jede die den 
anderen beiden zugehörigen Polar-Linien. 

Von je (h-ei Polar-Linien schneidet also auch jede die zu den andei'en 
beiden zugehörigen Polaren. Wenn der Punct 0 und drei cotyngirte Polaren 
oder Polar-Linien gegeben sind, so las-sen sich, nach diesem Satze, die zuge- 
hörigen Polar-Linien, bezüglich Polaren, linear constniiren. 

Drei conjugirte Polaren al.s Linien einer Erzeugung und die zugehörigen 
Polar-Linien als Linien der awleren Erzeugung bestimmen ein Hyperboloid. 
Die Polar-Elwne des Punctes O in Hezug auf dieses Hyperlx>loid ist diejenige 
Ebene, P, welche die drei Schnittpuncte je einer der drei conjugirten Polaren 
mit der ihr zugehörigen Polar-Linie enthält. Diese Ebene ändert sich nicht, 
wenn wir an Stelle der angenommenen drei conjugirten Polaren irgend drei 
andere .setzen. 

Die Polar-Ebene des Punctes O in Bezug auf ein durch drei 
conjugirte Polaren bestimmtes Hyperboloid ist von der Au.s- 
wahl dieser Polaren unabhängig. 

Die Ebene P Ist also dem Puncte O durch den gegelKinen Complex 
zugeordnet. Wir wollen sie die J’olar-Ebene des Punctes /■'mit Bezug 
auf den Complex nennen. 

In einem Com plexe zweiten Orades ist einem gegebenen Puncte, 
im Allgemeinen, eine Ebene in eindeutiger Weise zugeordnet. 

Wir können dieselbe Ebene als die Polar-Ebene des gegebenen 
Punctes mit Bezug auf die von den singulären Puncten des 
Complcxes gebildete und von den singulären Ebenen desselben 
umhüllte Flache constniiren. 

338. Wenn die angenommenen drei geiuden Linien a, a, a" nicht selbst 
dem Complexe angehören, so schneiden sich, im Allgemeinen, ihre zugehörigen 
Polaren nicht. Solcher zugeordneter Polaren, welche sich sclmeiden, und die 
also mit ihren zugehörigen Polar-Linien in die Polar-Ebene des gegebenen 
Punctes ziLsammenfallen, gibt es, im AUgemeineu, nm- ein System. Die 
entsprechenden drei geraden Linien «, », a" sind leicht zu c-on.stmiren. 

Durch den gegebenen Pmict 0 gehen vier singuläre Linien des Complexes 
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‘ hindurch. Die drei Durchschnitts-Linien je zweier solcher Eignen, welche 
zasaiumen die vier singulären Linien enthalten, sind die gesuchten. 

Einer doppelten ParticularLsation der Beziehiuig des Complexes zweiten 
Grades zu dem gegebenen Puncte entsprechend, köimen die vier .singulären 
Linien, welche durch deasell)en hindurehgehen, fiaiirweise zusiimmenfallen. 
Daun schneiden .sich innerluilh der Polar-Ebene P des Pimctes 0 die Polaren 
aller solcher gerader Linien, welche in der Elx;ne, die die lieiden singulären 
Linien enthält, dui:ch 0 hindurchgehen, in einem Puncte, demjenigen Puncte, 
in welchem die Polar-Eliene P von der Polar-Linie der genannten El>ene in 
Bezug auf <leu Coniplex-Kegel, dessen Mittelpuuct in O fällt, geschnitten wird. 
Und auch die Polare dieser letzteren Linie fällt in die EI>eue P. Sie ist die 
Dnrchsclmitts-Linie dersell>en mit der Ebene, welche durch die lieiden singu- 
lären Linien hindurcligelegt worden ist. 

Eine fänffache ParUcularbiation ist erforderlich, wenn alle Polaren in 
der Polar-Elxme P enthalten sein .sollen. Dann fällt eine jede Polare mit 
der ihr zugehörigen Polar-Linie zusammen. Es verlangt dies, dass alle durch 
den Punct O hindurchgehenden Complex- Linien .singuläre Linien des$ell>en 
seien. Diese Bedingung Ist insliesondere in dem Falle derjenigen Complexe 
erfällt, deren Linien eine Fläche des zweiten Grades umhallen. Alle 
Linien eines derartigen Complexes sind als .singuläre Linien desselben anzu- 
sehen. Die Polar-Eljeue eines beliebigen Punctes in Bezug auf solch’ einen 
Complex fällt mit der Polar-Ebene demselben in Bezug auf die von demselben 
umliflllte Fläche zusammen. Die letztere vertritt die Fläche vierter Oidnung 
und Cla.sse, welche in dem allgemeinen Falle durch die singiüären Pmicte 
und Elienen des Complexes bestimmt wird. 

339. Wenn der gegeliene Punct 0 iustiesondere ein singulärer Punct 
ist, fällt seine Polar-Ebene mit der zugeordueten singulären Ebene zusanmien. 
Es ist diesellie die Tangential-Eliene der Fläche der singulären Puncte und 
Ebenen in dem gegebenen singulären Punete. 

Ist der gegeliene Punct O ein Doppelpunct des Coniplejes, so wird 
seine Polar -Eliene unliestiimnt. Sie kann lieliebig unter den umhüllenden 
Ebenen eines Kegels zweiter Classe, der den angenommenen Punct zum 
Mittelpuncte hat, ausgewählt werden. Der. Punct G ist daim ein tfoppel- 
pnnct der Fläclie der singulären Pimcte und Ebenen. Die Kegelfiäclie zweiter 
Cla.s.se, die von seinen Polar-EIienen uudiüllt ivird, ist der Tangential-Kegel 
der Fläche im Doppelpunct. 
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Es können endlich alle durch den Punct 0 hindurchgehenden ßeraden 
Linien dem Complese iiiifrehören. Dann kann von einer l>estimmten Polar- 
Ebene" desselben in Bezug auf den Coniplex keine Kede mehr sein. Dem 
entspricht, dass sich der Punct als isolirter Punct von der Flache der singu- 
lären Ebenen absondert, wo<hireh diese auf die dritte Cla.s.se reilucirt wdrd. 

E.S sei schliesslich noch Ix'merkt, dass in dem allgemeinen Palle der 
Complexe zweiten Orades nicht, wie bei den Flachen zweiten Grades das 
Entsiirechen der Polar- El»ene zu dem gegetenen Punct ein reeiprokes ist. 
Wenn der Pol der Polar-Etene mit Bezug auf den Complex wie<ler mit- dem 
anlÄnglieh gegebenen Pimcte zusammenfallen soll, so ist eine dreifache 
Partieularisatiou der Lage der Eteie zu dem Complexe nothwendig. Rs 
gibt also, im Allgemeinen, in einem gegebenen Complexe nur eing endliche 
Anzahl von Puncten und Ebenen, welche sich gegenseitig in Beztig auf den 
Complex entsprechen. 

340. Wir hallen diejenigen Linien des Complexes, w'ciche in einer gege- 
lienen Eliene oder in deren Xähe liegen, durch den Asymptoten-Complex 
desselben in Bezug auf die gegeliene Eliene dargestellt. Auf illmliche Weise 
tetimmen wir diejenigen geniden Linien, welche in dem Complexe durch 
einen gegelienen Prmet und alle ihm benachbarten hindurchgehen. 

Sei der gegeliene Pimct der Anfangspnnct der (!oordinaten. Dann erhalten 
wir fnr den Asymptoten -Comjilex d«i gegebenen Conipleies in Bezug auf 
denselben, indem rvir in der Gleichung des letzteren die Veränderlichen 
p', fj, sowie erste Potenzen von r, s, h gegen zweite Potenzen dersellien 
vernachlässigen : 

Ar' + Bs' -I- C/i* -f 2Gsh + 2Brh -f- 21 rs - 0. (193) 

Diese Gleichung stellt eine in der unendlich weit liegenden Ebene enthaltene 
Curve der zweiten Onlnung dar. Diejenigen geraden Linien, welche durch 
den Coordinaten- Anfangspnnct gehen und diese Curve schneiden, gehören 
dem gegebenen Complex an. 

Durch schickliche Wahl der Uichtung der Coordinaten-Axen können wir 
die vorstehende Gleichung (193) auf die Form bringen: 

Ar' Bs' + Ch' 0. (194) 

Wenn dann der Coordinaten-Anfangspunct insbesondere ein singulärer Pimct 
des Comjilexes winl, verschwindet eine der drei Coflstanten .4, B, C. Sei .1 die 
verschwnndende Constante. Dann mn.sscn wir in der Gleichung des Asym- 
ptoten-Complexes, damit derselbe mit der gleichen Annäherung, vne früher. 




die Linien des gegeijenen in der Niithlmrsdiaft des Cwrdiuaten-Anfiingspunctes 
darstelle, nelien den Gliedern zweiter Ordnung in s und h die erster Odnung 
in r aus der Gleichung des gegebenen Coinplexes t>eihehalten. Wir finden so: 
+ + (195» 

Ein Glied in rn tritt nicht hinzu, weil: 

— .V/'o d- Osff -(- l'Aij »- (O — .d)fp + {I — .V)Aij. 

Vei'sch winden gleichzeitig zwei der drei Coastanten .1, B, C, etwa B und C, 
dem Falle entsprechend, dass der Coordinaten-Anfaugspunct ein Doppelpiinct 
des Oomplexes winl, ho erhalten wir, indem wir nelien z%veiten Potenzen von r 
erste Potenzen von s und h heriJcksichtigen müssen, die folgende Olcichimg 
des Asjinptoten-Complexes: 

.Ir* + 2(/f p — .Vo)x + 2(— Ta + t'p)/( 

+ 2(0-X)sq + 2{V — X)hn - 0. . (196) 

Wenn endlich alle durch den Anfangspunct gehenden genideu Linien dem 
Complexc angehören, imd, dementsprechend, .1. B, C zugleich verschwinden, 
wird die Gleichung des Asymptoten-Complexes : 

{Bq + d- » + (-Ta-\- I'q) h 

— Xra d- Bsq d" ^ (197) 

Es ist dies dieselbe Gleichung, welche wir in der 292. Niunmer geiimden 
hatten, um die unendlich weit entfernten Linien des gf^elietten Coinplexes 
in dem Falle dar/.ustellen, dass in der Gleichung des-sellien die Glieder zweiter 
Onluung in den Veränderlichen q, a, »/ fehlten. 

Aehnliehe Betrachtungen, wie für den Coonlinaten-Anfangspimct, können 
wir für einen lieliebigen derjetrigen drei Puuete anstellen, die auf den drei 
C(X>rdinaten-Axen OX, 0}', OZ unendlich weit gerückt sind. 

341. Wir brechen hier die vorstehenden Entwickelungen ah, deren 
Zweck die Discussion der allgemeinen Gleichung der Cornplexe zweiten Grades 
gewesen Ls^ imi uns wieder der Untersuchimg der Cornjilexflilchen zuzuwenden. 
Wir hellen insbesondere die grosse Analogie hervor, welche zwischen der The-orie 
dieser Cornplexe und der Theorie der Flachen zweiten Grades herrscht; eine 
Analogie, die darin ihre Erklärung findet, da.ss die letzteren als Cornplexe 
zweiten Grades von besonderer Art. aufgefa-sst weixlen können. Die Gesainmtheit 
der Bedingungen, welche erfüllt sein muss, damit ein gegeliener Complex zweiten 
Grades eine Flache dieses Grades darstelle, kann in der einen zu-saininengefasst 
wenlen, da.s.s alle Linien eines derartigen Coinplexes singulare 
Linien desselben sind. 
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Abschnitt III. 



ClassiflcaMou der Flächen eines allgemeinen Complexcs des 
zweiten Grades. Construction und Discussiou der 
Aequatorialflüchen. 



342. Unter einer Coiuple.xflaclie haben wir eine solche Fläx’he ver- 
.stiuiden, welche der geometrische Ort ist für die Curven, die in den durch 
eine feste genule Linie hindiu-chgelegten Etenen von den Linien eines gege- 
lx;non t'omplexes Ijestimmt werden, oder, wu-s auf das-sellje hinauskommt, 
eine solche Fläche, welche umhüllt wird von allen Kegeln eines gegebnen 
Coniplexes, deren Mittelpuncte auf einer festen geraden Linie liegen. Wir können 
sagen, da.s.s eine Uomplexflache die (Jesamnitheit aller derjeuig»m Linien eines 
gegebenen t'oinplexes darstellt, welche eine feste gerade Linie schneiden. Die 
Uctnichtung dieser Flächen hat bei der Untersuchung der Complcxe, wo 
wir die gerade Linie als Kaiunelement ansehen, diasellw Bedeutung wie die 
Betrachtung der ebenen Durchschnitts-Curven oder der Uinhüllungs- Kegel 
bei der Untersuchung der Flächen. 

In dem Falle der Complexe des zweiten Gnules ist eine ComplcxHächo 
iin Allgemeinen von der vierten Ordnung und Clasae. Die feste gerade Linie, 
welclie mit dem gegebenen Complexe die Complexfläche bestimmt, Ist eine 
Doppellinie der Fläche, in dem zwiefachen Sinne, dass sie als ein Dop- 
pelstrahl und als eine Doppelaxo derselljen nuftritt. Für vier au-sge- 
zeichnete Lugen der sich um die Doppcllinie drehenden Ebene löst sich die 
in dei-selben von Linien des Complexes mnliüllte Curve, welche die Fläche 
erzeugt, in da.s System zweier Puncte auf. Diese Puncte sind Dopjielpuncte 
der Fläche. Wir halwn die Ebene eine singuläre Ebene, die Verbin- 
dimgslinie der beiden Dopixdpuncte in derselben einen singulären Strahl 
der Fläche genannt. Der .singidäre Strahl liegt, ganz auf der Fläche, in dem 
Sinne, da-ss ein jeder seiner Pimcte ein Punct der Fläche ist. Nach seiner 
Erstreckung wird die Fläche von der singulären Ebene berilhrt. — Vier 
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unter »len auf der Doppellinie liegenden Puneten «ind dadureb ausgezeichnet, 
dass sie die Mittelpunete solcher Coinplex- Kegel sind, welche sich in das 
System zweier Eljenen aufgelöst hal)en. Diese Ebenen sinil DoppelelH'nen 
der Flache. Einen solchen Punct hatien wir einen singulären Punct iind 
die Durchsehnittslinie der Ijeiden durch ihn Ix'stiiumten DopiielclKnien eine 
singulare Axe der Flache genannt. Die singulare Axe gehört ganz der 
Flache an, insofern jt?de durch sie hindurchgelcgte Ebern- eine Etene der Flach«- 
ist. Oemeinsiimer Uerahrungspunct fflr diese Elienen i.st der singulare Punct. 

343. Diese Definitionen gewinnen sofort an Uelx-rsichtlichkeit, wenn 
wir diejenige Flache vierter fh-dnung und Clas.se uns eingeföhrt denken, 
welche von den singulären Puneten des Coinplexes gebildet und von den 
singjdaren Elx-nen de.s.selbcn umhüllt winl. Die vier singulären Ebenen einer 
Complexilache sind die vier Tangential-Eltenen, welche sich durch die Ikjppel- 
linie derselben an jene Flache legen lassen; die vier singulären Pimete der 
Complexflache sind die vier DurclLschnittspuncte der Doppellinie mit jener 
Flache. Die vier singulären Stmhlen uml vier singulai\*n Axen .sind die in 
dem Complexe den \-ier singidaren Elx-nen und vier singulären Puneten 
bezüglich zugehörigen singidaren Linien. 

Wir wollen im Folgenden, der Kürze wegen, die «lurch die singulären 
Puncte und Elxmeu des gi-gelxnen Coinplexes zweiten Gnules bestimmte Flache 
der \ierten Ordnung und Classe mit dem Buch-stalx-n d>, und die feste gerade 
Linie, welche mit dem gegebenen Complexe diejenige Complexflache erzeugt, 
die wir gerade lietmchten, mit «/ bezj-iclmen. 

Wir erhidten mimittelbar eine Chuxsification der Complexflächen Olier- 
haupt und inslxisondere derjenigen dt-s gegelx-nen Complexes, wenn wir der 
geraden Linie d nach einander alle verschiedenen Lagen gegen die Flüche «f> 
ertheilen. Die Erörtenmgen des fünften Paragraphen des vorigen Abschnittes 
geben zu einer derartigen DLscussion das vollständige Material. 

Wenn wir von der Beziehung der Complexflache zu dem gt^ebenen 
Complexe absehen, kommt das gewühlte EintheUungs-Princip darauf hinaus, 
zu imterscheiden, wie die singulären Elemente einer derartigen Fläche gegen 
einander gruppirt sind und wie viele von ihnen iasbesondere zu.sammenfallen. 
Die Betrachtung der Fläche zeigt sogleich, wie sich die verschiedenen 
Ixsonderen Fülle, welche bei einer denirtigen Eintheilung auftreten, durch 
einen Grenz-Debergang aus dem allgemeinen Falle ableiten lassen. Wir heben 
hier inslxsondere heiv-or, wie sich durch das Zusammenfallen singulärer 
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Element« allmilhlieh Ordnung und Classe der Coin|)lexfläehe erniedrigen, bi» 
die Flache zuletzt von der zweiten Ordnung und Classe winl. 

Wir können liehufs einer weiteren Eintheilung der Complexflachen unter- 
scheiden, ob die feste gerade Linie d dem gegebnen Complexe angehört oder 
nicht; ferner, ob die Singularitäten, welche die Complexfläche besitzt, also 
ihre singulären Etjenen und Puncto, ihre Dopjielpuncte und Dopj>elebenen, 
reell oder imaginär sind. Allein es ist hier nicht der Ort, in ein grösseres 
Detail bei der Cliucsitication der (tomplextlachen einzugehen. Wir l>eschranken 
uns darauf, nur das erste und wesentlich-ste Eintheilungs-Prineip; die Beziehung 
der festen geraden Linie d zu der Flache >1>, in Anwendimg zu bringen. 

344. Wir erhalten so die nackstehende Eintheilung der Flächen eines 
gcgeljenen Complexes des zweiten Grades in sieben Arten.*) Diese Arten 
sind nicht einander eoordinirt. Vielmehr umfa.s-st eine jede vorhergehende 
einzelne der folgenden als Gronzfailc. 

I. 

Die gerade Linie d ist beliebig angenomnien. 

In dein .sechsten Paragraphen des vorletzten Abschnitts haben wir diesen 
Fall, den wir als den allgemeinen der Complexflächen liezeichnen, einer 
eingehenden Discussion imterworfen, und die gegeuseitige Lage der Singula- 
ritäten der Fläche untemicht. Wir hal>en dort insbesondere unter der An- 
nahme reeller Singularitäten eine lineare Construction für die Fläche gefunden, 
die nur dann durch eine Coastruction vom zweiten Grade ersetzt werden 
muss, wenn die gegeliene genule Linie d selbst eine Complex-Linic ist. Al.s 
hier in Betracht kommend heben wir hervor, einmal dass die gerade Linie d 
ein Doppelstrahl und eine Doppelaxe der Fläche ist, dann, das,s die vier 
singulären Stralilen und vier singulären Axen der Fläche bezüglich einfache 
Strahlen, nullfiahe Axen und nullfiu.he Strahlen, einfache Axen dersellien 
sind. Ordmmg und Classe der Fläche sind beide die vierte. Die Zahl der will- 
k-ürlichen Constanten, von denen eine solche Fläche abhängt, ist siebenzehn. 

II. 

Die gerade Linie d berührt die Flüche <b. 

Zwei der vier singulären Puncte fallen in den BerOhrungspunct, zwei 
der vier singidären Elxmcn fallen in die liezflgliche Tangential-Ebene zusammen. 

*) Es kt leicht, ai» dcEOielteii i^rincip noch weitere UDteraUtheilan^u hersalcitcn, auf die 
wir aber hier nicht eingeben. 
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Die zu(;ehöripen lieiden singulären Strahlen und singulären Axen fallen in 
dieselbe gerade Linie zusammen: diejenige singulare Tänie, welehe in dem 
Complexe dem Berühnmgsi)unct der Flaehe </* mit der geraden Linie <l und 
der Tangential-Eliene in demselben zugeordnet ist. Diese Linie wird eine 
Doppellinic der Flache, in dem Sinne, dass sie sowohl ein Dopjwl.stnUd als 
eine Dop]x?laxe derselljen ist. Die Complexflaehe l)esitzt zwei sich schnei- 
dende Doppellinien. Die Beziehung der beiden Doppellinien zu der Flache 
ist nicht diesellK*. Es winl die Flache von einer jeden durch il hindurch- 
gelegten Eliene in einer (.'iirve der zweiten Classe gi-sehnitten und ein je<ler 
auf d angenommener Punct ist der Mittelpunct eines Ümhflllungs-Kegels der 
zweiten Onlnung. Fftr die zweite Dopjadlinie vertau.schen sich die Worte 
Onlnung und Clmsse. 

Die t'omplexflachen, welche wir betrachten, sind, wie in dem allgemeinen 
Falle, von der vierten Ordntmg und (lla.sse. Die Zahl der willkOrlichen Con- 
stanten, von welchen sie abhangen, hat sich auf sechszehn emiedrigt. 

III. 

Die gerade Linie d ist eine Doppeltangente der Fläche d>. 

Die vier singulären Ebenen und vier singulären Puncte der Complex- 
fläche fallen paarwei.se zu.samrnen. An Stelle der vier singulären Strahlen 
und vier singulären Axen der Fläche treten zwei Dop|>ellinien deraelbcn. 
Die Fläche enthält drei Doppellinien, von denen eine (^/) die anderen 
beiden schneidet. Wenn wir durch eine der letzteren beiden eine Ebene 
hindurchlegen, so schneidet dieselbe die Complexflaehe in einer CuiTe zweiter 
Ordnung, welche auf der anderen einen IXippelpunct hat, und die sich also 
in das Sy.stem zweier geraden Linien aufgelöst hat. Die t'omplexfläche ist 
eine Linienfläche gowonlen. Ordnung und Classe derselben sind die vierte 
geblieben. Ihre Constanten-Anzald beti-ägt^ fünfzehn. 

IV. 

Die gerade Linie d liegt in einer Doppelebene der Fläche 4>. 

Von den vier singidären Ebenen der Complexflaehe fallen zwei in die 
Dopiieleliene ziisanunen, während die anderen lieiden eine beliebige Richtimg 
haben. Die vier singulären Puncte fidlen paarweise zusammen in die beiden 
Durchsebnitts-Puuete der geraden Linie d mit demjenigen Kegelschnitt, nach 
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welclieiii die Fläche '/> von der pegeljenen Dopijelelwue henlhrt wii-d. Die 
vier sinpidären Aven füllen in zwei gerade Linien zui-amuien, welche in der 
DoppelelK'iie liegen. Di(*selben .<iind, wie die Linie <1, DopjH'llinien der Fläche. 
Indem die Coniplexfläche von der Dopindeliene in drei Doppellinien gewhnitten 
wird, gehört die Doppelebene nach ihrer ganzen Erstreckung der Fläche an. 
Von den vier singulären Strahlen der Complesfläche haben zwei eine Miebige 
Ijage. Die beiden anderen sind in der Doppelebene enthalten und sind in der- 
selben unbestimmt geworden. Sie können willkOrlich unter den Complex-Linien 
angenoininen werden, die in dieser Ebene liegen. Wir erhalten also das 
folgende Uesultat. Wenn wir die t'omplextläehe als von Ebenen umhällt 
ansehen, bleibt sie von der vierten Classe. Sie l)eaitzt drei, in einer 
Ebene liegende Doppel-Axen. Wenn wir die Fläche <ds von Puncten 
gebildet betrachten , sondert sich von ihr eine sellistständige Eliene ab. 
Dadurch reducirt sich die Onlnung der Fläche auf die dritte. Die sich 
alisondernde Ebene ist eine dreifach Ijenllu'ende, indem sie die Fläche nach 
drei einfiu'hen Strahlen .schneidet. Es hat die Fläche, nach Abtrennung 
dies4-r EUme. jeden Doppel.strahl verloren. 

Soh'he Complextlachen hängen von fünfzehn wiHlrilrlndien Constanten ab. 



V. 

Die gerade Linie d geht durch einen Doppelpunct der Fläche <I>. 

• Wäbveud man nach dem Princip der Recipmeität aus den drei ersten 
Arten von (.'omplextiäclien keine neuen Arten ableiten kinm, sondern diese 
selbst wie«ler erhält, fährt dieses Princip von der vorstehend genannten Art. 
zu einer neuen, ihr cstonlinirten. Wir erhalten dieselbe, wenn wir die gerade 
Linie d nicht in einer der Dop|)elebenen der Fläche >/> aimehmen, sondern 
durcrh einen ihrer Doppelpuncte hiiidurchlegen. Wir finden dann eine Flä4-he 
vierter Ordnung und dritter Classe, mit drei sich in einem Puncte 
schneidenden Doppclstrahlen, die einfache A.ven der Fläche sind.*) 
Die Itediietiou der Clas.se von der vierten auf die dritte kommt dadurch zu 
Stande, dass sich von der Fläche ein Punct — der Durch.schnittspunct der 
drei Dopiadstrahlen — als seU)st.ständiger Ort, der ersten Classe absondert. 
Dadurch verliert die Complexfläche ilu« Doppclaxen. 

*) Wir sind einer solches Fl&che in der tUil. Kummer begehet. Sie war der geometri»ehe 
Ort filr di« Mittelpunrte tolchcr Complex-Curven» deren Ebenen durch den Mittelpunct dea OomplexeM 
hindurchgelegt waren. 




— - 

Die Flflthe hänjrt, wie üie vorhergehende, von fünfzehn willkürlichen 
Conitanten ah. 

VI. 

Die gerade Linie d geht in einer Doppelebene der Fläche d> durch einen 
Doppelpnnct derselben. 

Es setzt dies voraus, dass in jeder Doppoletene der Flätrhe </» eine An- 
zidil Doppel puncte derselben liegt, was leicht zu IwweLsen ist. Li zwei 
iK'liebigen Dop|»elel>enen der Flüche <l> Hegen zwei Herflhrungs-Curven der 
zweiten Oiiinung. Die Durclischnitts-Dinie der Iteiden Dopiielelxnen wird von 
diesen Curven in den-selben Ixiden Pimcten geschnitten. Diese beiden Puncte 
sind Dopjielpuncte der Fläche. 

Der Annahme ent.sprechend, dass die gerade Linie d in einer Dopjad- 
el)ene der Flät-he </* durch einen Dopi>elpunct dersellsju hindnrchgehe, erhalten 
wir eine Art von Complexflüchen , die zu den iKuden letzten aufgeführten 
Arten in gleicher Deziehung steht und wictler in sich sellwt reciprok Ist. 
Die Fläche ist von der dritten Ordnung und der dritten Classe. Sie 
l)esitzt einen die gerade Linie d schneidenden Doppelstrahl, welcher eine 
einfache Axe ist, und eine elxnfall.s die gerade Linie d schneidende 
Doppelaxe, welche ein einfacher Strahl ist. Die genido Linie d ist 
eine einfache Linie der Flüche. Als Flüche dritter Ordnung mit einem Dop- 
l>elstrahl, mler, was auf dassell» hinau-skommt, als Fläche dritter Classe mit 
einer Dopjjclaxe ist die Complexflädie eine Linienfläche geworden.*) Die 
Constanten-Anzahl hat sich auf vierzehn erniedrigt. 

VII. 

Die gerade Linie d Ist die DnrohscbsitUlinie zweier Doppelebenen der Fläche <t> 
nnd die Verbindnngslinie zweier Doppelpnncte dereelben. 

Nach der vorhin gemachten Bemerkung Ist die Durchschnittalinie zweier 
Doppelelx-nen auch immer die Verbindungslinie zweier Doppelpnncte. Die 
Complexfläche reducirt sich dadurch, dass sich von derselben, je nachdem 

*) Solchen Hächen sind wir schon mehrfach, tod verschiedenen Ge«cbU|>UDcteD aus, 

he^;:egncL Die Axen der Complexe einer Unearon Congmenz bilden eine derartige Fläche, deren 
Dop|>eUxe anendlich weit genickt ist und gegen den i>oj)pel«trahl senkrecht steht (n. M.)» Ktne 
gut» uhuUehe Fläche fanden wir in der aUgemvtnen Theone der Complexe zweiten Grade« als den 
geometrischen Ort der C;rUnder>Axen, welche einen Durchmet^er, oder der Durchmesser, welche eine 
Cylinder-Axe schneiden, (n. S43, 240.) 
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wir sie durch Pnnct- «1er Eliencn-Coonlinateii bestimmt denken, zwei selbst- 
ständige Ebenen — die Iwiden Dopixslebenen der Fläehe <I < — , «1er zwei 
selbstständige Puuete — die lieiden Doppelpuncte derselben Fläche — iilwon- 
deni, anf die zweite Ordnung und die zweite Classe.*) Sie hat alle 
Singularitäten verloren. InslKwondere ist die Linie >i eine nullfaehu 
Linie der Fläclui geworden. 

Indem es, ini Allgemeinen, in einem gegelienen Complexe 1(! Doppel- 
elx*nen (IG Dopjxdpimcte) gibt, kann die Linie >/ = 120 mal eine solche 

I^uge annehmen, diuss die ihr zugehörige Com[tlexfIäche von der zweiten 
Ordnung und t'hisse winl. 

Für die Anziihl willkflrlicher C'onstanten, von denen eine derartige 
Complexlläche abhängt., finden wir dreizehn. Neun derselben kommen auf 
die Fläche zweiten Grades imd vier auf die durch die letztere n«h keines- 
wegs bestimmte gerade Linie rf. 

U4.5. Eine Erniedrigung in der Ordnung «lor Classe einer Com- 
plexHäehe kommt dadurch zu Stande, da.ss sieh von der Fläehe, bei 
Ite-sondern Annahmen der geraden Linie V, einzelne Ebenen, IjezOglieh 
einzelne Punct*> abaondern. Wir bemerken hier iK-iläiifig, dits-s au<!h 
noch auf anderem W’ege eine dem'tige Eniiedrignng der Onlnung «1er 
Classe eintreten kann. Sei der gi>gebene Complex in der Art und Weise 
{«irtieularLsirt, da.ss ihm alle geraden Linien angehören, welche durch einen 
festen auf der geraden Linie '( angenommenen J’unct hindurchgeheu. Daun 
löst sich in einer beliebigen durch d hindurchgehenden Eirene die Complex- 
Curve in das System zweier Puuete auf, von denen einer mit dem gegebenen 
lesteu lAincte zusammenfilllt und der andercr eine beliebige Lage hat. Wenn 
wir diese' Curve in Punct-Coordinaten bestimmen, tritt an die Stelle des 
Systems der lieiden Punete die dojriielt zu zählende W'rbindungslinie dersellren. 
Es wird also die Complexfläche von einer durch die gerade Linie d gelegten 
Ebene, ausser in dieser seilrat, in zwei zusammenfallenden geraden Linien 
geschnitten, welche durch einen festen, auf d gegelrenen Puuet hindurch- 
gehen. Es ist die Complexfläche in einen Kegel der zweiten Ordnung 
aasgeartet.**) Die EmicHlrigung der Ordnung von der vierten auf die zweite 

*) Diese Art der Erniedrigung von Ordnung und Clomo einer Complexfläche haben vrir bereits 
in der S68. Kummer biitrochtct. 

**) Eine Complfixflächc von dieser bosonderen Art haben wir in der Nummer io gemischten 
Coordinaten durgestelit. 
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errolfjt, dadurt!h, 'dans sich die Flache in das System zweier Flachen der 
zweiten Ordnung auflflst, die znsammenfiillen. 

;546. Solche Contpl ex -Flachen, die von Coniplex-Curven in |i!inillelt*n 
Ebenen gebildet W’crden, hulwn wir Aefiuatorialflächen genannt. Wir 
gehen zu der Discassion dieser Aefiuatorialfladien und zunaclist einer l)e.schränk- 
ten Familie dersellwn ülier. Hs leitet uils dalxn die dopjsdte Absicht, einmal, 
an leicht und abersicbtlich construirlMiren Flachen eine Bestätigung der bLs- 
herigen Itesidtate zu finden; tlann alwr iM'sonders, diux-h diese Flachen in 
etwa eine Anschauung von der Vielgc-staltigkeit der Com|ilexflacdieu öber- 
hiiupt und dadurch von der Vertheilung der geraden Linie in einem Complexe 
des zweiten (Jnules zu gewinnen. W'ir lK>jichlen im Folgenden also nicht 
nur, wie im Vorstehenden, die Anzahl und laige der Singidaritaten der 
Flache, sondeni ganz besonders die Form der Flachentheile, zwis(dien 
denen die Singularitäten den üebergang bilden, und <lon gestalt liehen 
(Hiaracter dieses Uebergangs. Wir htssen, bei dii'sen Untersuchungen, 
den Aisiuatcfrialflachen zunächst nicht ihre volle Allgemeinheit, sondern unter- 
werfen sie einer Anzahl veivinfaehender Bcslingungen, Die Möglichkeiten, 
welche wir dadurch aiisscidiessen, sind für uiweren Zweck von geringeriT 
Ikileiitung, und ihre Berücksichtigung würde nur unnöthigerweise den (lang 
der Betnichtung compliciren. Auch la.sscn wir die Erzeugung der Ae»p«i- 
torialflächen durch umhüllende t'ylinder Ix'i Seite, und betrachten nur ihif 
Entstehimg durch die in parallelen . Ebenen fortrückende Complex-Curve. Es 
liegt diese Art der Ik'stimmung einer Häche unserer Anschauung unver- 
gleichlich naher als die andere durch umhüllende Cylinder. 

d47. Indem wir vorau.ssetzten, dass die in den Breiten -Elwnen unend- 
lich weit liegende gemdo Linie nicht selbst dem Complexe angehöre, halxui 
wir für die allgemeine Gleichung einer solchen Häche in der 27o. Nummer 
die folgende erhalten: 

/t/r» -I- (Hr* — 2Rx -f /?) r» — 2 (Gj- -f t;)«r 

-F (Ä’.r» -f 2 r.r -F O «» — 0. (1) 

Es ist dabei die Coordinaten-Etjcne V Z piuxillel zu den Breiten-Ebenen der 
ComplexHache genommen. Die Axe O.X fällt mit dem Durchmesser des gegfs- 
l)enen Complexes zasammen, welcher dem Systeme der Breiten-Ebenen zuge- 
onluet ist, und den wir als den Durchmesser der Aequatorialflache 
Ix-zeichiiet haben. Endlich haben (>}' und OZ in l’Z die Richtung zweier 
unter sich imd zu O.Y conjugirter Durchmes.ser des Complexes. 
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Die (ileic)mng (1) enthalt acht von einander unabhängige Constante, 
welche mit den sieben, durch welche das Coordinaten-System particularisirt 
ist, die fünfzehn Constanten geben, von denen eine Aequatorialflache 
abhaugt. Es ist der Coordinaten-Anfangspunct auf W.l'*) und der Winkel 
zwischen den Coorfinaten-Axen 0 y und OZ noch willkürlich angenommen. 

Wir wollen in dem Folgenden, der Einfachheit und Anschaulichkeit 
wegen, vorau-ssetzen, dass das C(»rdinaten-System, w'elches der Gleichimg (1) 
zu Grunde gelegt ist, ein rechtwinkliges sei, wius eine zweifache Particu- 
larisation der <\equatorialflache bedingt. Dann ist der DuiThmes.ser der 
Hache senkrecht auf der Richtung der ihm im Cbmplexe zugeordneten paral- 
lelen Elienen, und füllt also mit einer der drei Haupt -Axen des Complexes 
zusammen, (n. 236.) 

348. Uaserc weiteren Entwicklungen knüpfen wir zunächst an die 
Annahme, dass in der Gleichimg (1) die beiden Comstanten G und 0 ver- 
schwinden. Dann Lst die Gleichung der Flüche, in welcher wir, unbeschadet 
der AUgemeinheit, /> = 1 setzen wollen**), die folgende: 

«j« -1- {Fx* — 2Rx -I- B] i>* -i- (Ex* -I- 2 L'x -j- C) »* — 0. (2) 

Die in einer lieliehigen Breiten-Ebene liegende Complex-Curve ist auf die 
beiden Coonlinaten-Axen OV und OZ als auf ihre Axen bezogen. Dem Ver- 
schwinden von G und 0 ontspiechend hat die Aequatorialtläche (2) sich 
dadurch particularisirt, dass die Axen ihrer Breiten-Curven gleich 
gerichtet sind. Dadurch nahem sich diese Aofiuatorialllachen dem Typus 
der Flüchen zweiter Ordnung und werden unserer An.schauung naher gerückt. 
Von den vier singulären Strahlen der Flüche werden paarweise zwei parallel. 
Wir können .sagen, dass die Flüchen, welche wir betrachten, dadiuvh aus- 
gezeichnet sind, dass sich ihre singulären Strahlen zu zwei auf 
ihrer Doppellinie schneiden. 

Die Gleichung (2) enthält sechs von einander unabhängige Constante. 
Das rechtwinklige CVwrdinaten-System, auf welches dieselbe bezogen Ist, ist 
bis auf die Lage des Anfangspunctes, der noch beliebig auf 0 .V angenommen 



*) ln der ongeiogenea Nummer batten wir den Anfangspunct auf OX durch di« folgende 
Bedingung bestimmt: 

£/? 

welche auuugt. da«« die Kl>euti FZ durch den Miitclpunct de« Compleim bindurchgeht. Wir la««en 
hier diese Bedingung, als ftir die folgenden Betrachtungen unwesentlich, fallen. 

**) Die Annahme, i9»0, entspricht den parabolischen Aequatorialflüchen, die hier ausge- 
schlossen bleiben. 

Piieker. Ceoswtnr. 44 
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werden kiinn, vollständig l)cstininit. Aeiiiiatorialflächen also, die durch die 
Gleichung (2) dargestellt sind, hängen von el f Coastanten ab, während diese 
Zahl im Allgemeinen fünfzehn beträgt. 

Wir erhalten aas der Gleichung (1) unmittelbar die Gleichung der Fläche 
in Punct-Coordinaten: 

Die iHäi he ist von der vierten Ordnung geblieben. Sie wird von den Coor- 
dinaten-Elienen ÄV, XZ in zwei Curven zweiter Ordnung geschnitten, indem 
in diesen Elienen ausser den Durehschnitts-Curven zweiter Ordnung noch je 
zwei singiüäre Strahlen der Fläc-he liegen. 

.349. Wir wollen die Cun'en zweiter Ordnung, nach welchen die Aequa- 
torialfläche von den l>eiden Coordinaten-El)enen .l'i' un<l XZ geschnitten 
wird, ids die beiden Cham cter ist iken derselben bezeichnen. Wir erhalten 
für diesellx;n, indem wir in der vorstehenden Gleichung nach eüiander z und y 
verschwinden lassen, die folgenden beiden Gleichungen: 

A’.r« + 2ra+C=0, 1 

I* + Fx‘ — 2/{.v -i- ff 0. I ' ' 

Von den Ijeiden Axen jedes dieser Kegelschnitte fällt die eine in die Coordi- 
naten-Axe OX imd ist die andere bezüglich Ol' und OZ parallel. 

Wir haln-n in der 185. Nummer die folgenden Ijeiden Gleichungen 
erhalten, um die Complex-Cylinder darzitstellen, deren Seiten Ijezüglich den 
Coordinaten-Axen OZ und Ol' parallel sind; 

Fx‘ — 2lxz + ffz’ + 2.Vi — 2ffx+ff = 0, | 

A.r» — 2 V.ry + Dy^ + 2 Vx — 2 Ty + C = 0. j 
Wenn \vir in die.sen beiden Gleichungen L, .V, S und T verschwinden la.ssen 
und- n der Einheit gleich .setzen, so fallen sie mit den beiden Gleichungen 
(4) ziLsammen. Es wird also, wie dies auch geometrisch klar ist, die durch 
die Gleichung (4) ilnrgestellte Actiuatorialfiäche von den beiden Complex- 
Cylindem, deren Seiten Ijczflglich OZ imd OV parallel sind, nach den beiden 
in X}' und XZ liegenden Characteristiken berührt. 

Wenn die beiden Characteristiken gegeben sind, so ist die Aeriuatorialfläche 
eindeutig bestimmt und ihre geometrische Oonstruction gegel>en. Denn die 
Ixüden Gleichungen der Characteristiken enthalten zu-sammen genau dieselljcn 
unabhängigen Constanten. als die Gleichung der Fläche selbst. Das Princip 
der Eintheihing der Aequatorialflächen dieser Art ist also zu 
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entlehnen an» iler verschiedenen Natur nnd der gegenseitigen 
Lage der beiden Characteristiken. 

3.")0.' Wir wollen die Eljene XZ mit der in derselben enthaltenen 
Characteristik so um ÜX drehen, dass sie mit XI’ zusammenßlllt. Wenn 
wir dann durch einen beliebigen Punct der Axe OX eine Parallele zu Ol' 
ziehen, so geben die vier paarweise gleichen Stöcke, welche auf dieser geraden 
Linie von den beiden Clmmctcristiken abgeschnitten werden, die Orösse der 
beiden Halb-Axen deqenigon Complex-Curve, welche in der durch diese gerade 
Linie gehenden Breiten-Ebene liegt. 

Wenn die Breiten-Curve eine Hyjierbel oder eine imaginäre Elli)*se ist 
und wir deren imaginäre Axen als reelle gerade Linien in derscllien AVeLse 
constniireu wollen, so mvlssen wir zu jeder Qjaractcristik eine zweite 
Curve zweiter Ordnung hinzufögen, welche mit der Characteristik den 
Mittel punct und die in OX fallende Axe gemein hat, während die zweite 
Axe an absoluter Orösse der zweiten Axe der CItaracteristik gleich al>er 
imaginär oder reell ist, je nachdem die letztere reell oder imaginär ist. 
Nachdem die teiden Chanicteristiken in dieser Weise ei-gänzt worden sind, 
ist die tk)astruction der Fläche in allen Fällen gegeben. 

Wir hal)en die beiden Characteristiken durch Urehung um OX in dieselte 
Elame gebracht. Ihre vier Durelischuittspuncte in derselben bestimmen die- 
jenigen beiden Breiten-Ebenen, von welchen die Aetjuatorialfiäche in reeUen 
Kreisen geschnitten wird. Imaginäre Kreise als Durchschnitts-Curven mit 
der Fläche liegen in denjenigen beiden Breiten-Eirenen, welche dimh die vier 
DurcKsclmitts-Puncte der beiden Curven zweiter Ortlnung gegeben sind, die 
wir den Characteristiken zugefögt haben. Endlich liestimmen die vier Diurdi- 
schnittspuncte jedesmal, einer Characteristik mit der der anderen zugehörigen 
Ergänzungs- Curve zwei Breiten-Ebenen, von welchen die Aetpiatorialfläche 
in gleicliseitigen Hyperbeln geschnitten wird. 

351. Wenn wir insbesondere der Breiten-Ebene eine derjenigen vier 
Lagen geben, welche durch die vier Durchschnittspuncte der landen Characteri- 
stiken mit der Axe OX Ixjstiinmt sind, so verschwindet die Grösse der einen 
Axe der Breiten -Curve, und in Folge dessen reducirt sich diese auf zwei in 
eine zusammenfallende gerade Linien. Diese geraden Linien sind die singu- 
lären Strahlen der Aequatorialfläche. 

In Uebereinstimmung hiennit zerfiült die Gleichung (77) der 195. Num- 
mer, durch welche, in dem allgemeinen Falle der Aequatoriallläehen, die 
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Ureiten-Ebenen der vier singulären Strahlen bestimmt werden, dadurch, dass 
K, G, 0 verschwinden, in die beiden Gleichimgen: 

/>« — 2ÄJ-+ ff 0, I ' ' 

\ind dieselben beiden Gleichungen bestimmen diejenigen Puncte des Durch- 
messers der Aequatorialllilche, in welchen derselbe von den Ixnden Chanicteri- 
stiken (4) geschnitten wird. 

Durch den Durchschnitt der einen Characteristik mit dem Durchmesser 
gehen diejenigen beiden singulftren Strahlen, welciie, senkrecht gegen den 
Durchmesser, in der Ebene der anderen Cliaracteristik liegen. 

Wenn der Durchmes.ser der Fläche von keiner der beiden Characteristiken 
in reellen Puncten geschnitten wird, sind die vier singulären Strahlen 
sämmtlich imaginär und die Aoquatoriallläche bildet ein ungetheiltes 
Ganzes. 

Wenn der Diuehmesser von einer Characteristik in reellen Pimcten 
geschnitten wird, von der anderen nicht, so siftd zwei der vier singu- 
lären Strahlen reell, zwei imaginär. Die Fläche zerfällt, indem wir. 
die Iwiden äusseren Theile, welche im Unendlichen in der tmendlich weit 
entfernten Complex-Curve zusammenstossen , als einen einzigen Flächentheil 
betrachten, in zwei Theile, von denen der eine endlich, der andere unendlich 
Lst, und zwischen denen die l>eiden singulären Strahlen den Uebcrgang 
bezeichnen. 

Wenn der DurChme.s.ser von Ixiden Characteristiken in reellen Puncten 
geschnitten wird, so sind die vier singulären Strahlen sämmtlich 
reell, und die Fläche zerfällt, indem wir wieder die beiden äusseren flächen- 
theile als einen einzigen betrachten, in vier durch die singulären Strahlen 
getrennte Theile. 

352. Wir können zwei Arten von singulären Strahlen unterscheiden 
(vergl. n. 188.). Singuläre Strahlen der ersten Art sind die Verbin- 
dimgslinien zweier reeller Doppelpimcte der Fläche und bilden den Ueber- 
gang zwischen reellen Complex-Ellipsen und Complex-Hyperbeln; singuläre 
Strahlen der zweiten Art .sind die Verbindungslinien zweier imaginärer 
Dopj)elpuncte der Fläche und bilden den Uebergang von Complex-Hyperbeln 
zu imaginären Complex-Ellipsen. 

Die Flächentheile zwischen zwei aufeinander folgenden singulären Strahlen 
werden von Curven derselben Art gebildet. Denn es kami sich imter den 
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BreiU'n-Curven als üclx'rgang zwisohpn (."urven verschiedener Art keine 
Parabel finden, weil sonst die in den Breiten-Ebenen unendlich weit liegende 
gerade Linie, der Annalinie zuwider, dem Complexe angehörte. Je nachdem 
die Breiten-t’un'en zwischen zwei auf einander folgenden singulären Strahlen 
reelle Ellijisen, Hyperbeln oder imaginäre Ellipsen sind, wollen wir die 
Flächentheile als elliptische, hyperbolische, imaginäre bezeichnen. 

AVenn ein elliptis<-her imd ein hyperbolischer Flächentheil auf einander 
folgen, so stoasen .sie bloss in zwei Puncten des sie trennenden singulären 
Straiils zusammen. Diese Iteiden Ihincte (diejenigen beiden, in welche die 
Comple.x-Curve fOr die bezflgliche singuläre Ebene ausartet) thcilen den Strahl 
in ein mittleres endliches und in zwei äussere, unendliche Segmente, die als 
eines zu betrachten sind. Das mittlere Segment gehört dem elliptischen Flächen- 
theile an und ist als eine Ellipse anzuselren, deren eine A.xe verschwunden 
Ist. Die beiden äus.seren Segmente gehören dem hyjierliolischen Flächentheile 
)Ui uml sind als eine Hy|)crbel zu l»etmchten, deren Neben-Axe vem'hwunden, 
oder, Wils das.selbe heisst, deren Asjnnptoten-Winkel gleich Null geworden ist. 

Wenn auf einen InTHrbolischen Flächentheil ein imaginärer folgt, so 
endet der erstere nach Seiten des letzteren hin in eine unbegrenzte gerade 
Linie. Diese gerade Linie ist als eine Hyperbel anzusehen, deren Haupt-Axe 
verschwunden, «ler, was das-selbe ist, deren Asymptoten -Winkel gleich -t 
geworden ist. 

353. Ein elliptischer Flächentheil wird von zwei singidären Stralden 
der ersten Art begrenzt.*) Dieselben kömien panillel oder senkrecht zu ein- 
ander .sein. 

In dem ersteren Falle erreicht das Vcrhältnis.s der beiden Axen der 
erzeugenden Ellipse, welches in den beiden Grcnzlagen gleich Null ist, ein 
Maximum. Wenn dieses Maximmn kleiner als Ein.s ist, nähert sich die 
erzeugende Ellipse, von einer der landen Greuzlagen ausgehend, bis zu dem 
Maximum immer mehr einem Kreise, und entfernt sich dann, ohne ihn 
erreicht zu haben, von demselben immer weiter, bis sie, an der anderen 
Grenze, wieder in eine gerade Linie übergeht. Die grosse Axe der 
Elli|>se bleibt immer gleich gerichtet. Wenn das Maximum grö.sser als Eims 
ist, geht die erzeugende Ellijwe zwischen den Ixndcn Grenzlagen durch zwei 
Kreise hindurch. Bei diesem Durchgänge vertauschen sich die Bichtimgen 

*) Wir schlie««en im Texte die Ansahme aus, dass die AiMiitiatorialfifiche aus einem usf^e- 
^nnten Ganzen bentebt% 
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ihrer jpwisen luid ihrer kleinen Axe. Die grosso Axe ist seukreeht gegen 
die t>eiden l>egn‘uzpnden singulären Strahlen gerichtet. Wenn endlich das 
Maximum gleich Ein.s Ist, gibt a? unter den enteugenden Ellipsen einen Kreis, 
der als zwei zasammenfnllende anzusehen ist. Es gibt dünn immer zwei 
Ellipsen, welche einer gegetenen ähnlich sind. 

In dem zweiten Falle geht die erzeugende Ellipse auf ihrem Wege von 
der einen Grenzlage zur anderen durch einen einzigen Krei-s hindurch. Heim 
Durchgänge dureh den Kreis vertauschen die grosse und die kleine Axe der 
erzeugenden Ellipse gegenseitig ihre Ilichtimgen. Es gibt zwei Ellipsen, 
welche, bei gekreuzter Richtung ihrer grossen Axe, einer gegebenen Ellipse 
ähnlich .sind. 

Eine gleiche Eintheilung in zwei unterschiedene Arien erhalten wir für 
die imaginären Flüchentheile. Dieselben sind entweder durch zwei parallele 
oder durch zwei gegeneinander senkrechte Strahlen der zweiten Art begrenzt. 

Auch Ijei hyperlwlLschen Flüchontheilen müssen wir zwei Fälle vmter- 
scheiden, jo nachdem die Iwiden Ijogrenzenden singulären Strahlen parallel 
oder gekreuzt sind. Im ersteren Falle sind die beiden Strahlen von dersellten, 
im zweiten Falle von verschiedener Art,. Wenn die Iteiden Strahlen parallel 
.sind, so ist bei allen Complex-Hyjwrljeln des Flächenstflcks entweder die 
Haupt-Axe oder die Neben-Axe von endlicher GrAsse. Es hängt dies davon 
nb, ob die beiden Strahlen von der ersten oder zweiten Art sind. Unter leiden 
Annahmen gibt es zwei reelle oder imaginäre oder zusammenfallende Breiten- 
Elienen, von welchem der Flächentheil in gleicKseitigen Hy])erlx‘ln geschnitten 
wird. Sind dagegen die beiden da.s hyiJcrboliscbe Flächenstück liegrenzendcn 
singidären Strahlen gekreuzt, so findet sich unter den eizeugenden Complex- 
Hj'jierbeln immer eine, aller auch nur eine, gleichseitige Hyperliel. Wahrend 
in dem ersten Falle der Asymptoten- Winkel der Complex-Hyperbeln von 0, 
bezüglich von jr, an.sgehend wietler zu seinem Anfangs- Werthe zurückkehrt, 
wäcKst er in dem zweiten Falle coiitimdrlieh %’on dem einen dieser Werthe 
bis zu dem anderen. 

354. Wir wollen das Vorstehende an einem Beispiele erörtern. Es 
seien in der Figur die beiden Ellipsen ARC/t imd A' R’ C R' die lieiden 
Characderi.stiken, welche wir durch Drehung um OX in eine Ebene gebmeht 
hallen. Wir ergänzen ilie beiden Ellipsen, in dem oben (n. 350) festge-stellten 
Sinne, durch zwei Hyjierbeln. Die beiden Hyperbeln sind AECF imd 
A’ E'C F. Um anzudeuteu, da.s.s durch sie imaginäre Axen der Bi-eiten- 
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Chirven ihrer Grösse naeh twstinimt weiilen, halx*n wir dieselben nicht 
ausgezogen, sondern puncttirt. 

Wenn wir nun, einem Ijeliebigen .r entsprechend, in der Zeichnuiig eine 
Senkreclite gegen OX ziehen, so stellen die Iwiden Abschnitte auf dersellwn, 
welche durch die beiden Cliaraeteristiken und ihre Erganzimgs-C'urven bestimmt 
wenlen, die Axen der Complex- ^ 

Curve in der dunth x gegel)enen 
Breiten-Ebene dar. 

Den Scheiteltungenten in 
A, C, C' entsprechend erhalten 
wir die vier singulären Strahlen 
der Aeipuitorialdäi he. Die Strahlen, 
welche durch -I, be/.ftglich durch 
C gehen, sind von der ersten, 
die beiden anderen von der zwei- 
ten Art. 

Zwischen A und C werden 
die Breiten-Curven Ellijisen. Unter 
ihnen befinden sich, den Diirch- 
schnittspuncten A' entsprechend, zwei Kreise. Dius elliptische Fläehenstück 
ist %'on der ersten Art . An dassellje schliessen sich, von A bis A', beztlglich 
von C bis C" reichend, zwei hyiierbolLsche Hächenstücke der zweiten Art. 
Die beiden Breiten-Elaoien , welche gleichseitige Hyi>erl)eln enthalten, sind 
diejenigen, welche durch den Durchschnitt der Ellipse A' 1t' C" D' mit der 
Hyperbel AKCF bestimmt werden. Von Ijeztlglich von V ab, folgen 
imaginäre Breiten-Curven. Die Aequatorialfläche ist ganz zwischen die durch 
,r imd C gegel>enen Brciten-Elienen eingesehlo.s.sen. 

355. Wir wollen im Folgenden einen elliptischen Flächentheil mit E, 
einen hyi>erbolLschen mit //, einen imaginären mit / bezeichnen und dmch 
die angehängten Marken l, 2 unterscheiden, ob die Hächentheile diuxdi 
parallele oder gegeneinander .senkrechte singuläre Strahlen l)egrenzt sind. 
Die h_vperboli.schen Fläehentheile erster Art, //,, können entweder durch 
singuläre Strahlen der ersten oder dimih singvüäre Striihlen der zweiten Art 
liegrenzt sein. Wir bezeichnen sie dem entsprechend bezüglich mit //,' 
und //,". In allen solchen Fallen, wo nächentheile nicht raelir durch sin- 
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giiläre Strahlen von bestimmter Kichtim^? beiderseitig begrenzt werden, 
gebrauchen wir einfach die Zeichen E, //, /. 

Wir erhalten für jede Ae«iuat«rialflIU-he ein Symbol, indem wir die 
für die einzelnen Flachentheile der8ell)en cingeführten Zeichen zusamraen- 
stellen, in der Art, dass wir mit dem sich in's Unendliche erstreckenden 
Flachentheile beginnen und auch wieder mit demselben schliessen. So stellt: 

/, //, /, 

die in der vorigen Nummer betrachtete llache dar. Ein derartiges Symbol 
deutet nicht nur die Art der einzelnen Flachentlieile, sondern auch die Art 
und die Lage der singulären Strahlen der Fläche an, so dass dasselbe hinreicht, 
imi eine Aequatorialfläche, wie wir sie hier tetrachten, zu characterisiren. 

35ü. Die nnclistehonde Aufzählung von siebenzehn coordinirten 
Arten*) der dim;h die Oleichung (3) dargestelltcn Aoquatorialflächen ergibt 
sich sogleich, wenn wir unterscheiden, ob die lieiden C’liaiucteristiken imaginäre 
Ellipsen, reelle Ellipsen oder Hyperbeln**) sind, und zugleich die gs>genseitige 
Lage ihrer Durcli-schnittspuncte mit dem Durchmes.ser der i'läche in's Auge 
fiussen. Wir geben jede.smul die Art und Lage der Characteri.stiken und die 
dadurch bedingte Aufeinanderfolge der Flachentheile an. Die sieltenzehn Arten 
ordnen sich in drei (»nippen nach der Realität ihrer singulären Strahlen***). 

Erste Gruppe. Die singulären Strahlen sind sämmtlich 
imaginär. 

1. Zwei imaginäre Ellipsen. /. * 

2. Eine imaginäre Ellipse und eine Hyperbel, deren Neben- Axe in den 
Durchmesser fällt. //. 

3. Zwei Hyjierbeln, deren Neben-Axen in den Durchmesser fallen. E, 

Zweite Gruppe. Von den vier singulären Strahlen sind zwei 

reell, zwei imaginär. 

4. Eine imaginäre Elliiise und eine reelle Ellipse. /, //," /,. 



*) Von den moiBten di*r im PolgeiuleD geDfUintcD Flächen but Plücker MocluUo anfertigoo Ihsbco^ 
welche die AoM-hauun|r denellien l*e4eutend erleichtern. F, K. 

**) Wir bi'T heiläniig herrorfaeben, diuM der die Ae<itiM<oriiüdicho beetimraemle Complex 

nothwendig ein hyperboloidiicber iit, »obald «ich unter den CbaracteriiddkeD der Fl&cbc ciao 
Hjri>erliel befindet 

***) Auj^pezeiebuft durch ihre S>'msuetne iioter den nachttiebeud aufgezähltcn Flüchen und die- 
jenigen, deren Cbaracterutike» deiuell»en Mittelpunct benUon. ^Iche Flächen entsprechen der An* 
nnhmc, daM alle der Axe Q\ in dem die AequutohalfiiU'hc bcatöimneDden Complexe Kugeordneten 
Pitrebmeuer «ieb im Miitelpuncte des Complexe« schneiden (Tcrgl. n. 362.). 
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5. Eine imaginäre Elliiwe und eine Hyperljel, deren Haupt- Axe in den 
'Durchmesser fällt. //," /, 

G. Eine reelle Ellipse imd eine Hyperbel, deren Neben -Axe in den 
Durchmesser fällt. //,' t\ //,'. 

7. Eine Hyperbtd, deren Haupt-Axe, imd eine Hyjierljel, deren Neben-Axe 
in den Durchmesser fällt. E, //,' E,. 

Dritte Gruppe. Die aingulären Strahlen sind «ämmtlich reell. 

A. Zwei reelle Ellipsen. 

8. Die beiden Durclischnitte des Durchmessers mit der einen Ellipse 
folgen auf die lieiden Durchschnitte desselben mit der anderen. /, //," /, //," /,. 

9. Auf dem Durchmesser der Fläche liegen die Durchschnitte mit der einen 
ElU]ise zwischen den beiden Durchschnitten mit der anderen Ellipse.*) /, //, E, //» I,- 

10. Auf dem Durchmesser der Fläche folgen alteniireud die Durch- 
schnittspuncte mit der einen und die Durchuschnittspuncte mit der anderen 
Ellipse. /, //, E, //, /,. 

B. Eine reelle Ellipse und eine Hyporliel, deren Haupt-Axe in den 
Dmchmesser der Fläche fällt. 

11. Der Durchmesser der Fläche winl von der Ellipse in zwei Pimcten 
geschnitten, welche zwischen den beiden Durchschnitten mit der Hyj)erbel 
liegen. //," /, //," /, //,". 

12. Auf dem Durchmesser der Fläche liegen die Durclischnitte mit der 
Ellipse innerhalb desselben Zweiges der H^^perlxd. //, /, //, A\ //,. 

13. Die Scheitel der Hyperbel liegen zwischen den Durchschnitten der 
Ellipse mit dem Durchmesser der Fläche. //,' E, E,' E, H(. 

14. Von den beiden Scheitehi der Hyi)erbel liegt der eine ausserhalb 
der Ellipse, der andere innerhalb. //, /, //, E^ //,. 

C. Zwei Hyiierlxln, deren Haupt- Axen in den Diuxhmesser der Fläche fallen. 

15. Auf dem Durchmesser liegen die beiden Scheitel der einen Hj'perlxil 
zwischen den lx*iden Scheiteln der anderen. A', //, /, U, A,. 

16. Auf dem Durchmesser folgen die Scheitel der einen Hyjierbel auf 

die der anderen. A, //,' A, //,' E^. % 

17. Auf dem Durchmesser liegt ein Scheitel jeder der beiden Hyperbeln 
zwischen den lieiden Scheiteln der anderen. A, //, /, H, Aj. 

*) Die in der S5t. Nummer betrachtete Fläche, 
riirker, C«»«etrir. 45 
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357. Wir wollen in den nilch.sten Erörterunj'en diejenigen Falle ins- 
besondere lieiTorlielien, in welchen zwei der singulären Strahlen der Acqna- 
torialflaehe in dieselbe Hreiten-Ebeue fallen. Es sind die entsprechenden 
Flachen anzusehen als Uebergangsfornien zwischen jedesmal zwei der 
vorstehend aufgezählten siebenzehn Arten. Sie hangen von einer Constanten 
weniger, als die bisher betrachteten Flächen, also von zehn Constanten ab. 
Dadurch, da.ss zwei singuläre Strahlen der Fläche in ditsselbe Breiten-Etene 
fallen, verschwindet der zwi.schen denselten eingeschlos.sene Flächentheil. Die 
Breiten-Ebene bezeichnet nicht mehr, wie früher, den Ueberg.ing zwischen 
einem hyperbolischen imd einem elliptischen oder iniuginären Flächentheil. 

Die singulären Strahlen können paarweise in dieselbe Breiten- Ebene 
fallen; es können drei von ihnen in derselben Ebene liegen, u. .s. f. Alle 
solche Flüchen finden sich unter den verschiedenen Arten von Complexflächen 
wieder, die wir, in der 344. Nummer, l>ei der allgimieinen Cla.ssification 
erhielten, wenn wir annahmen, da.ss sich die Beziehung der genulen Linie d, 
welche mit dem gegebenen Complexe die Complexfiachc bestimmt, zu der 
Fläche </> der .singulären Puncte und Ebenen des Complexes irgendwne 
particulaiTsire. 

Wir erhalten zunächst zwei Partieularisationen der fraglichen .\rt, 
indem wir entweder annehmen können, ilass zwei imrallele oder daas zwei 
gekreuzte singidäre Strahlen in diesedbe Breiten-Ebene fallen, das.s also die 
Ae«iuatorialflaclie einen Flächentheil der ersten oder zweiten Art verliert. 

3.5S. Es fallen zwei j)arallele singuläre Strahlen der Aequatorialfläche 
zu.sanimen, wenn wir annehracn, da.ss sich eine der beiden Clianicteri.stiken 
in das System zweier gerader Linien aufgelöst habe. Die lx?iden 
zusamnienfallenden singulären .Straldeii erscheinen dann als ein Doppel - 
strahl der AcHiuatoriulfläche. Duivh den Doppelstrahl getonnt, schliessen 
sieh zwei elliptische csler zwei imaginäre oder zwei in dem.sell)en Sinne 
geöffnete hyperboli.s4;he Flächentheile an einander an. Der Doppelstrald liegt, 
im Allgemeinen, nicht seiner ganzen Erstreckung nach auf reellen Theilen 
der Flüche, sondern setzt sich, üljer diese hinaus, als isoliite gerade Linie 
fort. Wenn die Ijeiden in denselben zusamnienfallenden singulären Stralilen 
von der ersten Art sind, so bildet ein begrenztes Stück des Doppelstrahls 
den Ueliergang zwischen zwei elliptischen oder zwei hyperboli.schcn Flächen- 
theilen. Sind sie von der zweiten Art., so bildet der immer reelle Doppel- 
st ralil den Ueliergang zwischen zwei auf einander folgenden hy]3erbolischen 
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oder iniagiuareu Flftchentheilen. Im letzteren Falle ist der Doppelstrahl eine 
isolirte gerade Linie. 

Die Flachen, welche wir hier lajtrachten, sind an/,u.sehen als Ueber- 
gangsglietler zwischen solchen, die der ersten und zweiten, oder zwischen 
solchen, die der zweiten und dritten Gruppe der in der 35ü. Xuinmer auf- 
gezahlten Aequatorialll.'Uhen angehören. Sie finden sich bei der allgemeinen 
Classification der Complexflachen, wie wir sie in der .'544. Nummer gi»geben 
haben, unter der dort mit TT l>ezeichneten Art- 

Wenn wir unterscheiden, ob das Linienpaur, in welches die eine 
Characteristik zerfällt, reell oder imaginär Lst, ferner, ob die zweite Chanic- 
teristik eine imaginäre Elliijse, oder eine Hj-pertel, oder eine reelle Elliiiae 
ist, und wenn wir au-s.senlem die Lage des immer reellen Durclisclmitts der 
Ixndcn geraden Linien, in welche die eine Characteristik sieh au^elöst hat, 
gegen die zweite ChanicterLstik ins Auge fassen, erhalten wir die nachfol- 
gende Eintheilung solcher Flächen in zwölf Arten. Wir l>ezeichnen dieselben 
der lleihe nach mit den Zahlen 18 — 2U, und geben bei jeiler die Aufein- 
anderfolge der Fläcbentheile und diejenigen teiden der bis jetzt aufgezählten 
siebenzehn Arten an, zwischen welchen dieselbe den Uebetgang bildet. Den 
Uoppelstrahl, in welchen zw'ei parallele singidäre Strahlen zasammengefallen 
sind, l)ezeichnen wir diui'h einen oder zwei verticale Striche, je nachdem er 
Von der ersten oder zweiten Art ist. So erhalten wir das folgende Schema: 

18. /. II /.. 1. 4. 

19. //." II //,". 2, ,ö. 

29. //,' I //;. 2. 6. 

21. E, 1 A’.. 3, 7. 

22. /, II y, //," /,. 4. 8. 

2.‘5. y, yy/y* | y,. 4. 9. 

24. yy." y, n y, yy,". 5, 11. 

2 .Ö. yy, y, yy, 1 yy,. 5 , 12 . 

2(j. yy, j yy, a, yy,. 0, 12. 

27. yy; a, i a, yy;. e, 13. 

28. A, yy, i yy, a,. 7, 1.5. 

29. A, yy; a, i a,. 7 , iti. 

3 . 59 . Es können beide Characteristlken in Systeme von zw'ei, reellen 
oder imaginären, geraden Linien nusarteu. Dann erhalt die Fläche, indem die 
parallelen singulären Strahlen zusammenfallen, zwei gekreuzte Dopi>elstrahleu 

45» 
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mul wird eine Linienliäthe. Sie hiUifrt nur noch von neun Constanten ab. 
Derartifje Flflcheu ('ehftren zu der dritten bei der allgemeinen Classification 
der Comidexflftchen aufgestellten Art. Sie sind als Uelx-rgangsRlDe zwischen • 
den zwölf vorstehend aufgezalilten Ffllleu anzusehen. Wir imterscheiden bei 
ihnen drei Arten, nach der ßealit.’lt der lx*iden Linienpaare, in welche die 
CharacterLstikcn zerfallen; 

aO. /, II /i I /,. 18, 22. 

31. //, II //, I //,. l!t, 2.Ö; 20. 26. 

32. A-, I I A r 21. 29. 

300. Zwei senkrecht auf einander stehende singuläre Strahlen der 
At-ciuatoriidfiäche fallen in dieselbe llreitenebene, wenn wir annehmen, da.ss 
sich die beiden Characteristiken der Fläche schneiden. Es kommt 
dies darauf hinaus, dass sich die beiden tliaracteristiken, nachdem man sie 
durch Drehung um den Durchmesser in dieselbe Ebene gebracht hat, in einem 
Puncte des Diuxhmessers Ijcrflhren. ln der dmxh diesen Berührungspunet 
bestimmten Breiten-Eljene wird von den Linien des Complexes ein Sy.stem 
zweier, auf dem Durchmesser der Fläche zusammenfallender Ihmcte umhüllt. 
Die Breiten-Ebene ist eine IXtppeleliene des Complexes. Die Aeciuatorial- 
Hächen, welche wir hier betrachten, gehören zu der vierten in der 344. Nummer 
aufgestellten Art von Complcxllächen. Sie hängen nur noch von zehn 
Constanten ab. Indem sich die Dop]ielebene als selbstständige Ebene von 
der Aequutorialfläche ahsondert, wird diese von der dritten Ordnung und 
verliert ihren unendlich weit liegenden Doppelstnihl. Die Doppelebcne 
schneidet die Fläche nach drei einfachen Strahlen, von denen der eine un- 
emllich weit liegt imd die anderen beiden sich auf dem Durchmes-ser sc-hneideu. 

Wir erhalten die analytische Bestätigung dieser Uesultate unmittelbar aus 
den Gleichungen (6), dua-h welche wir diejenigen vier Puncte des Durchmc-ssers 
der Actiuatorialtiäche Itestimmt hal>en, in welchen dersellw von den vier singu- 
lären Strahlen der Flädie geschnitten winl. Wenn dieselbe eine gemeinschaft- 
liche Wurzel, .r', besitzen, können wir sie unter der folgenden Fonn schreiben: 
A’(.i— 4r')(4-a-,) = 0, 1 

A’(.r — .r') (X—.V,) = 0. | '' 

Dann geht die Gleichung (3), durch welche wir die Aefiuatorialfläche in 
Punct-Coordinaten djvrgestellt haben, in die folgende flixjr: 

(Är/ir;y + 
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— ;157 — 



.r — .r' = 0 



(f) 



entspricht der Ebene, welche sich von der AequatorinlHäche absondert, und 
die Gleichung: 



£(x—x,) F(x — a!j) 



+ (.r-a') == 0, 



( 10 ) 



welche die Flache seltet darstellt, winl von der dritten Ordnung. 

Setzen wir inabe.sondere .r gleich .r', so geht die vorstehende Gleichung 
in die folgende über: 



A(x'-a:,) F(x'—x,) 



0 , 



( 11 ) 



eine Gleichung, welche da.s reelle oder imaginäre Linienpaar darstellt, nath 
welchem die Flüche von der durch die Gleichung (9) bestimmten Ebene, ausser 
in der unendlich weit liegenden Linie derselben, geschnitten winl. Es 
berührt die Eljone (9) die Flüche (10) in den drei Durclischnittspunetcn dieser 
drei geraden Linien. 

Die Aefpiatorialflftche hat zw'ei ihrer .siiigulüren Strahlen mit der 
Alisondening einer selbstständigen Eliene verloren. Es bildet diese Ebem- 
die Gren/u zwischen aufeinander folgenden elliptischen und imagiuürcn 
Flüchentheilen oder zwischen solchen hyperbolischen Flilchenthcilen, deren 
Hjlierbeln in verschiedenem Sinne geöffnet sind. Für beide Uebeigangs- 
arten gelwn die Flüchen zweiter Ordnung, wenn wir un.«! dieselben durch 
Curven in parallel mit sich sellwt fortrückenden Etenen erzeugt denken, ein 
anschauliches BeLspicl. 

Die beiden Characteristiken einer Aequatorialflüche, wie wir sie hier 
l)etrachten, können nur reelle Ellipsen oder solche Hyjjerbeln sein, deren 
HauptrAxe in den Durchmesser füllt. Danach erhalten wir die folgende 
Aufzühlnng von sieben coordinii-ten Aiien, die wir, in früherer Weise, durch 
Angabe ihrer Fläf;hentheile und derjenigen unter den siebenzehn ersten 
Flüchen, zwischen welchen sie den üebergang bilden, characterisiren. Wir 
haben dalrei die sich ahsondernde Brciten-Eliene durch ein Kreuz bezeichnet. 

33. /,//>< ///,. 8, 10. 

34. / X A //, I. 9, 10. 

35. ///, //x//. 11, 14. 

36. ff. Ix Eff,. 12, 14. 
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37. //X // //. 13, 14. 

3«. EU, Ix E. 15, 17. 

3!i. Ux // AV lö, 17. 

3(J1. Wetiu die Chiiraetcristiken der FlSehe sich in zwei Puncten 
.•«•Imeiden, so geht die Fläche, indem sie alle Singularitäten verliert, in eine 
Fläche der zweiten Ordnung Ober. Dann gibt es unter den Breiten- 
Ebenen zwei, welche Doi>i)elel)euen des die Fläche bestimmenden Complexes 
sind, diejenigen leiden, welche die Fläche zweiter Ordmuig berühren. Diese 
Els-nen sind durch die Fläche zweiter Ordnung selbst gegeben, imsofem sie, 
der Vorramsetzung nach, auf einer der drei llaupt-Axen dieser Fläche .senk- 
recht .stehn. Die Ae*juatorialflache hängt also von eben so viel Constanten 
ab, als eine allgemeine Fläche des zweiten Gmdes. ünd in der That linden 
wir für diese Constanten - Anzahl neun, eine weniger, als in dem in der 
vorigen Xuinmer behandelten Falle. Wenn wir, l)ei der allgemeinen Oassification 
der (’omplexflächen, dreizehn Constanten für eine (kiniple-vfläche gefunden 
lialxm, welche in eine Fläche des zweiten Gnulcs ansartet, so kamen vier der 
dreizehn Constanten auf die gerade Linie /t, welche in keinerlei au.sgezeichnet*>r 
Beziehung zu der Fläche .stand. 

Wir gehen hier und im Folgenden nicht weiter auf diejenigen Acspia- 
torialflächen ein, welche in Flächen der zweiten Onlnung ausarten. 

36‘2. Wir erhalten weitere Arten der hier zu l>ctrachtenden .\ecjuatorial- 
Hächeu, wenn wir unnehmen. dass eine von den zwei sich schneiden- 
den Characteristiken sich in ein System zweier gerader Linien 
aufgelüst hat. Solche Aequatorialtlächen hängen von neun Constanten 
ab. Es entspricht ihnen in der allgemeinen Classification der Complexflächen, 
wo wir in kein grösseres Detail eingegangen sind, keine besonders angeführte 
Art. Wir erhalten eine solche, wenn wir annchmen, dass die gerade Linie r/, 
welche mit dom gegebenen Complexe die Complextläche bestinunt, in einer 
DopiK'letcene des Complexes enthalten ist und in derselben denjenigen Kegel- 
schnitt berülirt, welchen diese Ebene mit der Fläche '/> der singulären Puncte 
und Ebenen des (lomplexe-s gemein hat. 

Wir heben insljesondere die Singularität hervor, welche derartige Aequa- 
torialllächeu in der Breiten-Ebene Ijesitzen, die durch den Diuchschnittspunct 
der Iceiden Characteristiken hindurchgeht, lu diese Breiten-Ebene fallen drei 
singuläre Strahlen. Es sondert sich zunächst die Breiten -Ebene von der 
Fläche als selljstständige Ebene ab, wodurch die Onlnung der Fläche die 
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dritte wird und die Fladie zwei ihrer singulären Strahlen verliert. Die 
Aequatorialfläche hat dadureli, diiss drei ihrer singulären Straldcn in dieselbe 
Breiten-Ebene rflekten, zwei ihrer Flächentheile verloren. Der eine der lx>iden 
übrigen ist nothwendigerweise ein hyperbolischer, der andere, je nachdem 
da» Linienpmir, in welches sieh die eine (üianuteristik aufg<'lüst hat, weh 
oder imaginär ist, ein elliptischer oder imaginärer. In lieiden Fallen wird 
der hyjH-rbolische Theil nach der giinzen Erstreckung des übrig geblielrenen 
dritten singulären Strahls von der sich absondemden Breiten-Ebene Ijerfllirt. 
Derjenige Punet, in welchem dieser singuläre Strahl den Durchmes.ser der 
Fläche schneidet, ist ein Doppel punet derselben. Die Tangenten der Fläche 
in demselben liegen in zwei gesonderten, reellen oder imaginären Ebenen, 
denjenigen Ebenen, welche sich durch den singulären .Strahl und die beiden 
geraden Linien, in welche sich die eine Characteristik aufgelöst hat, hindurch- 
legen laasen. Nach der Erstreckung dieser Iwideu geraden Linien wiwl die 
Fläche von den Iwiden Ebenen terflhrt. Als Tangential-Ebeiie der Aequatorial- 
lläche im Doppelpuncte kann jede Ebene angesehen worden, welche den 
hindureligehenden singulären Strahl enthält. Während .sich der Kegel zweiter 
Onlnung, der, im .Allgemeinen, von den Tangenten einer Fläche in einem 
IX)ppelpuncte gebildet wiwl, in unserem Falle in das System zweier Elieneu 
aufgelöst hat, artet der Kegel zweiter C1as.se, welcher, im Allgemeinen, von 
den Tangential-Ebenen einer Fläche in einem Doppelpimctc imihüUt wiwl, 
in uiLserem Falle in das System zweier umhüllter Äsen aus, welche in den 
singulären Strahl ziisaminenfallen. 

Sei zunächst da.s Linienpaar, in welches sich die eine Clianicteristik 
aufgelöst hat, reell. Dann folgt, auf einen hj'pcrbolischen Theil der Fläche 
ein elliptischer. Indem sich die fortrilckende Breiten-Ebene von der Seite 
des hyperbolischen Theils her der ausgezeichneten Lage nähert, nimmt .sowohl 
die reelle als die imaginäre Axe der in derselben enthaltenen Hyjjeriwl immer 
mehr ab, doch so, dass der Asymptotenwinkel immer grösser ^vird und an 
der Grenze den Werth erreicht. Nachdem die fortrückende Breiten-Ebene 
die ausgezeichnete Lage überschritten hat, enthält sie eine imendlich kleine 
Ellipse, deren Axen als unendlich verschieden anzusehen sind. Es ist die- 
jenige Axe die grössere, welche in ihrer Hichtung mit der Richtung des 
singiüären Strahls übereinstimmt. 

Ist das Linienpaar, in welches sich die eine Cliaracteristik aufgelöst hat, 
imaginär, so folgt auf einen hyiierbolischen Flächentheil ein imaginärer. 
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Den üelHTgang hat man sieh so zn denken, dass Haupt- imtl NelH;n-Axe 
der gegen die Grenze hin fortrftckenden Hyperbel beide nbnehmen, jctioch 
die erstere unendlich viel schneller, als die letztere. So endet der hyper- 
Iwlische Tlieil gegen den imaginären in einer Hyperbel, deren Asymptoten- 
Winkel gleich Null geworden ist. 

Wenn wir berflcksichtigen, ob das Linienpaar, in welches sich die eine 
Chanicteristik auflöst, imaginär oder reell ist, und ob die zweite Characteristik 
eine reelle Ellipse oder eine Hyj>erbel ist, deren Haupt-Axe in den Durch- 
messer der Fläche tällt, erhalten wir die nachstehende Aufzählung von vier 
Arten. Wir tezeichnen dalxii die ausgezeichnete Dreiten-Etwne durch einen 
horizontalen Strich. Die Ac(iuatorialflä«;hen^ welche mr hier betrachten, laiwen 
sich sowohl als Uetergangsformen zwischen solchen Flächen aasehen, deren 
eine Characteristik ein Linienpaar ist, welches die zweite Cliaractcristik nicht 
schneidet, als auch zwischen solchen, deren Chanicteristiken sich schneiden, 
ohne dojss sich eine dersell)en in ein Linienpaar auflöst. Sonach erhalten 
wir die folgende Talwlle: 

<10. /,— //, Ir 22, 2.1; ;13, 34. 

41. //, — /,//„ 24, 2.5; 3i>, 3(i. 

42. //, — //,. -2«, 27; 3Ö, 37. 

43. — //, 2«, 29; 38, 39. 

E.S mag schlifts.slich nocdi l>emerkt werden, daas, wenn beide sich schnei- 
dende Chanieteristiken Linienpaaie wenlcn, die Awpiatorialfläche .sich anf 
die zweite Ordnimg rtslucirt, indem sie eine Kegelfläche wird. 

3G3. Es. bleiben noch diejenigen Fälle zu discutiren, wo einer oder 
mehrere der .singulären Strahlen der Fläche unendlich weit nicken.*) 

E.S räckt einer der singulären Strahlen unendlich weit, wenn wir an- 
nehraen, dass eine der Ijeiden CharacU’ristiken eine Parabel sei. Indem 
ein singtilärer Strahl in unendliche Entfernung nickt, wird die Fläche 
durch die unendlich weit entfernte Elxmo in zwei Theile getheilt. So lange 
nicht weitere Singularitäten hinzutreten, ist einer dieser Theile ein hyi)er- 
bollscher, der andere ein elliptischer oder imaginärer. Eine denirtigc Fläche 
ist aufzufassen als Uebergangsform zwischen zwei der bisher aufgczählten 



*) Domrtigc! Flächen f^>bcn eine An»diAuuii^ von der VorthGilunff der Linien in solchen Com- 
pkxeii« für welche die unendlich weit eniferato Khene eine »iag’uläre Ebenu oder eine Doppelelietie 
Ut, d. b. in den hyperbolischen, elliptischen und parabolischen Cotnplexen. 
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Arten, welche eine Characteristik gemein haben, während die andere bezüglich 
eine reelle Ellipse imd eine Hyperbel ist, deren Haupt- Axe in den Durch- 
messer fällt. Sie hängt von einer Constante weniger ab, al.s jede der l)eiden 
Flächen, zwischen welchen sie den Uebergang bildet. Wir erhalten immit- 
telbar die folgende Aufzählung der hier mt^lichen Fälle, auf deren nähere 
Discussion wir nicht eingehen. 



44. 


/, 


///'. 4, 5. 


4.5. 


h ; 


■ Ä',. 6, 7. 


46. 


h 


//," /, HC- 8, 11. 


47. 


/, 


//, E, //,. 9, 12. 


48. 




Et llf 10, 14. 


49. 




/, //, A’,. 12, 15. 


50. 


h; 


' E, //,' A’,. 13, 16, 


51. 


Ht 


/, //, Ä',. 14, 17. 


52. 


h 


1 /, HC. 22, 24. 


53. 


/. 


II, \ H,. 23, 25. 


54. 


//, 


1 II, Ey. 26, 28. 


55. 


h; 


’ E,\E,. 27, 29. 


56. 


/, 


Hx. //. 33, 35. 


57. 


/ X £■ //,. 34, 36. 


58. 


H, 


Ix E. 36, 38. 


59. 


II 


xll E,. 37, 39. 


60. 


I, 


— II,. 40, 41. 


61. 


//. 


- E,. 42, 43. 



Li dem Vorstehenden kann die parabolische Characteristik überall durch 
das System zweier paralleler, reeller oder imaginärer, gerader 
Linien ersetzt werden. Dann erhalt die Fläche einen zweiten unendlich 
weit liegenden Doppelstrahl. Solche Flächen können als Grenzlälle der früher 
liereits aufgezählten Flächen gelten, deren eine Characteristik ein Linienpaar 
war. Sie hängen bezüglich von einer Con-stant« weniger ab. Wir veranigen 
die verschiedenen Arten, welchen wir hier lieg^ieu, in der folgenden Tabelle, 
in welcher wir den Dopjielstrahl der Fläche, auch nachdem er unendlich 
weit gerückt ist, in ftüherer Weise bezeichnen, und in der wir jedesmal 
diejenige früher bereits genannte Art von Aequatorialllächeu anführen, aus 
welcher sich die neue ubleiteL 

Pla<lk»r, 40 
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62. 1 / II • 18. 

63. 1 //," ||. 19. 

64. I //,' I. 20. 

65. I E, |. 21. 

66. 1 /. Hr 1, I-. 22. 

67. I H, /, H, |. 25. 

68. II //, Ä’, //, II . 26. 

69. I E, //,' E, I. 29, 

70. II /. I /, ||. 30. 

71. 1 H, II n, ||. 31. 

72. I I |. 31. 

73. I I A’, I. 32. 

Es können beide Charaoteristiken der Ae<iuatoriiiI flache Parabeln sein. 
Dann wrd die unendlich weit liegende Ebene eine Doppelebene des die 
Aetiuatorialflache Ijestimmenden Complexes. Sie sondert sich als selbstständige 
El>ene von der Flache ab, und dadurch wiixl diese von der dritten Ordnung. 
Wir erhalten die folgende, ohne Weiteres verständliche Aufzahlung: 

74. X / //, Ex. 34, 38; 47, 48, 49, 51. 

75. X // /, //X. 35; 46, 51. 

76. X // A', Hx. 37; 48, .50. 

Endlich kann von den beiden Cliaracteiistikeu die eine eine Parabel 
und die andere ein reelles oder imaginäres Paar paralleler 
gerader Linien sein. Dann erhalten wir die folgenden lieiden Flachen: 

77. — /, //, — 40, 41; 66, 67; 74, 75. 

78. —H^ E, — 42, 43; 68. 69; 74, 76. 

Der .\nnahrae entsprechend, dass beide Characteristiken in Paare reeller 
oder imaginärer, paralleler gerader Linien zerfallen, wird die Acnpuitorial- 
flachc von der zweiten Ordnung und artet in eine Cylinderflache aus. 

364. Mit dieser Eintheilung in 78 Arten sind die verschiedenen Falle 
von .\e<juatorialflachen , welche durch die Gleichung (3) dargestellt werden, 
wofern die Ordnung derselben nicht bis auf die zweite hinaksinkt, erschöijft. 
Alle diese Ae«iuatorialflächen gehören den vier ersten der Ijei der allge- 
meinen Classification der (,'omplexflachen in der 344. Kiuumcr aufgestellten 
Arten an. Indem sich dieselben vor den allgemeinen zu diesen Arten 
gehörigen Flachen durch gestaltliche Einfachheit und üebersichtlichkeit aus- 
zeichnen, können sie gewissennassen als Vertreter derselben gelten. Fflr solche 
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Aeqiiatorialllftchen, welche der fClnften oder sechsten der in der 344. Nummer 
aufgestellten Arten angehören, werden wir noch einen Nachtrag zu liefern hal)en. 

Hier Ist cs zunächst un.sere Aufgalre, zu imtersnchen , welchen Werth 
die Aufzithlung der 78 Arten, wie wir sie gegeben haben, für die allgemeine 
DLscussion der Aecjuatorialtlächen hat. Die einzige particularLsirende Bedingung, 
welcher wir im Vorstehenden die AiKniatorialfiäche unterworfen hatten, war 
die, da.s8 wir annahraen, die Axen ihrer Breiten-Curven seien gleich gerichtet. 
In dem allgemeinen Falle bleibt die Aufeiminderfolge der Flachentheile, die 
Art der singulären Strahlen u. s. f. ganz diesellie, wie sie unter dieser 
besonderen Annahme gewesen ist. Wir erhalten eine Anschauung 
von einer allgemeinen Aequatorialfläche, wenn wir uns die 
Breiten-Curven einer der bisher betrachteten Flachen in ihren 
Ebenen gegen einander gedreht denken. 

Wir können den AcKiuatorialflächen, deren Breiten- Cuiren eine feste 
Axen-Richtung besitzen, die allgemeinen als gedrehte, als tordirte gegen- 
nl)er stellen. 

Diese Bestimmung einer allgemeinen Ae<juatorialflache ist selljstver- 
ständlich nur eine annähernde. Bei der Drehung der Breiten-Cmven in ilwen 
Ebenen müssen sich deren Dimensionen entsprechend ändem, wenn die ent- 
stehende Fläche eine Aequatorialfläche sein soll. Indessen sind diese Aenderungen 
nur von der zweiten Ordnung, wenn die Or0s.se der Drehung von der ersten 
ist. Wir w’ollen die öleichung (2) zu Orunde legen: 

»* -f- (Fx’ — 2/tx + ßj + (A'jr* -f- 2 L'x -f- C) «* = 0. 

Wenn wir die Breiten-Curven in ihrer durch x l>e.<tiimnten Ebene von AZ 
zu AF durch einen Winkel « drehen , so wird die Gleichung der von den- 
selben gebildeten Fläche: 

w* -f- {Fx* — 2/<x + H) (« sin « -h rcos «)» 

-f- (Ax* -f 2Vx + C) (tt cos o — V sin «)* — 0. 

Wir »vollen den Winkel « durch die Gleichung l)estiminen: 

(<ix -|- h) 

~ yjFp^2l{x^Ff^(Ex'> + 2 Ux + cj ' 

Dann geht die Gleichung (12) in die folgende über: 

w* (Ax’ — 2 fix + ß — («X Ä)')r* 

-f- 2(ffx -h Ä) • Kl — (fl.r + 4)» • uv 
-t- (A.i * -I- 2 Ux -f- C — («X -t- A)» ) M» = 0. 

40 •• 



(12) 

(13) 

(14) 
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Bis auf Grössen, die in (ax + 6) von der zweiten Ordnung sind, können wir 
die in derselben vorkommende Quadratwurzel der Einheit gleich setzen. Dann 
wird die Gleichung der fläche ; 

tp> + {Fx* — 2/tx -{■ B — (nx + 

4- 2(ax + b) uv 

4- (f.r' 4- 2 f’j: 4- — (ox + *)’ ) “* “= 0, (15) 

und stimmt mit der allgemeinen Gleichrmg der Aetjuatorialflächen, (1), der 
Form nach vollständig überein. Wir müssen bei dieser Gleichung selbstver- 
ständlich entweder annehmen, daas die brnden neu eingeführten Constanten 
a, b imendlich klein seien, oder die Betrachtung einzig an diejenigen Breiten- 
Curven der Aequatorialfläche anknüpfen, deren Etenen der durch die Gleichung: 

fl.r 4" ^ = 0 

bestimmten Ebene Irenachbart sind. 

.365. Im Allgemeinen winl eine Ae»iuatoriaIflache, deren Gleichung in 
gemischten Coordinaten wdederum die folgende sei: 

w* -f (Fx* — 'IRx 4- Ä) »* — ‘1(0 X G) uv 

4- (Ex* 4- 2 Vx 4- C) «• = 0, (1) 

von den Ireiden Coordinaten-Elrenen -\Z, XV in zwei Curveu vierter Onlnung 
geschnitten. Diese Gurven bestimmen durch ihren Durchschnitt mit dem 
Durchmesser der Fläche diejenigen vier Breiten-El>enen , in welchen die .sin- 
gulären Strahlen liegen. 

Aller die beiden Cylinder, welche die Fläche bezüglich nach OV mid OZ 
projiciren, bleiben, nach wie vor, vom zweiten Grade. Wir denken uns die- 
selben durch ihre Basen liezüglich in X Z und -VJ' gegeben. Wenn wir die 
Art derselben imd iluc gegenseitige Lage in’s Auge fassen, erhalten wir genau 
dieselbe Aufzählung von 78 verschiedenen Fällen, wie in der bisher behan- 
delten Annahme, das.s die Basen der beiden Cylinder die Charaeteristiken der 
Fläche seien. Nur stehen die lieiden Projection-s-Cylinder nicht mehr iif der- 
selben ausschliesslichen Beziehung zur Fläche, wie früher. Durch ihre 
Durchschnitte mit dem Durchmesser der Aequatorialfläche sind nicht die 
Ebenen der singulären Strahlen, sondern solche Breiten-Ebenen bestimmt, in 
welchen von den Linien des Complexes Hyperbeln lunhüllt wenlen, die eine 
bezüglich zu OF oder OZ parallele Asymptote besitzen. Für eine belie- 
bige Breiten-Curve gel>en die beiden Cylinder nur vier, paanvei.se parallele. 
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Tangenten.*) Es muss eine neue Dcdingimg hinziikommen, um die Breiten- 
Curve vollständig zu bestimmen. 

Als solche können wir die Richtung ihrer Axen oder das Grössen- 
verhaltniss derselben nehmen. 

366. Wenn wir den Winkel, den eine der Ixiiden Axen der diu'ch den 
Werth von x bestimmten Breiten-Cuiwe mit der Coordinaten-Axe OZ bildet, 
durch (p bezeichnen, so hat mau bekanntlich**): 

tang — (fx’ -2ßx + K) - (Ax' + + C) ' 

Für irgend einen Pimct einer der beiden Axen ergibt sich: 
tang <r - Y’ ■ 

Mithin kommt: 

y»-r» (Ax’ — 2Ax + /») — (Ax» + 2Px + 0 
Die Flache nerter Ordnimg, welche durch diese Gleichung dargestellt wird, 
ist der geometrische Ort für die Axen der Breiten -Curven der durch die 
Gleichung (1) bestimmten Ae>iuatorialHäche. Es ist eine Linienflache mit 
zwei gegeneiiuinder senkrechten Dop|)Cllinien, von denen die eine mit dem 
Durchmesser der Aet|uatorialflache zusitmmcnlÄlIt, die andere in den Breiten- 
Ebenen derselben unendlich weit liegt. 

Wir mü.ssen hier zwei wesentlich verschiedene Falle unterscheiden, je 
nachdem die Constante 0 in der Oleichimg (16) verschmndet oder nicht. 

In dem ersten Falle erreicht die Drehung der Axen ein Maximum oder 
Minimum, welches unmittelbar dem Minimum oder Maximum de.s Nenners 
ent.spricht. Von x — — 00 ausgehend, wo, im Allgmeinen, die Axen der 
Breiten-Curve den Coordinaten-Axen Ol', OZ parallel sind, dreht sich da.s 
System der beiden Axen bis zu einer gewissen Grenzlage, lun, von dieser 
aus, bei x — -f oo, wieder die anfängliche Lage anzunehmen. Ob dus 
Maximum der Drehung gröi^'r oder kleiner al.s 45" Grad sei, hangt, von 
der Realität der Wurzeln der folgenden quadratischen Gleichung ab: 

(Fx* — 2 Ax -FA) — (A’x« -F 2 Vx -F A) ■= 0. (18) 

*) IkMndere hervorziiheben ist dor Full, in vclehom die Bu«cn der beiden Projectiaat- 
Cylinder die beiden DnrcbiichmttBpunete mit dem ntirchmei«er der Fläche gemein buben. Ptum 
be»timmcu lieh die Tier Kbcnen, io welchen die »ingnULren Ktrahlen liegen, au« tileichuogen dee 
zweiten Oradea. Wenn wir wiederum O und O verachwinden lassen, artet die Aequatorialflftche in 
eine Flflchf* des zweiten Grades aus. 

jVnaiytiieli geometrütche Kutwicklungen II» n. 501. 
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Fftr gleichen Abstand einer Breiten-El>ene von derjenigen, welche der MaximaJ- 
Drehung der Axen entspricht, ist die Kichtung der Axcn diesellie. 

In dem zweiten Falle gibt es zwei Hreiten-Elx;nen, für welche die 
Drehung der Axen ein Maximiuu oder Minimum wird. Diese Breiten-Ebenen 
können imagiiiür oder reell sein. In dem letzteren Falle li^en sie in gleichem 
Aljstande auf beiden Seiten der durch die Gleichung: 

Ox -f t; — 0 . (19) 

dargestellteu Ebene. 

Wenn die lieidcn Maximal weidhc imaginür sind, drehen sich die Axen 
der Breiten-Cm-ve, wiüirend x von — m bis + oo wadwt, lun 180». In der 
duix’h die Gleichung (19) gegebenen Ebene Iwtnlgt die Drehung 90«. 

Wenn die Iwiden Maximal werthe reell sind, drehen sich die Axen der 
Breiten-Ciuxe, wahrend x von — oc an wAclist, bis zu einer gewissen Grenz- 
lage, kehren auf ihrem Wege zurück, bis sie in der Eljene (19) ihr»; anRlng- 
liche Lage wieder erreichen, setzen ihre Dn-hung bis zu einer neuen Grenzlagc 
fort, von der zurückkehreud sie, für x — + oo, ihre ursprüngliche Richtung 
wieder annehinen. Die Grös.se der Drehung ist für solche zwei Werthe von 
.r dieselbe, welche Breiten-Ebenen entsprechen, die zu den beiden Grenzlagen 
hannonisch liegen. Wenn die Gleichung (18) in dem Falle, den wir Iwtrachten, 
reelle Wurzeln hat, l>estimmt diesell» zwei zu den Grenzlagen hannonische 
Breiten-Ebenen, welche Complex-Curveu enthalten, deren A.xen gegen OZ 
um 4.0“ gixlreht siivl. Dann üljei'schreitet das eine Drehungs-Miixiinum 45“, 
das andere nicht. 

Die Constructiou einer Breiten-Ciirvc, deren Axen der Lage nach gegel>en 
sind und die dem dim-h die Ixiden nach OY und OZ projicirenden Cylinder 
l>estiminten Rechteck eingeschrieben ist, liedarf hier keiner weiteren Aus- 
führung. Wir Ijcmerken bloss, dass wir, in dem Falle die Seiten des RcH;htecks 
sämmtlich reell sind, .sogleich ein zweites Viereck erhalten, welches die 
Breiten -Curve Iwrührt, wenn wir um das gegelx;ne Rechteck einen Kreis 
l)cschreil)en nnd die vier Puncte, in welchen die beiden Axen den Kreis 
schneiden, durch vier neue gerade Linien verbinden. Sind von den Seiten 
des umschrieljenen Rechtecks zwei oder vier imaginür, so könntm wir die 
entsprechenden Projections -Cylinder in ähnlicher Weise ergänzen, wie 
wir dies in der 350. Niunmcr mit den beiden Characteristiken gethan 
haben. 
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3G7. Zur Bestimnmng der Ijeiden Asymptoten einer durch .r gegelienen 
Breiten-Cun'e erlialten wir aus der Gleichung (1), indem wir » verschwin- 
den lassen: 

{Fx* — 2R.V -f ß)v* — 2(0x + G)uv -|- {Fx* -|- 2 l'x + C) = 0. 
Setzen wir: 

_ 1 „ y ^ 

II z ’ 

so kommt; 

{Fx»—2Rx+ß)^^ + 2(Ox + G)i/z -f- (Ä’x* + 2f.r-f C).-» - 0. (19)b 
Diese Gleichung stellt eine LinienfiAche der vierten Ordnung dar, welche der 
geometrische Ort frtr die Asymptoten der Bi-citen-Ciuwen ist. 

Bezeichnen wir die Asymptoten -Winkel durch ^ und .t — il>, die von 
den gleichen zugeordneten Durehmessem gebildeten Winkel duri’h w und 
.T — 01 , so ist, wenn wir eine gegelwne (reelle o<ler imaginäre) Ellipse als 
eine Hypcrlxd oder eine gegebene Hyperbel als eine Ellipse botnichten; 
tang* = — sin*w*). 

Wir finden für die Breiten -CiuTe in einer beliebigen durch x liestimmten 
Ebene**): 

tang* tli = — sin* o> = 

_ 4 [ (Ox + C) * — (fx^ — 2ßx + ß)(£x^ + 2 Gx -f- Cj] 

{Fx‘> - 2 Hx + B) — (Ai* + 2Vx + C) ' (20) 

Diese Gleichung zeigt, da.ss es, im Allgemeinen, unter den Breiten-C'urven 
einer Awiuatoriidflilche vier gibt, die einem gegebenen Kegelschnitte ähnlich sind. 

Zur vollstflndigen Bestimmung der Breiten-Curve erhalten wir für das 
Quadrat der HaltoAxen derselben***): 

r» [(Ar* — 2/f.r + B) ->r (Ex> -f 2 Vx + C)] 

+ ' J l^[(>'r *^ 2Bx+ ß) — {Ex » -f 2 Uy+ C)] * -f 4 (V>T+7/)T,' (21) 

Die vorstehenden Au-sdrücke dienen Ijei der Berechnung der Modelle 
gedrehter Aequatorialflüchen. 

368. Wir wenden uns zu der Betrachtung derjenigen Aetiuatorialflachen, 
deren Breiten-Ebenen einen unendlich weit liegenden Doppel- 
punct des Complexes enthalten, das heisst, deijenigen A«matorial- 
flftchen, welche der fünften und sechsten der in der 344. Nummer aufgestellten 
Arten von Complexflächen angehören. 

*} S.VKtcm der lioftlyt. Geometrie, n. 33. 

**) Anal^tiücb geometriacbe Entvickelungeo, II, n. 490. 

•••i Kbptida, D. 612. 
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Wenn die Aeqiwtorialflaehe, wie wir zunächst annehmen wollen, der 
fflnften Art angehört, Ijesitzt sic drei sieh in einem Puncte scluieidende 
Dojipelstrahlen, die einfache Axen sind. Einer derselben ist imendlich weit 
genickt. Die Iteiden anderen .sind imter sich und mit den Breiten -Ebenen 
panillel. Die Ordnung der Fläche Ist die vierte, die Classe die dritte. Die 
Anzahl der unabhängigen Constanten, welche in die Gleichung der Fläche 
eingehen, Lst dreizehn. 

Was derartige Ae<iuatorialHächen auszeichnet, ist, dass ihre Breiten- 
Curven sämmtlich Hyperbeln sind, deren eine Asymptote eine 
feste Richtung hat. E-s ist dies zugleich die Richtung der beiden unter 
sich parallelen Dopiiel.struhlen der Flüche. Diese Richtimg bezeichnet den in 
den Breiten-Elienen unendlich weit liegenden Doppclpunct des Complexes. 

Durch die vorstehende Bemerkung ist die allgemeine lineare Con.struction 
solcher Aequatorialflächen gegeben. Die Iwiden l’rojectioiis-t'ylinder nach <tV 
und OZ bestimmen hier, wie indem allgemeinen Falle, vier Tangenten einer 
jeilen Breiten-Ciure. Eine filnftc Tangente ist durch die feste Richtung der 
einen Asymptote gegeben. Von den dreizehn Constanten, von welchen die 
Fläche abhängt, konmien bei dieser Construction sechs auf die Bestimmung 
der Breiten-Ebenen und des Durchmes,sers, sechs weitere auf die beiden zu 
Ol\ OZ parallelen Projections-Cylinder, und endlich eine auf die feste Richtung 
der einen Asymptote. 

Wir können die Gleichung solcher Flüchen in eine vereinfachte Form 
bringen, indem wir die Ebene XZ mit derjenigen Ebene zusummenfallen 
lassen, welche die feste Richtung der einen Asymptote Ix'zeichnet. Dann 
verschwindet in der Gleichung der Aequatorialfläche das Glied mit «*. Nur 
ist es daun, im Allgemeinen, nicht gestattet, anzunehmen, dass OV und OZ 
die Richtung zweier zugeordneter Dim-hmesser des Complexes halien, also, 
dass die Constante A' der Gleichimg (3) der Ifi.S. Nummer verschwindet. 
Wir erhalten sonach filr die Gleichung der Fläche die folgende: 

>r* -f (Ex* — 2ÄX -f- R) p* 

+ 2 (A x* — Ox — 6*) «e = 0. (22) 

Die lieiden Puncte, in welchen der Durclunesser von den landen zu OZ 
IMirallelen Dopiielstrahlen geschnitten wird, sind durch die Gleichmig liestimmt: 
A'x» — 0.r — G ~ 0. (23) 

369. In dem allgemeinen Falle der Aequatorialflüchen bilden die Asymp- 
toten der Bieitcn-Curven eine LinienHüche der vierten Ordmmg und Classe, 
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för welche der Durchmesser der Flache imd die in den Breiten-Ebenen der- 
selben unendlich weit liegende gerade Linie Doppellinien sind. Indem eine 
der beiden Asymptoten je«ler Breitcn-Curve eine feste Richtung erhalt, sondert 
sich von diejer Linientlache eine durch den Durchmesser hindurchgehende 
Ebene und ein auf der unendlich weit entfernten geraden Linie liegender 
PiniLd ab. Die Linienfläche Ist, wenn wir von di«jen Elementen alwehen, 
%’on der dritten Ordnung und der dritten Classe gewonlen. Dabei bleibt der 
Durchmcs.ser eine Doppelaxe der Fläche, während er ein einfacher Stmhl 
derselben geworden ist. Ein jeder Punct desselben wu-d von einer reellen 
Erzeugenden der Linienfiäche geschnitten, ln jeder durch ihn hindnreh- 
gelegten El>ene .sind zwei Erzeugende der Fläche enthalten, «'eiche reell und 
imaginär sein und auch zusamnienfallen können. Im Allgemeinen gibt es 
zwei El)enen, in welchen die Ixnden Erzeugenden ziLsamnienfallen. Diesellien 
können reell oder imaginär sein.*) Dementsprechend gibt es för die zweite 
Asymptote der Breiten-Curven z«’ei Maxiina der Drehung oder nicht. 

Diejenigen beiden Erzeugenden, nach welcJien die Linienfläche von der 
duit'h die Gesammtheit der gleichgerichteten Asymptoten l)estimmten Ebenen 
geschnitten wirrl, sind die beiden Dopjjelstrahlen der Atspiatorialfläche. In 
dem Falle es för die Drehung der zweiten A.symptote ein Maximum gibt, 
können dieselben reell oder imaginär sein oder zusamuieufallen. Gibt es för 
die zweite AsjTnptote kein Maximum, so sind die DoppeLstrahlen immer reell. 

Danach haben wir, indem wir vomb die Ixjsondere Annahme aus8chlies.«en, 
dasw die beiden Doppelstrahlen zu.sammenfallen, drei «'csentlich verschiedene 
Fonuen bei den hieher gehörigen Aetpiatorialflächen zu unterscheiden. 

AVenn die beiden Doppelstrahlen imaginär sind, besteht die 
Aequatorialfläche aus einem ungetheilten Ganzen. Es gibt unter den Breiten- 
Curven eine Hyperbel, deren A.symptoten-Winkel ein Maximum, uinl eine 
andere, deren A.symptoten-Winkel ein Minimum ist. . 

Wenn die beiden Doppelstrahlen reell sind, zerfällt die ,\ec|ua- 
torialfiache in zwei Theile, deren einer sich nach beiden Seiten hin ins 
rnendliche erstreckt. Wir müssen hier, wie in der 35S. Nummer, zunäcltst 
zwischen Doppelstrahlen erster und zweiter Art unterscheiden. Dopi>el.«trahlen 
der ersten Art sind anzusehen als Hyperbeln, deren imaginäre Axe gleich 
Null geworden ist. Sie sind in zwei Segmente getheilt, ein inneres, endliches 

^ Kill ZuiMUBimenfaUpn beider setst cotweder ein Zerfallen der Linienfläche TorauB oder rerlangt, 
doM der DurebmeMer der n&ehe unendlich weit Beide MdgUchkeitvn bleiben hier ausgetchloseeo. 

C<o«etn«. 47 
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»iml ein ilusseivs, unendliehes. Nur das letztere liegt auf reellen Schalen 
der Flflche. Ein Doppelstrahl der zweiten Art ist anzusehen als eine Hyperbel, 
dei-en Haupt -Axe gleich Null geworden ist. 'Er liegt nach seiner ganzen 
Erstreckung auf reellen Tlieilen der Flflche. Beim DuR-hgange der Breiten- 
Eliene durch die Elxmo eines Doppelstrahls tritt die zweite Asymptote der 
in ihr enthaltenen HyjMn'bel auf die andere Seite der ersten, festen Asymptote 
hinflljer. Dabei erreicht der Asymptoten -Winkel, je nachdem der Dopjxl- 
strahl von der ereten oder zweiten .\rt ist, den Werth Null oiler ISO», 

Die beiden iwrallelen Doppelstmhlen der Fläche können von gleicher 
oder von verschiedener .\rt sein. In dem ersten Falle gibt cs ein Maximum 
und ein Minimum der Drehung der zweiten iV.symptote, in dem zweiten nicht. 
Die von der zweiten A.sjmptote gebildete Linienfiäche bestimmt noch nicht, 
in dem ersten Falle, ob die Ix’iden Dopjx>!.«trahleu von der ersten o<ler zweiten 
.\rt sind, und in dem zweiten Falle, welcher von den beiden Doppelstrahlen 
der ersten und welcher der zweiten Art. angehört. Es bleibt das einer will- 
kftrlichen Annahme flberlassen. 

Ein Flflchentheil, der von zwei DoppeLstrahlen der ersten Art l>egrenzt 
wird, besteht aus Hyjterbeln, deren Asymptoten- Winkel von Null an bis zu 
einem gewissen Maximum wflehst, um dann wieiler bis zum Vei-schwinden 
abzunehmen. 

Ist der Flflchentheil von zwei Doppelstrahlen der zweiten Art begivnzt, 
so besteht er aus Hyperbeln; deren Asyniiptoten- Winkel von .-r an bis zu 
einem gewis.sen Minimum abuimmt, imi dann wieder bis .t zu wachsen. 

Wird endlich ein Flflchentheil von zwei Dopixdstrahlen verschiedener Art 
begrenzt, so wachst der Asymptoten-Winkel von Null an continuirlich bis zu 
dem anderen Grenz wert he .t. 

In allen Fflllen kann einer der beiden Dopjx;lstrahlcn imendlich weit 
rücken. Dann zerfällt die Flflche in zwei Theile, welche einmal im End- 
lichen und ein zweites Mal im Unendlichen zusammeiL-tas-sen. 

Die analj-tische Bestätigung der vorstehenden geometrischen Erörterungen 
entnehmen wir unmittellxir der Gleichung (22). lnslx*sondere ist der Fall, 
das.s einer der beiden parallelen Doppelstrahlen imendlich weit rückt, dureh 
das Verschwinden von K characterisirt. 

370. Wir wenden uns zu der Betrachtung desjenigen Falles, in welchem 
die beiden parallelen Doppelstrahlen der Flflche zusammen- 
fallen. Eine derartige Flflche ist der in der 3G2. Nummer behandelten 
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Art von Awiuatorialflüchen reciprok ooordinirt. Sie Lst ikulureh ausfrezeichnet, 
dass die in iluiou Breiteu-ElK'ncn unendlieh weit liegende fterade Linie durch 
einen Doppelpunet des C’oniplexes hindurchgeht und denjenigen Kegel zweiter 
('lasse berölirt, der von den dem Dopjielpuncte iin t'omplexe zugehörigen 
singidAren Eknien gebildet wird. 

Indem die beiden I>opix‘Lstrahlen in eine genide Linie zusammenfallen, 
I>er0hreu sich zwei Schalen der Flache nach dei-en Erstreckimg. Gemein- 
schaftliche Tangential-Eljeue in allen ihren Puncten Lst diejenige Eliene, 
welche durch sie und den Durchmes-ser hindurchgelegt werden kann. Die 
Tangenten in dieser Elxme umhüllen zwei auf der genwieii Linie gelegenen 
Puncte, welche reell CKler imaginür sind, je nachdem die Iwiden zusammen- 
falleuden Strahlen von der ersten oder zweiten Art sind. Die beiden Puncte 
sind Berührungspimcte aller Eljenen, welche dmeh solche zwei gerade Linien 
hindurchgelegt werden können, welche die Scheitel der in den benachbarten 
Breiten-Elienen enthaltenen Hyiwrboln verbinden. Eine beliebige Elwne, die 
dtux'h die gerade Linie hindurchgeht, in welche die beiden IkjppeLstrahlen 
zusammengefallen sind, tx>rührt die AcHiuatorialllache in dem auf dersellx-n 
unendlich weit liegenden Doppelpuncte des Comidexes. 

1 . Es bleibt noch der letzte Fall zu erörten», da.s.s die Ae<iuatorialfläche 
in eine Linienflache der dritten Ordnung und Classe aasartet. Es 
•scheint unnöthig, auf eine nähere Di.scus.sion dieser Flüche, die im Vorstehenden 
Ixreits vielfach besprochen wurde (n. d44, 3G!l), nochmals einzugehen. Es 
sei hier nur hervorgehoben, dass in diesem Falle die von den A.symptoten 
der Breiten -Curven gebildete Flüche ein hyjjerbolLsches Pamboloid Lst. Es 
leitet .sich dass«>ll)e von der in der SCO. Nummer betrachteten Flüche der 
Asymi)toten dadurch ab, dass sich von letzterer eine mit den Breiten-Ebenen 
imrallele EIx?ne als seltetstflndige Ebene treimt. Entsprechend sind die frag- 
lichen Aei|uatorialflüchen dadurch characterisirt , dass, woim wir diesellwn 
duwli eine Gleiclumg von der Form (22) darstellen, die beiden Aasdrücke 
zweiten Grades; 

/'j-* — 2 fix Ji. K x^ — Üx — fw 

einen gemeinschaftlichen Factor besitzen. 

Aasgezeichnet unter diesen Flächen sind diejenigen, für welche 
A'j'* — Ox — G 

<hvs Qua<lrat eines linearen Ausdrucks wiivl, und demnach der Doppelstiuhl, 
den eine solche Fläche besitzt, mit ihrer Doppel-Axe zusammeutällt. Die in 

47* 
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den Broiten-EI)onen einer solchen Ae>|natorialflache unendlich weit liegende 
gerade Linie, welche in einer Doppelebene des Complexes durch einen Doppel- 
jiunct hindnivhgeht , winl dann von der t,'ur\-e zweiter Ordnung iK^rührf, 
welche von den der Dop|>elebene zugeordneten singulftren Puncten gebildet 
wird, Ofler, was auf dasselbe hinauskommt, sie ist eine Seite des Kt^els 
zweiter Classe, welcher von den dein Dopiwlpumtte zugehörigen singulftren 
Els'iien umhüllt wiitl. Ks sind sonach die Liuienflächen dritter Ordnung und 
tlasse, deren Doppelstralü luid Dop|Kdaxe zusammenfallen, als Ueliergangs- 
fbmien zwischen den in der 302. und der 370. Xunimer angeführten Arten 
von Aeijuatorialtlflchen anzusehen. 

372. Wir haben hiermit die versc-hiedeuen Fälle von A«|uatorialflächen, 
deren Breiten-Curven einen Mittelpunct Iwsitzen, erschöpft. Es hleilien die- 
jenigen zu discutiren, deren Breiten-Curven Parabeln sind, und die wir, ent- 
spR'chend, als parabolische bezeichnet haben. Wir müssen uns hier kurz 
fas.sen und mit wenigen Andeutungen begnügen. Die allgtmieine Eintheiluug 
der t'omplexflächen, wie wir sie in der 344. Nummer gegeben haben, behält 
auch hier ilire Geltung. Der besondere Charactei' der Fläche, also die 
Gruppining ihrer Singularitäten, ist, indem w'ir die Erzeugung der Fläche 
an einen gegelienen Complex des zweiten Grades knüpfen, in allen Fällen 
dadurch bestimmt, dass die in den Breiten-ElH*nen unendlich weit liegende 
gerade Linie eine Linie de^ Complexes ist. 

Wir heben nur zwei Formen hervor, denen wir lx*reits im Vorher- 
gehenden begegnet sind. 

Wie sich in dem allgemeinen Falle der parabolischen Aequatorial- 
tlächen die Singularitäten gegen einander anordnen, halien wir in dem 
seclksten und siebenten Paragraphen des ersten Abschnitts erörtert (n. 138, 
139; n. 231.). Je nac'hdom die vier singulären Strahlen, welche eine solche 
Fläche besitzt, alle imaginär sind oder nicht, bildet die Fläche ein unge- 
theilte.s Ganzes oder zerfällt in mehrere Theile. Es bilden die singulären 
Strahlen den Cebergang zwischen Parabeln, welche in verschiedenem Sinne 
geöffnet sind. 

Es kann die in den Breiten-Ebenen unendlich weit liegende gerade Linie 
insbesondere eine singuläre Linie des Complexe.s sein. Dann ist die 
A«|Uutorialfläi'he dadurch ausgezeichnet, dass die Axen ihrer Breiten-Curven 
gleich gerichtet sind.*) Von ihren vier singulären Strahlen fallen zwei mit 

*) Eine derartig« Aequatoria)Aäche habe» wir in der 281 . Nummer betrachtet. 



Digifized by Google 



373 



ik-r in den Hreiteu-Ehenen unendlieh weit Heftenden ftenuleu Linien zu- 
äiuninen. 

Wir stellen zum Schlüsse die Formeln zusammen, welche lx?i der Be- 
stimmung einer Pnmhel aus ihrer (fleiclmng in Linien-Coordinaten dienen*). 
Wir legen dalx’i die allgemeine Oleiehnng der pamMisehen Aetpiatorialfläehen 
zu Grunde, wie sie sich aits der Gleichung (3) der 1(13. Nummer ergibt, 
wenn wir in dersellxui die l’on-stante /> verschwinden lassen. Es ist dies 
die folgende: 

2(/-J' — S) rir -j- (/'.I * — '2/ij: -f- //)»'* 

2(.V.r -|- T) HU' -1- '2{A '■ — (>j- — />’) ur 

-MA;.r* + 2/'4-+ C)«> = 0, (24) 

die wir. der Kürze wegen, unter der nachstehenden Form s<-hreilien wollen: 
2Ar»' -f- cr‘ -|- 2</«)r -f 2<f«e -|- /"«’ — 0. (25) 

Für die Uiehtung der Axe der Parabel erhalten wir, wenn wir den Winkel, 
den dieselbe mit der C\smlinaten-Axe OZ bildet, durch « bezeichnen: 

lange- (-.Ui) 






(27) 



(2S) 



Die Coordinaten des Biennpunctes sind: 

‘He — die— f) 

■' “ 2(t->-t-rf') " 

. _ 2rf<r + *(e-/) 

2(/<» -f- d') 

und der Panimeter wird: 

. . — 2bfte + 

~ + 

373. Die vorstehenden Nummern sind der Betrachtung der Aeiiuatorial- 
Hüchen gewidmet. Auf ganz gleiche Weise können wir die verschiedenartigen 
Meridianflilchen discutiren. Es sei hier nur ein Punct hervorgehoben. 
Unter den Uomplex-Curveu, welche eine solche Fläche erzeugen, finden sich 
im Allgemeinen (n. 2.51) zwei Paralxdn, deren Elx-nen reell und imaginär 
sein und auch zusammen fallen können. Diese Parabeln bilden den Ueber- 
giing zwischen reellen Elliiisen imd Hyperbeln. Von der Art eines solchen 
Ueberganges erhalten wir eine Anschauung, wenn wir die Aufeinanderfolge 



*) Anal>'ti»ch ^(‘ometrUolie l-IntwickclongeD. II, n. 48*), SOG. 
Intüevoiuiere kdonen wir aunebmen: 

e s;? 0, <• SS f. 

Danu rdekt der ßrenepunet der Ponibel auf der Axe OX fort. 
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der Durehstdinitts-Ciirven eines gegcljenen einsehaligeu lIyix;rix>loMls mit 
einer Ebene betrachten, welche sich um eine feste, das Hj'perlwloid in zwei .. 
reellen Puncten schneidende gerade Linie dreht. Wahrend also bei Aeqiia- 
torialtlachen ein durch zwei singuläre Stmhlen Ijcgranzter Flachentheil noth- 
wendig von Complex-Curven dersellx!n Art gebildet wird, kann es unter den 
Theilen, in welche eine Meridiaufiache durch ihre singulären Strahlen zerlegt 
winl, zwei geben, die durch verschiedenartige Complex-Curven erzeugt sind. 

Es begrflndet das eine grössere Mannigfaltigkeit in den Formen einer Meri- 
dianflache gegeuöber denjenigen, welche liei .Aequatoriamachen auftreten. Von 
der Discassion der Aequatorialflachen steigen wir zu einer solchen der 
Meridianflachen auf, indem wir die beiden Ebenen, welche die Paral>eln ent- 
halten, willkürlich zwischen die llreiten-Eltenen der Aequatorialflache ein- 
scbalteu. Wir können den hiermit angedeuteten Gesichtspimct nicht weiter 
Verfolgen. Es hat uns genügt, an dem Beispiele der Aequatorial- 
flächen gezeigt zu haben, wie leicht es im Anschlüsse an die 
Theorie der Complexe zweiten Grades gelingt, die so vielgestal- 
tigen Flächen dieser Complexe der geometrischen Anschauung 
zu unterwerfen. 
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xrnl teili-i. l— .'i, >t vnni^ il«r in-et’icii tmir k. ||. riBm r»« fl^ «t !<<ltrn n«rw.l«t> l.ifti«- tlufrU 

tiii<tfiM»re fui-ct» oi|»f Kli»ii»ti |fwuni»mfM gerede I.tTiirft, FitifHi.fntiit >i«»w n*«i*‘* TuikI- 1 

I. - t-.i <i'‘<iwielti«th«» l*«ututij <l»:r L «><‘rdip atcn II. TiBml<»rm»ti<in*f<'nTnlTi . fitiet Vtr - 

nKn-t>ii'itf o<l<f Itrehium ai » < .^.tiln »tcii • S T»tenn »8 l'-. 

2. Ueher Comptex«^ unü (.ongruenzeu im AllgemeiuCD 17 

Line liom«K«*oe (ll^lrbuas ivleclten Mni«m-(V>rdiBMen b^ititnint «inen I.(uien>Coin|<le« M— 1>. Zn- 
«»minrmt«Hmie 'lr»i. v;^t ( ti « ■'•igttifMgft. Lltiif i ff ■< bft) 8ii— 8-^ Allirftneinr HetmtfatBngPD 

fibet i if<haatfw der g»Tarteii l.imr. Kratl. UcutK-o. Iht-atp» 

Die Linien -romplexe des ersten ürades und ihre Cou{trueiizen. 

Ü. 1. I'ic Lioiea-Comiilcxe des ersten Grades iKt 

Eine Hnenro Eonenffeoft ÜleJcbnnit ewitebea 4cn L’oordlnnteo der gerndea Linie bMllmmt einen ToBfilex 
drt »r»t«n (»t>dr^ .»v l*utii.t<^ »tiitfri. M »Ui.- Kltym-, Mitn* - i.i l^ujct Zt JiOrr c>r« l«r> Linie lu 

eine «neue o-P «m>rt «• ■»*« > ..wrlr». . »w« f xr.f »nu>-r k^OM t'-V.e HejicLmmen 

I>ufi hrae«ier J-j» r._.tuide>ei_ Aa-i d«*itlb<ti.j.j-dl. rnncle tmd Ele-ir.. «■ D Le Jm M.fuen 

auti |'niK’U-n de« CurT-linwl''u-‘»y»t« m« etu^freche» .>V HelAtn.-ti «yi< -iieii emand.-T eiitm n-i h» iid»ri rmieten and 

Elr.fxlme jVifin d>f l'imtl*’« • <i tel« imiu; t'ur»m-lcr il>> <'oinrl*ie«. /jH dir ( onteTiIcti 
>'.ul»|.rev Denile < iiniiilt<«tet<-TfniKl<if«n»ti‘i>i. l»rii<iiiHi' ilrr iitmlmtmifuriii. <’■ ti«uu.-li"it di'» PareiiifteM 4m 
Bmtebiiugen «wiictien «•»*»T^u^elmehl^f^B^^ll Dunrten iipd EWeer, tl — ii Uelaljime'. i«rt«rlifn ■»juainlyr non- 
mgirtrr. gereden Unl<u Ll<iat««let ciiiaLirte linear* < ogiMe««. Ci aitnKtinp der ni-cr ge.-i brtier. it«mdna 
Lime coui mlrtei» 4J- >1 Verubnln-len Je» l'etaiarUTi. Ik-ti-n'U-m t-UUi 1 yef»mft>'« «It« * ' 

l'nteftciieidaag der Cop>i-leie weh de» Verietcben ihrer iUniiirnreiBeief*. »der linb»-if»wni> » 

^Unv '<chrgiitfu>mtefa. %«/)i l.iatcn de« CoHan lenee omhaUt 4*— l» ruiu&let» yolrgone nad Comptex- rt>lredcr. 
<iw>aielti* der r»Mu-Ie«g >fii«n Ifrsde* II» — r>». 

, 2. lUß L'oogrucnzen zweier linearer Conidexc 6S 

Znsniniueugtellnntf xweier Unenrer Comt>Iexe. Jedem Pnncte and jeder Eb«ne «uierricht ein* gered« 

Liiile 5I~&Z. Ine DarcluaOMiif eUcr C^nu'l«»*, wetelic einrr ««rinliedrlgeu nrupi'C eiivebt Ti-n , >ind einer 
feMen Eben» lU.iimBPu.g ihrer Uj^hui.u - V-. rnrelelieche e<i.,gr»i. t.«et4 '■» i ■■ i rdineten-Tfaa»» 

foTWetloit. Ag. .let |•M|.uTur^«■ PiretiUf eB .Ureeii-en. Mittelmmt dtr LV.neTneB«. >' it .lenrlbea. Neben» 

Amen- reatmleljf»ii- i fiti-rten f*iT die HeglilX ti<T I/ireemeati - ilti lWmi«i»>r l'rlle. I»i«' IMti'etricei» feilen 
«nennuHga. D«e liifri-iriMH »choeldeu UtL fi ■>. Uer geBeben^'n i’oi.gT'ieui wird ein« »w.ite f«^ujgglM CS, 



ConitfacIMl» ei’i.t « nurrmn« ea« *i«r ihr.r l.itil.n HcHlnuauBg Ji t lhrtcin..<» 7<i 



IHe Wt*'i inm «erlrf4 «tureli nB» vi< filn i'.ikc i;i< 


•ii-iiaiig >lArg>*irni Ikiiiitan dleeeriUelcbnag 7l~7i. 


IleirxhtOIlg d^-T ii«ii.b nirhl iliicritirtetj .^nmelitif 1^11* ; 


' ■ — la 


bchlefviiikllge L'oordltinien'liTiteiiie, ln a>kii;ej(«i 


ctinoter Ilexlebiisa xo der CengtiMiu. Jedem CMt«U- 






lleUli<>i:<-n rw:*cbeit <ler iV>n»Unl* der i 'i»gru»fi, 


f . detii Ncigaagevtnkel der Ihreeirleeu nad den lie- 



•limmangeeittelien «iace beliebigen der Cnngmene «ageliArifeu iVimptesn«. C«utral-Cnmt*^ea* M— eJ. (leogie* 
triecbo r«IgcmngcD. Adjangirt« t.'i>ngnim«ext. Lioienflnehe der dniteu Urdnang, gebildet ena den As*» der 
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ilt rWlIlBll »■»■■tllim < "»i : t uir.- .)r. Mt «».T li^w»..J 

»«* 1 — — « 4 «i«> ».-S. ««»Im». n.i - 

to—blWM V— rUr CTfilBf'»u»ti':'nitrn l ■.nitrq»n»fn H;>^W am*ini' v»a CttrvKü »iif dur ^ 

lllHlTlIlllltl 1rH1~ < '...«nicll.iii Jif.., I nff n »I . " 1 . CuMHW»« 

Ti>rw»*ln fftf 

fowpUi». IwgtiitT«- r»inint»iui. th» Hin*»»«» Co«tru»n«<ii •*t> 

ia ilTr I TT 

$,3. Congfniens<*n dreier liueurer Complexe. Unienftäi^hi'n 113 

Kiu« dr*iRlMr1|t« Uni|»ti« lia*«r*r Comrl^'M t>««Uinmt <Uv l»ini*b dar «ioMi Kr«»airuuii «(Mr Pllclio 



Kraeugutig. OrMmn 


ithrit der 


PiilnrrTi «in«r gpt!rb«a«a gi'railcii Linie in Itpiuff auf Hi<* i dpr drpi- 


aliailrig««! Onin-e D 


«’-IWl. 


liio l'cbtral kibrn« awuebm t-mei l.iiiim tanrr Lri«ngUL.g g«ht darob don 




Ablalli 


iiig «Irr liJui.uaohUeh«ii Klap>.i<rli«fUu ilrr Vlaili« aui drr IkttiMunna dmoUM<D 


duTi li dtpj liiH ar« r 


»III ul«««. 


/agniirdti.'li' |tar<bna«««( l'onivgirtp l’olarm anf dar Klacb« 1*>>1 



und l'»jUr L'-giip l'O - HP. 

GWulniiitf rinw HrparU-liiid». wglchca •<arch dtcl iu dar. i~<Kirdin»tpn KHea«T> llrwcbite KrirugenH* )-i— 
•llniul tat, ln ood Plin-t'ucrdiB*t«a. M)t>«rbi>Uacht» rarabnluid lllwH*. IlMilaiinniiii «tn«4 ll|>er' 

boloid* «lureti dni au tlau roorJifeattu • Aa«ii |■•rallHa Kraattuaudr 1 U— lU Taatral •C»aipl«k«. Jm»«ialira 
>lAab« aitii «iiMcIitllgM llri>arb«>l)>id 194 — ISk ConJaBinr tKirrbatuwr. ConjoiHrt« ('»mple». l>«rea 
BSDff I9f>— m. rbarseUriitiaGb« l'Uohe I9U— IM. I)«« ivafritiar« Klliptold. da« aweUcbaUg« Uriterliolvid 
and da« reell« Klll|>«oid 136— 1A6. TTntenchelduag der liBoaren OongTaetuen, welclie einer fldche de« «weiten 
tirade» aagebivraB 1S7. Hetllmmuag einer l-lAeb« darcb Inagluare Krsengeivd« IM— 149. 

Weder Kei|elflAob»n tii>cla l'nrven «In« e««it«i< Gmd«« kiKiaen dnrHt drei lineare rnniideaa d.trar«t«lli 
weiiien M-l Ao>«rtiing dnr Vlach« »»«>««»■ ttr«d«-« m »|t> Hbr’tien- und «in l*nnct<n - l‘«at 111 — I 4 «i 
bfU der <|r»r«den Llinrn. welcbr durch 1^1110! Inixlnrcbgfbra tidcr wilclir in «tncr Hbriie lll•^feu 14 T, 

SLbliu«ti«ui«jkim>! UJ- 

Die Complexe dei^ zweiten tiradcs. 



Abschnitt I. 

Zwiefache analytische L^ratellung eines Complexes des zweiten Urades. Complex- 
Cuiren zweiter Classe, von Linien des Complexes iimliüllt; Coroplex • Kegel zweiter 

Ordnung, von Linien desselben beschrieben. Complex • Fluchen vierter Ordnung 
und Glosse, einerseits von Complex -Curven IkescJiriebcii, andererseits von 
Complex 'Kegeln umhüllt. 

$. 1. Die allgemeine («leidtiing der Unien- Complexe de» zweiten <>rado» io .Stralilcn- und Azeii' 

Coordinoten 149 

Allgaataina OI«irhang dar Linlaa-4*i>m|«1#a« da« «waliaa OradM in Ktrablau-t'uordlaataik Anaahl dar 
1 iti»l«ntHti. Ib«* l 'imtilrt-Liritra , wrlrb« durrb riiirii f»;*lan l*ur»ct tfrbru , hildrw altirii Krgol dar «wcu<‘n 
crtdr.ung H.'— I'< Kat»f fccboede Glrir huuB ln Aaca t’ivirdloatqr< Thr fomrlri l.tbirn. wrkh» lo ciurr 
Ktpoe hrgcii ■ omhallcw ctur <’ur^e drr «wtitrii ria««* I.M.— IM ^ rn«u»chmiB der Mrahlrn-CootiUoai'Tt und 
Air» tV>i,tdn.«t«ii Uifl. F.iiifnhruiig IfiniMgfUpf Yrtfatidi-rlicliag and aiita« Ul-rr/atitlgp» Oliadu* I Vfrt»ufcthmiij 
dar C<H.rJinaipr>-AMW — 1:*_ ytt»cbl«'l.inig iiud Of-hunil 4aa ^•|K.fdu.a>rn-‘^vrtl»l»l« i:.7— l-V> 

§.3. Aeriantonaläßchen, lieechrieWn von einer Complex -Cune, deren Kbene pamllel mit »icb 

»ol)>Kt fortrückt Ifi^ 

Za»aamnifbMaiw{ dar Liuiea dn CDroplrxe« ra cbpm>t> Corrirn (Cuiuplrx-rurrent »drr la Kagrln iConf * 

jdeajJtrjjfl£/|__r<>in£lrx_^U_a<haB^jron_J_j_^*j>lei^£^n^£n_J?M£j»£l£b*u^_roB_J_^^ -w 

»K-t. pilii-r I ' .BUilwa.rtLM c aul I / 1*? KItcb« arHldrl <ou d«n t oannlat-rurvon . J»rw KbanaM 
«u V/ imralUl »itid Ihn» P«r«taHBWg in garrmKlitpa INntrl- uml F.b«-n»'n.roi>Tdlii«trit Ai-gtut'-nalHtcba«. *'»» 

Oiaf>»lin t . rnt>»i»i»ti abiangjg KU l>urrhw<p««ar d»? Ar«iB«t..rialW>flip pU Clfltbung drr KIii-Iip fai eaari - 
f«x>4diiiatcu. Iiir .\p«inauinalW«tlirii «lud *"T) dar riertpu url«>ttBg and bewurB rlnrti ubPixlHth witH Itcaca « 
daa I>ot,iicl»tfaht ]»A <i|rltbmiir«n tu griwUehttB fcontluaiea tlftjpnlgfu dra> Aruaaiorlalflathrn J.f Kbaaan 
rz, /J>. X » parallrl a»»d tiy.. 

§. 3. Meridian flächen , beschrieben von einer Complex-Curre, deren Ebene um eine texte gerade 

btiiie «ich dreht lC:i 

DaSaitMaea. Glalcboagea is gambcbtcii ('oordinaieo derjeaagaii drei MeridlaaflAebea, darea Uaridlaa* 

KVauru »Ith ligitigltcL uatli t'A. ‘'l'. **/ KhijtiJpfi. I.liir XlrrUianTlathp lihiigt v^n »iPbPBieKu 1 ■ im^atcB 
ab li'Jt Wrktnra l»l«icbuuu»finta«c. lit'J ^'^^laf« \l«f M«rldlaL.tlach« i~<i l.Uuliutia J«t tTj» bii tii r\inoi-< 
ualrn IM« Mrt>illat-Ilaf|itfii mkJ i'.ti .Iit *irfUn Of.lcniiM li: liMi.i»rl«tr«M ■l^jpllipp I'..’ 
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§, 4- MfriUiantfüchew, uinhüUt von <'otoplt»x • Kegeln, deren Mittelpuucte in tfprailer f.iaio lictfcn ILü 

/u>4moi»ofaMutetf Jur < Ufti«» «a ro»tit»«-Kwl*i. IVa» Kt>e-j>faatf _emgr .«< 11 - 

ili»prtT>if iTi. IHiffbK-hwm ft»»* ■»« i t ITI Mori-i>attH»ch>. y._.a K*Jt>ln itnltClU. deren 

Mtlt'lruufta »q f <»,V >ix»*n l*.'» — t7«i dpr^elbna in Ebri-.ea <‘‘-'<ri»pat<»n. IMi» Meriihanflichop »lud 

M.n Jot rtertfti iHitnnug aoil < l.i, Ti/Urf dtf Mentitaaflttebr , m iioiipclt«f ni Jff««lhaa l>H. 

yttth» tM» fiilH mH dtm l^<Pt»eUt» >hU iti »*intiiru I7'i 

§. 5. A<Hiuatoha1fl2lchea, vuo CyUn<)er6iicli«*ti eines Coiuplex«« umbullt, deren Seiten einer festen 

Ebene parallel »ind ' 173 * 

CrliBiletflAebf*» <Im rota|<ltsM. Ibr»’ aa»>rti«c)i« ttarvtrUantf RncaBnnv rlner Acqnatorisl- 

flache Jar<h 1»;‘. OlticiiButf der Ai.t»»i<iri>lditclip. ilirtti Hr»itao Kb^iitTi la 1 / patatlal nu<L >ti l’lau- 

roprillnatcii. l»io Aeimat ma^nutheu »iu4 vuu fler vlrTten «»rdaiaug und rlaeie. HmuMiIaK» 4er >~ia<be. mit 
flem IKHHH-Utiahl« «u«emmtiut»Hfini 1 n> »my Jur hUche. ^eme Uo|ipi»ttn ut'ittn IM. 

l'rUpcteT, J»'rau H>iii»ii de<i Jr-»i i *m fchita<«n-A»»’ii iiarallrl nml K» 

$. 6. Analytische Bestimmung der Uoppelpuncte und Doppelebeneij der Coxoplcxflnchen .... 177 

Radlutfunf fttr dta /erlegbarkaii einer hoato^onen fOelchaos larcltea Grailoe aKiackien flrai Veranilaa* 
liehen in awei liu«sre G1elc1mti||i'it. Art <l«<r Zerleflass 1*^ IhtppaliiUMte der l'oBaplasfUclia. SlngtiUre Ütralileii 
deraclban in*— Dttpfielehenrn. flinffalare Axeo ISA— I9v. l'onplvaflAchoB, deren liopjtelliikle eelbat alna 
TuMpleaUnie l»4 lOl -«llta Sinffntantaien der Acqaabitialflacben l!M — ‘An>. 

*. AllgfmeiD'-» Betracht»Dg<Mi Aber ComtdextiacheD., ihre Bop|M?llmien , Doppeli»uacte und 

PoMielebcnen • ». läJ 

Krieuguna einet Upieuflache dnreh ein# aleb Im In«— bawe^anda semda Linie »l. Mint alicbü Curra. 
Ahwtchl.in>nrtache. PigefentlaUleiolmfcrf «let >>e fMnw||ita La»ia. ülalabnaitaii la IMati- apj in 

Puiiri 4'r>ofJiaaten Keaelflicbe. Kbene L’ntre daeMlbeiHBM - AiS. Pmiet- 

«e<»Bi»trie. iler Plan «Geonelne cwrdunrt. Ürdann« nad CJ— a ataar KegalflScbe. Cl aeae nnd «jrdaang einer 
ebenen (.'ur< • ■ fharacter Jor «Intch Gletebanirea iwiaahan Llnlen-Cc oidlna un daweaulliaa CrehiUe Ji>7 - Ar». 

4ieGmein.fbf iMflnitJon aitiae f.>malaaea da« a.Gradafc CowsUxAbahan ^mtlllTl «in.l der 

fHJntui.» tinJCIaaia iala - I) naJ baaiUea eiaa ata — lltacha Ulüa SIO-Sl«. Analrtlaeha Baaiatirfnaa dieeaa 
Ma.uU>u ria-nA 

r>cn»t>elpuac«o und Doppeltbeuen , alufnUra Blmblta und AJian, ainjtnlflje Ebenen «»d 1‘nncie bei Jen 
yUelKn vittee Ljiai4t>t« 4 *m feiten Oradee -U&. Kbeoa Un»ch«canma-4’nrraB nnd Uibflll mjtttkegel der 
riacheilT— :'M Gtni'Mfnntf der aebt l»jpt>elsnwa<a nnd aabt IVippelebeHan ai IMa Polare der SlScbe l.itaeara 
Cooetmction der .«itnimlarmten der fUebe OS- nc»e»upreebcnde Unaart Coweiractlon der flSciie «elb»t rti. 

t i>wpl.»atlatti-B . dateo DofrpeJlinle eine Caamle«-l.lBla lei. IM» lN>i»ralllBia lat ein Cne pidal-’^imlil tmd 
eine Infleai »n» Am# der FUebe rrS- »7, Mteaara» Knupfeeben twieebaa 4« arx^jspden Cwpir» Ketfrln nnd 
iV'tnplea-t'qfTen rr*. Ontmiruog der Sintfularliaten SSO. t»ltiear* <*nnaW<iC<lan daraalbaa. D>e i'waetTUcUan 
der yiBcbf «eil»! rerlaugi die AnfUnnnt einer gnadrafaauhen OMcbnng WO. 

KnUi'recbeaile liptfaebtni» 4 en bei Aeqnatofialflaehew SSI — >8>. 

r^minleaflaehett aU aoicba PtSehiaa. welaha eon den Linien einer CnpK nn i-y iinilinlH wi-rde« i?U. 



Abschnitt II. 

UiscuBüion lier allgemeinen (ileicbung der Complexe des zweiten Grades. 

I§. 1. BurcbmesscT der CompU'xe. Syst«mc dreier zugeordneter Durchmesser. Diu drei .\xeo. 

Svitemu dreier zugeordoeter Complex • Cylioder. Central -rarallelepipede. Mittelpunct 
des Complexct . 336 

Beetiimnans dee Mittalpnnete« einer Coaplts-Curre SS4 f>nr«bntea*er dae reapleaee tS&. Aaan <l»a* 
•olbon s:w. irlaractenttlk de« romplexc« m - S9S. C«ntral|>arall*1ei>ipe>d« de« I'ompleaee. beMimml dor«h 
drei ennhiSlrl« IhircbnaMor and drei otinjuifirl« Crllnder'Axeo Slo— Ztl. UeoBttriaeher Ort der tu Y Z paral* 
leien Crlliidef-Aaen nnd I)urebioaa»«r. Mülelpun«« dee Conplasea SiS— M?. Veraiufaebta.Ulaietniitg de« 
Cmnplexee WA— • * 

iJL Furtjoularisiruiig dttr Complexe, dio einen .Mittelpunct haben. Cemplexe, deren Linien eine 

Klikche dpa zweiten Uradce omhütleu 21i» 

timpumag der t'ntralameo ’ics t oniplrae« ■>>. >.ipfacb»tc Glclchuag>fjnti. Ort der Mittelpancte der« 
le.iiiceii fi.iiit<1>’« CutTati ■ lii'teii Kbeufii ilnftii «Ivn Milteli.umt des Ccrapleae» hltidnrchgcürn AM. Beeondera 
fldl«, LiigndUcii ?ifk 1'tLrü.uiei.gt gi^en .iiLf.jh de» MiUrill-nflct de« LogPi««e« Weitere P-jftigula - 

CiaUonca OjDHi|»«r. detrn Linie» e>ne Klaclie «»elien Üra.lr« timbqUiti Olctcbnntf einer 

gegebenen rUebe evidteu tindoe in Liuieu-Coordioatea licr — SM. Qnud der Denlellbarbeit einet «olcben 
Flaebe dnreb «ine rntnplex-iileiebting SS&. 

Plleker, Oeometri«. 4S 
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8. 3. Die uDCpdlich weit lictfStt4ep Umett Jei Coaiplesci. -l-luitlieihnig Jpr i\>mt>lexe pacb diesen 

Linien . . ■ . ! ^fill 

Allaeniflnc Hnrecht>ai«a iWfi. A«y>t*t<t>-r»inle« dee g>tfeb«ti»p IST. Jeweibcp Cba - 

r*ct*ri«tik. la w dlicfa weit («rtlekteo BbsBen tob rmohlBdeMr BMitniitr eailiBlUn 

•ilvd M9. EiotfeieilttBif der ComplMut. MjrpertelolitMAe nad ellipaotdUelie CoMpItu t30. MjrpertialoldU«}»* 
t'eaplexo ttl. EUipevidiecK« Coaptex« S71. Ae<|aeioria)fldcii«a d«>rMlb«fl 173. 

fkrtieuUrlfatioD dee Conplcxee. Die rheraetarieUlt wird donh ein« elvaraeterietleche C'urre «reeift 
g7*>— l.a^e d»t Dufctinieiefr Mlttrlpunct dee Ceropiwe 373. EinfacbH« ^»Iricbwog 3M&. <. otPpUx » 

« ur»» hl drf utieiidlicli »vit »iiiftrofii Kbene äxi. UrBwfcoIleehe bb4 eUtMUche «'oaglexe 3W. AeTniBtotea - 
«•omplex &0 Hee«»f»drTe < UnifleB». i» derrti Olelclime Bttf tUt df f>>7 VerttttJerttchett Totfco»ae«i tM-gy. 

Weiure ranigulxmetLon, Alle Ihucbmeeeer wwdea — fxlIaL lHeCttli»def Ax»B rtckta itaeodlicii weit 
a>7— rnh net Mmelpmic-t wird upbertlinat CoaBieB^Curra in der «nertdUefa weit »Btf>Tnten Lbeae, 

Parxbolittflie l'omi-lrae AiyaT'teteb-rotPplen J*t. 

Leute l^rticttUr1««tiuu. Alle «n.-fe.UtLli w»t UeeeedeB geraden tlUen B«fcf.reM dea Coaelen an. 
Aeymptotee * oapte« Hn. fcuokbUck 

§.4. TangeDtiat* und Polar • Complexe des ersten Urades i87 

TaiiaeaÜaLFaucUoB»«. l^sUr-FttncUoMa SH. Oeoraetrijche Deotuoff ln <Ua Falle von drei und vier 
VemeilefHchei» if?:. SH! l^■.Ur■ aad Tenifential-Loapl»»« ('ot.gruep« der ItfaeunT, poUr-Cumnle«» Sw. 

CotigToepi dei Tectgeuttel t '■■mplcxe. aingulTe Linieti. P’.sacte. I.t»wr»e» «>»• i'Mrfeplex»» r>r»riKlUBifp deeeelbeu 

i'uaiple»» de« iweiUn titede«. Deren oiaptcnc Heettmagotf der Folirea Huei C.’oa » 

l'leaflech« durch j|1e P<iUr i'omplezt ioA UeemetrUeb* Deatong der Foler« and TengeuiiaM'orepUx« 90L 

aturaUfe LictcB Iv.t'peHIf.nii 307. 

Polartrefae ■ die licti »m etoea Ccanltnt dee «weiten Qfudee uMettf W-30»- Betruebtuau eine» 
elamlaen Poter-STUeae 31u. 

$. 5. Flftcho vierter Ordnung und Clasee. von den sicgulareu Puncten des Comidex&s gebildet, 

Ton den singulAren Rbepeo desselben ombftUt 3ü2 

Hinsuldre Faucta. Kbeuen. Llatf dee Ceapleeee BU DeppelpuBctei. Doppeltbe»ea daiitWu Sl«. Itop* 
PTniiiin. AMBeielTbwHe Piacte und Ebeei«. 3l3- FlScbe TlertM OftoBBit. tbb des etueuUren runcten ge- 
bildet, FlScbe Tierter C I»eee> tob den eiaeulSpea Bbeneg aahd lU 3t4— 5 iT. Die betdea yiAcfc f »Ind tdentUeh 
3f»— mr BedeutuBg der «echtethB DeupelBuncte u»d DoppeteWnen der PteefcB fit deo Toaplcx J3l. Der 
MUtelpBBCi der FtleAe fallt all dem MItUtpunete da PoaplexM cuunaen 9tt— 338. 

§■ 6. Pol, einer gegcbonen Ebene. Polar Ebune. einem gegebenen Pttpcta mit Bein^ attf dea 

Complex zugtordnet 319 

YectBuecKuee Amt — eudUnk weit eBtfwai— Kb— B alt elaf 4w dr^ l^ftrÜBit— BA— 3*i-«n* t« 

»toea Ccaulexe de* iwelun Or»da tot jeder tbeae eU Faaet SBaeeideeA CBaetm^o 4>eeslWB W-»q. Bteou» 
defetAUeMl. Pol eU>« «ineulMeB Kbe— 383. ful eiBtr DopgeUbw. Ebeae». desua etaaUIcte UaleB dm 
CtHurteue swbdrm AU. AtTartoiett- O eauie» dee aeaeAeaea. elasr Ceerd4m^»lt>sas intt a maea d T H- n ib. 

In eiuea Coaptexe dee ewejUa flruda — u— lebt ebiaa ledca Faaef etae Palae.Efceiia. BeuatiJere 
f iUe SU-' 388. Aejmptotea'foapIeK de« RteebeaeB, dem Coordiaeteu-Anfengepuact etiteprecliTtid MO. 

('caplexe, deren Lluiea cl&e FlSebe dee «wetten Oredec tunbollea 341. 



Abschnitt III. 

(.lagsification der FlSclien eim > alli/emqiien ( oinpleies des zweiten (»rades. 

Construction und Üiscussion dt*r Arijuatorialflachen. aal 

AllgriDelBce Aber Coaplexllleisen 348. Ihre ßeetebung tu der Fische der eingulSren Puturie und Ebe* 
neu S43 t lemiftcetloii d*r fewnlczAtch-'u .1U- Kiti betucdcrcf Fell der Bcducilt.'n einer Coaplezanbe euf 
die rweite L>rdiioog «■>. 

AeaaetorieKlecbfp. Allg<’Tnrifi<« — .M7 V«T»inf«rUni«1/- Tenictiteftull'in m*. Di» beiden chemete- 

fUtiken 5L'« ranetraetloti de« He>^g av» Ueuimmmie .t«r tinrfulUcn StrnMan Geetult der Fiacheu- 

tbeUe .y.3-3:»3. Ein PdiPlHl He«»uiitiUBg>uel«e .Tö 

tjiebcueeba p«>tfPi«aitte Arien *'.» Aeuuel-.rieiaiic»»cii :K’C-. WrjUre KUithellnng M.7 

Eruepte Betrachtung der ellgeaeiaen AwtueUiiielRSclieu 3»4— Mi, Baeliuauag der Breitea-Carren. 

Heui-t Axfn.*A«rmi'l'-'t«n- Witikcl dmetbeu .Vi*. 

Ktn beeotidcrcr Fell der A«qttetorlelfl4chpa- Eine der Atfaptoten der Breiteo-t-’arreo beiiut ejae feet« 
EIcbtaaa .Vt e-371. 

Perahuliidic AMuntoriulflecbeu 371. 

ScbluMbetrachtuoe. ineeuetien der MertdlaaSSebea 3T«. 
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Neuer ninlhoiiiiitischer Verlag 

TOn 

B. O. Teubuer in Leipzig. 

18(>7. 18G8. 

iDHjilriit mathematiiche, heriiuigegeWn von A. Clebicli, ProfosBor in 
ua<] C. Neumann, Profesflor in Leipzig. 1. Band , 1 Helle. Lex. >9. 
geh, Ä Thlr. 10 Nffr. 

Barde}, £., algebraiiche Glcicbungf-n tiebiit den Reeuitnteu und den Me- 
thoden XU ihrer Aun^iung. gr. fl. 18C9. geh. 1 Thlr. 10 Ngr. 

Beer^ .lugust« Kinleitiing in die matbematiache Theorie der filaati- 
cität und Capilluritftt. Ilcruusgegclien von A. Gieaeo. Mit 4 litbo- 
gruphierten Tafeln, gr. fl. 1960. geh. n. 1 Thlr. lU Ngr. 

4'antor, M.« ProfeBaor der Mathematik zu Heidelberg, Kuclid u. aein Jahr- 
hundert. MathematiEch-hiatoriacbe Skizze, gr. 9. 1907. geh. 19 Ngr. 

Brach, Dr. ('. A* von, Privatdocent an der Univerait&t Marburg, Einleitung 
in die Theorie der cubiachen Kegelachnitte. (Kaumeurveu dritter 
Ordnung. Mit 2 Uth. Tafeln, gr. 9. 1^7. geh. 29 Ngr. 

Burter, Ilt. H«, ordentlicher Profeaaor am Polvtecnnikum zu Prag, Theorie der 
elliptiachen Functionen. Verauch einer elenieutareu Danttellung. Zweite 
Auflage. .Mit 32 in den Text gedruckten HolzacImUten. gr. 9. 190$. geh. 3'fhlr. 

Fährmann, l'r. .irwed, Asaiatent für Muthemutik und \ erme&fcungalehre an der 
Küoigl. pol}’tcchniBchen Schule zu Breailen, Aufgaben aua der analy- 
tiacheu Mechanik. Mit einem Vorworte von Prof. Dr. 0. SchlOmilch. 
In zwei Theilen. Krater Thcil: Aufgaben aua der an.il}tiacben Geoatatik. 
Mit in den Text eingedruckten Hulzkchnitten. gr. 9. 1807. geh. 20 Ngr. 

Koealgaberger, Dr. Leo, ord. l^of. an der Universität Oreifiwald. die Trana- 
formation. die Multiplication und die .Modulargleicbungen der 
elliptiachen Functionen, gr. fl. 1809. geh. l Thlr. lu Ngr. 

Lommel, Dr. Eugen, l*rofeBaor der Mathematik an der KOnigl. Akatlemie für 
Land- und Forstwirtiie in Hohenheim, Studien Ober die Beaael’schen 
Functionen, gr. 9. 1809. geh. 1 Thlr. 

»uniatin, (’arl, ord. ProfeBsorin Leinxig, Theorie der neaaerachen Func- 
tionen. Kin Analogon zur Theorie ucr Kugelfunctiouen. gr. 8. 1967.^b. 20 Ngr. 

Plficker, Julius, neue Geometrie dea Itaumea. g«'gri1ndet auf die Bctni^- 
tung der geroden Linie als Kaumclement. Mit einem Vorwort von A. Clebsch. 
Eiitle AbtheUnng. gr. 4. 1809. geh. 3 l*hlr. 

Rciss, M., Beitrüge zurTheorie dcrDeterminanten. gr.4. Ifl07. geh. 1 llilr. 

Krmarh, E«, ProfeBSür an der Universität Tübingen', Theorie der U}'linder- 
linaen. Mit zwei lithographierten Tafeln, gr. fl. l^GK. geh. 10 Ngr. 

Schell, Dr. Wilhelm, Profeeaor am Polytechnikum zu Curlsnme. Theorie der 
Bewegung nnd der Krüfte. Ein Lehrbuch der theoretiacben Mechanik, 
mit beaonderer Udckaicht auf die BedürfnUse techmiicher Uochachulen. Mit 
vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 1. ti. 2. Lieferung, gr. Lex. -8. 
190$. geh. k 28 Ngr. 

HfhIhMlleh, Dr. Oacar^ Kgl. Sücha. Uofratli. Profesaor au der ]K)ljtecbniachen 
Schule zu Dresileii. Uebungahuch zum Studium der heberen Aiialyaia. 
Krater Thcil: Aufgaben aus der Differentialrechnung. Mit Holzschnitten im 
Texte, gr. 8. 1809. geh. 1 Tlilr. 18 Ngr. 

Serret. J. A., Handbuch der higheren .Algebra. DeuUeh bearbeitet von 
G. Wert heim. Zwei Blinde, gr. 9. 180 $, geh. 5 Thlr. in Not. 

Stelner^s, Jacob, Vorlesungen über die ajnthetiBche Geometrie. 2 Bunde. 

L liAntl; !>!• Thaerl« d«r K in •lam*»l«r*r Dsr»i«llaue Aaf 

Uruiul Tou UalTmltBUTOfliBfaD uiul mit BetiuUaDff hiut«fluaet»er MaiiOBcnplB Jacob Stal* 
■er*» l«arb«l(*t von l3r. C. r. Oaiaar, Boccbi der Malhcnatlk ln Zoricli. Mit «leien 
li«lf»«hDltleB. gr. a. tl<U7. geli 1 Tblr TO Ngr. 

II. Uand; lila Tbaarie der Keg a leebn i tt a . gettnkal aaf projaktlelaebe Ktcen- 
• ckafien .\uf Oi«nd ««■ Uuirer»ltauvortrag*n sad mit llenutiaag biolerlateeacr Uanii- 
•cripte Jacob ateluere bearbeitet «oa br. Ilelnrlob Sebroter, ordeiitL Profeitor a. d. 
Uai«er«itat ae llrMlaa. Mit «telea Holt«c1i«>iitea gr. a ISS7. geb. 4 Thlr. 

Stami, Dr. Kudolf, ordentl. L«!hrcr am Gymnaaium zu Broiuberg, ajniheiiacbo 
Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung. ot> fl- 1867. geh. 

2 'Hilr. 20 Ngr. 

ln demselleu Vi rlage eracbeint auch ferner: 

Zeltachrirt für Mathematik und Physik, herauHgegehen unter der verant- 
wortlichen Kcdoction von Dr. 0. SchlOmilcb, Dr. M Cantor u. Dr. E. Kahl. 
6 Hefte jährlich, gr. 8. geh. ä Jahrgang 3 Thlr. 
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